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PLYTY PLASTYCZNE POD DZIALANIEM SIt. SKUPIONYCH

' JOANNA SOKOE-SUPEL (WARSZAWA)

1. WPROWADZENIE

Nieliniowo$¢ ukiadu réwnan rézniczkowych czastkowych, opisujacych zginanie
plyt sztywno-plastycznych powoduje, Ze uzyskanie rozwigzania zagadnienia brze-
gowego nie jest latwe. Dlatego tez dotychczas gtéwnie poswigcono uwage metodom
przyinZonym, pozwalajacym na podstawie dwu zasadniczych twierdzen noénoéci
granicznej na oszacowanie wielkodci obcigzenia granicznego. Szczegdlng popularnodé
uzyskata metoda linii zalomow [6, 8, 13 i 14]. Pozwala ona na oszacowanie noénoéci
granicznej od géry, lecz nie daje Zadnej bezpoéredniej informaciji o polu sit wewnetrz-
nych w- czgdciach sztywnych.

Rozwiazania zupelne, tzn, rozwigzania zagadnien brzegowych dla uktadu réwnar.
opisujgcych zginanie plyt plastycznych, znane sa zaledwie dla kilku szczegélnych
przypadkow. Istnieje wige potrzeba znalezienia metody otrzymywania rozwigzan
zupetnych lub przynajmniej nietrywialnej metody wyznaczania statycznie dopusz-
czalnych rozkladéw: sit- wewnetrznych oraz oszacowania obcigZenia granicznego-
od dolu. _

W niniejszej pracy przedstawimy calo$¢ zagadnien zginania plyt spetniajacych
warunek plastycznodci JoHANSENA. Wyprowadzimy zasady, ktérym podlegaja
pola sit i odksztalceni w stanie wyczerpania no$nosci ptyty. Na przykiadach pokazemy,
jak w oparcin o te zasady mozna budowaé rozwigzania zupelne. Po przedstawienin
ukladu réwnati rézniczkowych czastkowych, opisujacych problem, przeprowadzimy
dyskusj¢ typdw réwnari odpowiadajacych rozpatrywanemu warunkowi plastycz-
nofci. Okazuje sie, ze typ uldadu réwnan zginania plyt zaleZy tylko od warunku
plastycznosci [3]. I tak dla warunku plastycznosci nieliniowego wzgledem momentéw
glownych réwnania sy zawsze typu eliptycznego. Dla liniowych warunkéw wysta-
pi¢ moga wszystkie trzy typy: eliptyczny, paraboliczny i hiperboliczny. Konsekwen-
cje tego stwierdzenia_stanowia(_ gléwny przedmiot zainteresowania w tei pracy.
Szczegdlng uwage zw:ratc:aé:quzie'my na brzegowe warunki podparcia, a wige na.
okreslenie, jakiego typu réwnania opisujg stan naprezeit, wystepujacy wzdhuz brzegu.

Odrebng grupe zagadnied stanowia nieciagloécei, Przeprowadzimy wiec dyskusje
dopuszczalnych. nieciggloseisstatycznych i kinematycznych i ustalimy zasady budo-
wania nieciagtych pél:momientéw w. plytach. Przy wykorzystaniu zaproponowanej.
metody uzyskano szereg nowych rozwigzad. Przedstawiona metoda umozliwia
réwniez uzyskiwanie rozwigzaty statycznic dopuszczalnych. Pozwala to uzupehié
znane rozwigzania kinematyczie -oszdcowariami nosnoéci granicznej od dohu.
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2. ROWNANIA PODSTAWOWE

Rozpatrzymy izotropows idealnie sztywno-plastyczna plyte cienks, podlegajaca
warunkowi plastycznoéei najwigkszych momentéw gtéwnych i stowarzyszonemu
prawu plynigeia.

Niech H i I oznaczaja odpowiednio grubo$¢ plyty i dlugoéé odniesienia w plasz-
czy#nie plyty. Niech M, oznacza moment graniczny na jednostkg diugosci. Bezwy-
miarowe wspStrzedne (x, ), sity wewnetrzne g;, m;;, predkosé ugiecia w, predkosci
zmian krzywizny K;; i zewngtrzne obciaZenie skupione p defininjemy nastgpujaco:

X Y
¥=T YL
2.1) _{LQ_" _._LQ” _% m _il_’l " ﬂMx"
( . G MO, q,v'— MO ] iy, M() L] P MU El Xy M{) E)
. w . L’k ., L*k , Ik, P
W—H, Ky = H °® Ky = I Kyy™= H p—Mo,

gdzie duze litery oznaczajg odpowiednie wielkosci majace wymiar.

Uktad réwnan opisujacych plastyczne zginanie plyty stanowia réwnania réwno-
wagi, zwiazki kinematyczne, warunek plastycznodci oraz prawo plynigcia. Dla
przypadku plyt obcigzonych sitami skupionymi, ktére sa przedmiotem analizy
W ninigjszej pracy, réwnania réwnowagi maja postaé -

2.2) My Ty y=Ges Myt My = o x75,,=0

Predkosci zmian krzywizny powierzchni §rodkowej zdefiniowane sg nastgpujgco:
(23) 72:::: "‘“.’, XX ]%v: _1';;, yys ;;:xyz _23’1.",xya
a warunek plastycznosci najwigkszych momentéw gtéwnych
2.4) S, 2 =m,—m, m,tm,tm,—1=0
dla 0< m,+m,| < 2 przedstawia w przestrzeni momentow #,, wy, My, powierzchnig
sktadajaca sie z dwoch wspdlosiowych, przecinajacych si¢ stozkéw. Uktad réwnan
uzupelnia stowarzyszottie prawo plynigcia ‘

8 ) . g

pz=0.

W przypadku regularnych czgdel p0w1erzchm p]astycznosm tzn. taklch dla
ktérych w kazdym punkeie sktadowe wektora normalnego do powierzchni sg jedno-
znacznie okre§lone problem noénodci graniczne] plyty opisuje dziesig réwnai z dzie-
sigcioma niewiadomymi my;, ¢i, Kij w, (i, j=1, 2).

Dla punktéw osobliwych, gdy mechanizm zniszezenia nie jest jednoznacznie
okreslony, wraz z wicksza liczba réwnafi powierzehni plastycznosci, wzrasta liczba
niewiadomych mnoznikéw skalarnych g, tak Ze w rezultacie liczba réwnafi nadal
odpowiada liczbie niewiadomych.

Dla kompletnoéci wyktadu przeprowadzimy analiz¢ ukfadu réwnan (2.2) - (2.5)
podobnie jak to zrobit Hopce dla dowolnego warunku plastycznosei.
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2.1. Paraboliczne punkity powierzchni plastyczno$ci

Zajmiemy si¢ najpierw stanami naprezen i odksztalcen odpowiadajacymi regu-
larnym punktom powierzchni (2.4), tzn. powierzchniom stozkéw. Mamy do dyspo-
zycji uklad (2.2) - (2.5), zloiony z dziewigcin rdwnad rdzniczkowych i jednego
algebraicznego.

Bedziemy dazyé do takiego uproszezenia tego ukladu, aby analizujac jego réw-
nania mozna bylo wyciagna¢ wnioski odnosnie do pdl naprezen i predkosdci od-
ksztatcerr w plycie. W tym celu wyrazimy stan napreZefi i warunek plastycznosci
w zaleznosci od dwoch nastepujacych niczmiennikéw tensora momentéw:

ml—;—'mz iy, — My
R I e

gdzie m,, m, oznaczaja momenty gléwne. Warunek plastycznosdci mozna wowcezas
przedstawi¢ w postaci: :

@n - feyto+l,

Warunek ten przedstawiony jest na rys. L.

1™
p s ¥ P
8 1 A B
¢}
g5
b L d
-7 -5 g5 7 m;
-g51-
[N
(A -1 Ji] -
X
Rys. 1 Rys. 2

©Bez utraty ogdlnosci ograniczymy analizg tylko do standéw odpowiadajacych
bokowi AD kwadratu plastycznodci, tzn. gdy

(2.8) f=y—w+1.

Momenty giéwne i niezmienniki @ 1 v przyjmuja wtedy nastepujgce wartosci:
' - E 14+m n,—1

@9 . om=l, —l<m<l, =, p=—p

Aby pozbyc si¢ réwnania algebraicznego (2.4) zastosujemy nastepujace podstawienie:
2.10) my=w-+y cos 20, my=w—wcos28, m,,=wsin20,

gdzie # jest katem, jaki tworzy o x z dodatnim kierunkiem trajektorii momentu m,
(l'yS. 2). Ll . .
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Aby spelnié tozsamosciowo trzecie réwnanie réwnowagi (2.2), wprowadzamy
potencjal sit poprzecznych @:

(211) qx=@,w q,= _¢,xv

Podstawienie wyrazen (2.10) do pierwszych réwnan réwnowagi pozwala na wyeli-
minowanie réwnania algebraicznego. W wyniku tych operacji otrzymamy dwa
pastepujgce rownania opisujace stan réwnowagi plyty: ‘
@, (1—cos 20)~2y8 , sin 20+ , sin 20+2y0, , cos 20=, ,,

2.12) .
o, sin 20+2w8 , cos20-+-w , (1 —cos 20y 20 ,sn 20=—&
Sa to dwa quasi-liniowe réwnania rézniczkowe czastkowe dla trzech niewiadomych
funkcji w, 8, @. Uklad ten nie moze by¢ rozwiazany bez uzupelnienia go réwnaniami
kinematycznymi.

Przeanalizujemy teraz zwiazki (2.3) i (2.5) opisujqce kinematyke plyty. W tym
celu przyréwnajmy (2.3) do (2.5); wykorzystujgc (2.8) i (2.10), otrzymamy

(2.13) 20 o=p(1-cos 260), 2w ,,=p (1-+c0s20), 2w = — 1 sin 20.

Sa to trzy réwnania rézniczkowe z trzema niewiadomymi w, 8, 1. Stad wniosek,
7e kinematyke plyty mozemy rozwazaé niezaleznie od réwnaf statyki.

Zbadajmy, jakiego rodzaju powierzchni¢ opisuja réwnania (2.13). Poniewaz
wyznacznik drugiej formy podstawowej przyjmuje warto$¢ zera

(214) ";’, xx ]’.V, y.y"‘M-’, xyzO,

przeto powierzchnia ugigcia opisana przez (2.13) jest powierzchnia rozwijalna.
Odnoszac réwnania (2.13) do ukladu stycznego do trajektorii momentéw gléwnych
p, 0 otrzymujemy zwiazki

(2.15) W o0=0, W ,,=0=w=a(@)p+b(H),

ktére oznaczaja, ze kierunki krzywizn gléwnych pokrywaja sig z kierunkami mo-
mentéw gléwnych, a predkodé ugigeia zmienia si¢ liniowo wzglgdem p wzdluz tra-
jektorii momentu m,=m,. Symbole a(f) i b(f) w réwnaniach (2.15) oznaczaja
funkcje, ktére wyznacza si¢ z warunkéw brzegowych konkretnego zadania, Pred-
koéci zmian krzywizny przyjmujg odpowiednio wartosei:

(2.16) Bo=ig=—p, Ro=1,=0, K,p=0.

Powyiej przeprowadziliémy analize powierzchni ugiecia. Dlatego moZzemy
wyeliminowa¢ ugiecie w z réwnan (2. 13) i rozpatrywac nktad dwoch rownan, Przy-
réwnujac trzecie pochodne mieszane W, = =W 1 W ppr= =W, 4y Otrzymujemy

—0 . 2sin 20+4 , (1--cos 20) +20 , cos 20+ 4, ,sin 20=0,

2.17)
20 , cos 260+ A, . sin 20-1-26 , sin 26-+4 , (1 —cos 20)=0,

gdzie A=1In p.
Tymi réwnaniami nzupelniamy uklad réwnan (2.12).
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Roéwnania (2.12) 1 (2.17) stanowia uklad czterech quasi-liniowych réwnan
rdzniczkowych czastkowych pierwszego rzedu z czterema niewiadomymi funkcjami
@, 0, D1 A. Dla jasnoci wykladu i dalszej dyskusji przytoczymy analize réwnan
tego ukladu. Aby poprawnic postawi¢ zadanic brzegowe dla ukiadu réwnan réz-
niczkowych, trzeba znaé jego typ. W tym celu obliceymy wyznacznik charakte-
rystyczny rdwnant {2.12), (2.17) odniesionych dla uproszezenia do trajektorii momen-
tow gléwnych, Otrzymujemy

0 —2wl -1 0 '
(2.18) =14
0 2 0 —24
: 0 =23 0 o
gdzie' A=dy/dx, w=w—1.

Roéwnanie charakterystyczne A*=0 wskazuje na to, 7e uklad (2.12), (2.17) jest
typu parabolicznego o poczwornej charakterystyce; kierunek charakterystyczny
jest nastepujacy:

2.19 Ir =g f.
Zatem charakterystyki uktadu sa zarazem trajektoriami momentu gléwnego 1 krzy-
wizny gléwnej,

Po odpowiednich przeksztalceniach uklad (2.12), (2.17) mozna sprowadzi¢ do
nastepujace] postaci:

@ .cos 8-++0 ,sin 6=0,

A ycos? 0+4 ,sinfcosf =—6 ,,

2.20) .
2w, c0s? 020 ,sindcos 4@ ,=C,,
2w . sinf cos 012w ,sin?04+-& ,=C,,
pgdzie
Cy =2yl . sin 20—2w0 , cos 28,
{2.21)

Cy= =20 , cos 20-2w8 ,sin28.

Z pierwszego z rownan (2.20) wynika, Ze df=0 wzdhuz charakterystyki, co oznacza,
e charakterystyki tworza rodzing prostych o réwnaniu

{2.22) g(x, vy, 8)=ycos @—xsin 0—C(#)=0,

gdzie C () jest dowolng funkcja 6. Jest to rodzina prostych, tworzacych powierzchnie
rozwijalng. Aby scatkowaé trzy pozostale réwnania, okre§limy ich prawe strony,
tzn, pochodne czastkowe funkcji 6. Do tego celu wykorzystamy réwnanie prostych
{2.22) i ich obwiednig. Wéwczas o

sin 6 cos &

223) g =y Y
( ) . & Y 8,0
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gdzie g o(x,y,8)=—ysinf—xcos-C'(f) i dla punkidw obwiedni rodziny
prostych (2.22) g ,(x, y, 6)=0.
Wzdluz charakterystyk (2.22) zachodza nastgpujace zwiazki:

di=0, dAd=—dx/g 40050,

(2.24) _
db=0, do=(C,+D,,)dxf2cos?8.

Poniewa? wiemy, Ze trajektorie momentu gléwnego m, pokrywaja si¢ z charakte-
rystykami ukladu (2.24) oraz przyjeliSmy moment gléwny m, za znany, przeto wy-
godnie jest wyrazi¢ catki uktadu (2.24) we wspétrzednych pokrywajacych sig z tra-
jektoriami momentéw gtéwnych m, =my i m,=m,. W tym celu przyjmiemy, Ze po-
czatek nowego ukiadu Wspélg‘zgdnybh 2,8 lezy na obwiedni rodziny trajektorii
prostych. Niech prosta trajektoria p, wychodzaca z tego punktu, pokrywa si¢ z osig x,
tzn. §=0, Przy oznaczeniach x=p, dx=dp, dy=p df pochodne potencjatu sity
poprzecznej w nowym ukladzie wynoszg

(2.25) ' D ,=P ., D ,=pD,.
Z-trzeciego rownania z (2.24) wynika, e potencjal sity poprzecznej
{2.26) & =4 (),

gdzie A (6) jest dowelna funkcia 0.
Ze wzordw (2.11) otrzymujemy rozkiad sil poprzecznych wzdhz klerunkow
gtownych:

A'(0)

2.27) qo= _@,pzon g = P

Aby otrzymaé skiadowe momentéw, cafkujemy ostatnie z réwnad (2.24). Naj-
pierw, wykorzystujac zwiazki (2.7), (2.21), (2. 23), (2.25) 1 (2.27), sprowadzamy je
do postaci

CO
(;.28) 2, T20=A4' 012,

a po scatkowaniu (2.28) otrzymujemy

(2:29) 2p=A" (9)+2+—~(-)

Stad dla rozpatrywanego stanu sit (2.9) @=(1-tm,)/2 tatwo otrzyma¢ rozklad mo-
mentow gldwnych:

(2.30) my=1, my=1+d (9)+-—Q

Funkcje 4 i B wyznaczamy z warunkow brzegowych. Wzory (2.27) i (2.30) okreslajg
pole sit wewnetrznych odwzorowane na boku 4D warunku plastycznosei. Dia po-
zostalych bokdw pole to okresla sig analogicznie, =
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Aby otrzymaé noénoéé graniczng obszaru o rozkladzie sit wg (2.27), (2.30),
nalezy scatkowaé réwnanie (2.27) okreslajace sile poprzeczna w tym obszarze —
wzdluz krzywoliniowe] trajektorii momentu my:

@31) = (-a)dse= | (—p())pﬂda FICARVICH)

291
2.2. Osobliwe punkty powierzchni plastycznosci

Rozpatrzmy teraz stany odpowiadajgce nieregularnym punktom powierzchni
plastycznosci (2.4), tzn. wierzchotkom stozkéw i krawedzi przecigeia sig tych stoz-
kéw. Na przekroju powierzchni plastycznodci (2.4) plaszezyzna my,,=0 (rys. 1)
wierzchotkom odpowiadajg naroza 4 i C. Krawedzi przecigeia stozkow odpowia-
dajq punkty B i D, W punktach tych w=w, i @=w, sa ustalone. Wobec tego réw-
nania réwnowagi (2.12) przyjmujq nastf;pujch postac:

—2y0 8 . 8in 2042w, 8 ,cos 20— @ =0,

(2.32) .
2o 0, . 008 20+ 2pr5 0, 8in 204+-P =0

Latwo zauwaly¢, ze w tym przypadku zagadnienia statyki moina rozwaiac nie-
zaleznie od kinematyki. Typ ukiadu (2.32) okre§la wyznacznik charakterystyczny

cos 260+2sin20 1 i

2.33 2
233) Vo Ism29 Acos 268 ?L|

Zachodzg dwa nastepujace. przypadki:
Przypadek izotropowego. zginania, jesh y, =0 (punkty 4 i C na rys. 1). Kierunki
charakterystyk sa wtedy nicokres§lone. Stan momentéw opisany jest przez réwnania

(2.34) S mmmy=1,  my,=0,
a réwnania réwnowagi (2.2) wskazujg, ze

(2.35) - - o dx=g=0.
Stad wniosek, Ze obszary izotropowe poddane sg ‘czystemu zginaniu i nie wplywaja
na nosnosé konstrukcp Pole pr@dkosc; zmiany krzywizny ma wowcezas nastgpujgce
sktadowe:
(2.36) Ki=fi, K= fis.

W drugim przypadku, jesli yo+ 0 (punkty Bi D na rys. 1), uklad (2.33) jest zawsze:
hiperboliczny o kierunkach charakierystycznych

(2.37) AI:d—=tg 8, i= 7 —ctg 8,

tzn, 7e sg fo takze klerunkl trajektorii momentow gldwnych, Poniewaz dla WO#O
w=1_, przeto T _ : SR

(2.38) my=—m,=+1,
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Réwnania (2.32) odniesione do ukdadu charakierystyk okreslajg zmiang sit poprzecz-
nych wzdtuz trajektorii momentow gléwnych nastepujgco::
{2.39) q1=i“2—, qz~+~2~
Pz P
edzie py,p, sa odpowiednio promieniami krzywizn trajéktorii w1y, ;.
Noéno$é graniczna obszaru hiperbolicznego jest okreslona przez catke krzywoli-
niowa

5 62
2.40) p=[ (g2 dsi=2 [ da0=2,~9).
[¢] . a8,

Warto zauwazyé, Ze obciazenie graniczne nie zalezy od faktycznego ksztaltu siatki
charakterystyk.
Wréémy do réwnan (2.32). Przyporzadkujmy

{2.41) wo ik, @Perp, OBy,

gdzie k jest granicznym napr¢Zeniem $cinajacym, p ciénieniem hydrostatycznym,
a f=p. Okazuje si¢, ze réwnania (2.32) maja posta identyczng z réwnaniami opi-
sujacymi stan naprezef w plaskim stanie odksztatcen. Dla @=10 ze wzordw transfor-
macyjnych (2.10) wynika, e m,= —m,. Stosujac dalej transformacig

{(2.42) Bl =, ATy, Mgy €30, =0y, P,

gdzie (o, 6,, 7,,) s8 skladowymi tensora napreZen, mozemy stan momentéw w plycie
interpretowaé jako stan naprezed w plaskim stanie odksztatcenia.

Na analogie te pierwsi zwrdcili uwage ESTRIN [2] i NieLseN [10], 2 ostatnio rozwa-
7al ja CoLums [1]. Jej znajomo$é pozwala na wykorzystanie wielu rozwiazan za-
gadnied brzegowych plaskiego plyniecia w teoril zginanych plyt plastycznych.
Nalezy jednak zwrdcié uwage na to, Ze rozwigzania otrzymane przy zastosowaniu
tej analogii dotycza plyt obcigzonych ukladami sit skupionych, parami przeciwnie
skierowanych i dlatego nie maja wigkszego znaczenia praktycznego.

Przeidimy do opisania kinematyki dla stanéw odpowiadajgcych krawedzi
przecigeia stozkéw plastycznosei. Stowarzyszone prawo plyni¢cia przyjmuje wéwczas
postaé

ofy P

'2.43 - j, f== .
(2.43) =fy amUJrﬂz o, Lj=xy

Wrykorzystujac (2.13) i (2.43) otrzymujemy trzy réwnania okredlajace wielkosci
kinematyczne:

215;, v = fig (1 —cos 26) 415 (—1—cos 26),
{2.44) 2w, 4y =t (1--c08 20)+ j1, (— 1-+-cos 26),
2";". o= — (1 +pz) sin 20.
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Wyeliminowanie czynnikéw u, i p, daje réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu
dla predkosci ugieé:

(2.45) W, xx— 2W, xp CtE 20—, =0

Latwo wykazaé, ze réwnanie to jest hiperboliczne o charakterystykach (2.37).
Odnoszac (2.44) do ukladu wspdtrzednych p, 6, pokrywajacych sig z trajektoria-
mi momentéw gldwnych, otrzymujemy predkoscei zmian krzywizn glownych:

(2‘46) x.ﬂ=";:1=+”1 ] }&p'—“—"‘]‘?2=_ﬂ29 ].699:0.

Stad wniosek, Ze trajektorie momentéw giéwnych i krzywizn pokrywajg sie takze
dla punktéw nieregularnych powierzchni plastycznosci.

3. WARUNKI BRZEGOWE

Aby prawidtowo postawi¢ problem brzegowy, trzeba znaé typ réwnaf opisujg-
cych zginanie w strefle przylegajacej do brzegu. Warunki brzegowe dla plyt podle-
gajacych warunkowi plastycznosei Treski byly szczegdlowo badane przez SCHUMAN-
NA [17]. Dla warunku kwadratowego i dla brzegu swobodnie podpartego podane
byly w pracach [15,9]. Dla kompletnosci wykladu przytoczymy krétko dyskusje
warunkow brzegowych dla najezgsciej spotykanych sposobéw podparé plyt. Za-
16zmy bez zmniejszenia ogdlnosci, Zze w strefie plastycznej przylegajacej do brzegu
moment giéwny m; =1, a drugi moment gléwny zmienia si¢ w przedziale |m,! <1.
Sity wewngtrzne na brzegu wyraZone przez ich wartofci gléwne maja wtedy postaé

m,=my sin® f-}-m, cos? f=sin? f-+m, cos® f,
(3.h s = (1, — ) sin fcos f=(m,— 1) sin fcos f,

In=11 Sinﬁ‘l“]z COSﬂ,

gdzie f jest katem, jaki trajektoria drugiege momentu glownego tworzy z ze-
wngtrzng normalng do brzegu n (rys. 2). :

1. Brzeg swobodnie podparty. Brzeg swobodnie podparty naklada nastepujace
warunki na ugigcie 1 skladowa normalng momentu:

(3.2) o m,=0, w=0,

Aby spelnione bylo pierwsze wymaganie (3.2) przy uwzglednieniu (3.1), momenty
gléwne musza mie¢ rézne znaki. A zatem brzeg swobodnie podparty nie moze
leze¢ w obszarze izotropowym. Jesli zalozyé, Ze rozwazany brzeg znajduje si¢ w stre-
fie parabolicznej, to z (3.1) i z warunku znikania momentu normainego otrzy-
mujemy wzdluz brzegu

(3.3) o omy=—tg?fl, dla |fl<

W szczegdlnym 'przypad'ku gdy kat f=0, brzeg jest trajektoria momentu my.
Dla |f]==/4 brzeg swobodnie podparty przechodzi do strefy hiperboliczne;. Stany
dla {f]>n/4 sa niedopuszczalne ze wzgledu na warunek |m,|< 1.

Rozprawy InZynierskie — 9
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2. Brzeg wolny. Na brzegu wolnym spelnione byé muszg nastqpujace dwa wa-

runki:
Mty

3.4 m,=0, q,.+—as——0.
7z warunku zmkama momentu normalnego, analogicznie do przypadku brzcgu SWO-
bodnie podpartego, wynika, Ze strefa izotropowa nie moze przylegaC do brzegu
wolnego. Jezeli zalozyé, ze brzeg nalezy do strefy parabolicznej, to z (3.4) i (3.1)
otrzymujemy nastgpujace wzory dla wielkosci sit ghéwnych wzdhuz brzegn:

(3.5 ) tg? ~_1 2% z

( . ) mZ_mgﬁ5 q,zHMCOSsﬁ_ 3.5" !ﬁ|<4-

Jezeli || = /4, to brzeg wolny przechodzi do strefy hiperbolicznej; wtedy na brzegu
(36) mns=_1 » 4= —4qz,

a to oznacza, ze promienie krzywizn charakterystyk obu rodzin sg sobie rowne:
P1=p2

© 3. Brzeg utwierdzony. Na brzegu utwierdzonym wymagane jest spelnienie
nastgpujacych warunkéw

(3.7 W=0, W ,=0.
Krzywizna normalna zgodnie z prawem (2.5) wynosi
] . af
(3.8)‘ . Ky= =Wy = i o,
Catkujac (3.8) i przechodzac do granicy otrzymujemy na brzegu
ow . f af {0, u<oo,
(39 on mj,lilo # dn,, dn= niecigglo§é, u—o0,

Zaréwno w pierwszym jak i w drugim przypadku, tzn, gdy brzeg jest linig przegubdw
plastycznych, jest spelniony warunek
oW

(3.10) onds 0

Stad wniosek, Ze brzeg utwierdzony jest trajektoria krzywizny gléwnej, a zatem takze
momentu gldwnego:

(3.11} M, =0.

Aby zastapi¢ warunki kinematyczne (3.7) warankami statycznymi, przyjmijmy,
7e brzeg lezy w strefie hiperbolicznej; wowczas

(3.12) m,+m,=0, muy=1-—m.

Pierwszy ze zwigzkéw (3.12) jest niezmiennikiem tensora moment6w, drugi wynika
z pierwszego i z warunku plastycznosci (2.4). Korzystajac z (3.11) i (3.12) obliczamy
skladowe tensora momentu wzdluz brzegu utwierdzonego:

(3.13) mn=i15 ms=i1, mns=0'

'
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Ostatecznie, jesli-brzeg utwierdzony lezy w strefie hiperbolicznej, to jest trajektoria
jednego z momentéw giéwnych. Ponadto, jeSli wzdhuz brzegu nie tworzy sie linia
przegubdw plastycznych, to brzeg nie odksztalca si¢ plastycznie. Z zatoZenia, Ze
brzeg lezy w polu parabolicznym, nie otrzymujemy statycznych warunkéw brzego-
wych..

4, NIECIAGEOSCI

Jak wykazano w poprzednich punktach réwnania zginania plyt podlegajacych
warunkowi plastycznosci (2.4) sa paraboliczne lub hiperboliczne. Zatem wzdtuz
charakterystyk tych réwnan mozna laczyé analitycznie rézne rozwigzania. Okazuje
si¢, Ze poza nieciggtodciami pochodnych rozwigzania (slabe nieciaglodci), réwnania
zginania plyt dopuszczaja istnienie rozwigzan, w ktérych wzdiuz pewnych linii
doznaja skoku same funkcje poszukiwane, tzn. sa nieciagle skladowe pola sit 1 pred-
kosci odksztalceri (silne nieciaglodci). Badaniem nieciaglosci dla warunku Treski
zajmowal si¢’ Hopkins [5]. Dla warunku (2.4) nieciaglodci sit wewngtrznych poprzez
proste charakterystyki zostaty okrelone w [15]. Aby zebraé caloéé zagadnien do-
tyczgcych dopuszezalnych nieciaglo$el przytoczymy tu wzory wyprowadzone w (157
oraz okre$limy ntecigglosci skfadowych pola osksztalcesi i zbadamy warunki nie-
ciggloéci na linii nie bedacej charakierystyka.

Niech I' oznacza linig niecigglodci, wzdluz ktérej stykaja sic dwa obszary G*
i G~. Niecigglod¢ pewnej wielkosci na linii I" okreélamy nastgpujaco:

@n . F=Ft-F-.

" Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy I” jest charakterystyka pokrywajaca sig
z trajektoria momentu m, i trajektoria krzywizny x,. Poniewaz moment normalny
m,, sita poprzéczna g, oraz skladowa predkosci zmiany krzywizny x, musza byé
ciagle na linii niecigglosci, to nieciagle moga byé tylko skladowe sil m,=m,, q.=q,
i skladowa predkosci odksztatcen x,=r,.

Korzystajge ze wzordw (2.27), (2.30), (2.34), (2.35), (2.38), (2.39) na sity we-
wngtrzne i ze wzoréw (2.16), (2.36), (2.46) okreslajacych skladowe tensora zmian
krzywizny w poszczegélnych strefach, mozna wyznaczyé wielkosci dopuszezalnych
silnych niecigglo$ci na charakterystykach.

W przypadku stykania si¢ stref parabolicznych o réznych rozwiazaniach anali-
tycznych dopuszezalne skoki wynosza:

1 1 .
(4.2) . [m2}=.EA'(9)}+; (B, lg.] = [47,  [x]=[u]
Na linii taczacej obszary paraboliczny z izotropowym moga wystapié nastepujace
niecigglofci: B :
S R ’ B 1 , . . .
(4.3) [m;]=—4 0 [q.1= —?A s [edl=py—pe,

gdzie funkeje A i B okreslone sa przez rozwiazanie dotyczace obszaru parabolicznego.
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Nieciagloéci na granicy obszaru parabolicznego i hiperbolicznego wynosza
@y e —2mA =, QLAY e

Skoki na granicy obszaréw iZotropowego i hiperbolicznego sa nastgpujgoe:
4.5) [m]=-2, [ql= “%, K1 1= — 1l

Skoki na charakterystyce taczacej dwa obszary hiperboliczne wynosza
(4.6) [m,]=1[g.1=0, [’.CA} =[],

a wiec wzdhiz charakterystyki obszaru hiperbolicznego nie moga powstaé nieciggto-
gci sit wewnetrznych. Ze wzordw (2.34), (2.35) i (2.36) wynika, 7ze w obszarze izotro-
powym nie mogg pojawié sig nieciggloéci sktadowych sil wewnetrznych 1 zmian
krzywizny. Dla rozwazanych w niniejszej pracy plyt obcigzonych sitami skupionymi,
p=0 lezy w obszarze plyty, zatem aby we wzorach (4.2) — (4.4) skok momentu m,
byt ograniczony, nalezy we wzorze (4.2) przyja¢ [B(0)]=0, a we wzorach (4.3)
i 44 —B(@=0. :

Nietrudno zauwazyé, ze charakterystyki, wzdiuz ktérych powstaja silne nie-
clagloéci momentéw, musza byé liniami prostymi.

Zbadajmy teraz, czy moga powstaé silne nieciaggloéci w strefie hiperboliczne]
na linii nie bedgeej charakterystyka. Jezeli taka linig nieciagiodci bgdziemy traktowad
jako linig brzegowa nieskoficzenie waskiego pasma plytowego, to teoria plyt Kirch-
hoffa naklada na réwnania sit wewngtrznych
nastepujace warunki ciaglodci:

8mns
(4'7) [mn] =0 s [q:x +E-"] = .0..

Drugi z warunkéw (4.7) mozna wyrazié, wy-
korzystujac (2.11), nastgpujaco:

?"S

P on
(4.8) ["8?+ o5 ]: 0= [P+m,,]=C=const.

Poniewaz potencjat sity poprzecznej P jest
okreflony z dokladnofcia do stalej, mozna
wiec przyjaé, ze C=0.

Aby wyprowadzi¢ warunki geometryczne, jakie ma spetnia¢ linia nieciagtosei,
zalozmy dla ustalenia uwagi, ze po obu stronach m; = —m,=1. Trajektoric mo-
mentéw dochodza do linii nicciagloscl tak jak pokazano na rys. 3. Ze wzorow
transformacyjnych otrzymamy skladowe tensora momentéw 1 wektora sil poprzecz-
nych w odniesieniu do uktadu », s zwigzanego z linig I'; dla obszaru G~

m, = —Cos 28—, m,=cos2f”, m,=sinlf”,
(4.9) L
T q, =g sin f~+g; cos f”.
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Kat -, liczony w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara od normalnej »
do I” deo trajektforii momentu m,, nwazamy za dodatni.

Wstawiajac §+ na miejsce f~ otrzymuje si¢ wzory dla G*. Z pierwszego warun-
ku (4.7) otrzymujemy dwa przypadki zaleznosci f~ od f*:

(4.10) f-=pt+kn, pf=—-f*+kn, k=123, ...

Pierwsza z nich oznacza, Ze nieciagglos¢ nie pojawia sig. Z drugiej wynika, Ze linia
niecigglosci jest dwusieczna kata pomigdzy trajektoriami tego samego znaku. Dla
przypadku k=0 mamy '

(4.11) Br=-p*.

Z warunku cigglosci reakcji (4.7) i przy uwzglednienin (4.9), {4.11) i (2.39) ofrzy-
mujemy réwnanie, ktére powinno by¢ spelnione na liniach niecigglodei:

' . 11 1 1 ap-
4.12) —(.’+) sinﬁ“Jr(_-") cos f~—2¢cos 2fi~ ——— =10,

: Po P;.r /1 P—1l_ Z ds
gdzie py, p, sa promieniami krzywizn trajektorii momentéw gléwnych, Réwnanie
to w przypadku prostoliniowych charakterystyk jest spelnione dia f~=const,
tzn. linia nieciaglosci jest prosta.

Zastanowmy si¢ teraz, czy nieciaglosci kinematyczne moga wystapié na linii
niecigglosci (4.12). W tym celu napiszemy skladowe tensora zmiany krzywizny po
obu stronach I'. Uwzgledniajac w (2.43) zwiazki (4.11) i (4.9) otrzymujemy

(4.13) l;"n = pty (— M+ 1)+ po (—m,— Dy= —cos 287 (g3 + pa)+(pts — f2)-
Z wymagania ciaglosci predkoscei zmiany krzywizn &, i %,, wynika, Ze
w14 —c08 287 (= pf —pF 7 Hu) (= i b p +uf - #7) =0,
' # - pd A+ py - ps =0

Poniewaz g jest nieujemne, to musi zachodzié
(4.15) - = pf=pi=p;=0 na TI.
Oznacza to, Zze gdy f~#0,
(4.16) . [%,]=0.
Z (4.16) wy_r_l_ik_a, Ze na linii (4.12) nie moga pojawic si¢ nieciaglo$ei sktadowych pola
predkosei odksztalcen, a ponadto, poniewa? zachodzi (4.15), linia ta nie doznaje
odksztatcer. ‘
Nleciqglosa W hlperbohcznym polu odksztalcen moga zatem wystgpowaé tylko

wzdhiz charakterystyk tzn. gdy f~=01ub n/2. Dla ﬁ =0z warunku [rc,] = [#us] =0
otrzymlqemy

(4.17) =t
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i skok sktadowej normalnej krzywizny

(4.18) _ [FCu =2 [p2);
dla g===/2

Jedli p->o0, to wzdhuz charakterystyki taczacej obszary réznych typow powstanie
linia nieciagloci’ pochodnej [dw/on}s£0, czyli linia przegubdéw plastycznych. Poza
liniami charakterystycznymi nieciaglo§ci kinematycznych byé nie moze.

5. OBSZARY PARABOLICZNE

Pola sit wewnetrznych, odpowiadajgce regularnym czefciom powierzchni pla-
stycznosci (2.4), oraz stowarzyszone z nimi pola predkosci ugieé opisuje uklad
réwnatt typu parabolicznego (2.20). Takie obszary, w ktérych poszukiwane funkcje
okreslone sa przez réwnania paraboliczne, bedziemy dalej nazywali obszarami
pa.raboliczﬁymi Catkujac réwnania (2.20), odniesione do ukladu trajektorii glow-
nych p, 8, otrzymahsmy nastepuigce wzory okreflajace rozklad s1l wewngtrznych
w polu parabohcznym

B(0) A ()

5.1 “mp=1, g,=0, m,=1+4+4" (9)+#_“' q,= FE

w ktérych funkcje A’ (¢) i B () wyznacza sig z warunkéw brzegowych. PoniewaZ
w przypadkn obcigzen o postaci sit skupionych trajektorie momentu giéwnego
rozchodza si¢ promieniécie od punktu przyloZenia sity, to obwiednia charakterystyk
(2.22) redukuje si¢ do punktu, tzn. p=0 lezy w obszarze ptyty. Wéwczas gdy p=0
|, <1, to-

(5.2) B(@&=0.

Funkcje A’ (0) wyznaczamy z warunkéw brzegowych. Jezeli brzeg plyty opiszemy
réwnaniem p=p (() w biegunowym ukladzie wspdlrzgdnych p, 8 i o poczatku
w punkcie przylozenia sily, to dla brzegu swobodnie podpartego zachodzi impli-
kacia

5.3 p=p@), my=—tg? A’ @)=~ (U118 B, IPI<

gdzie kat £ (pomlqdzy trajektoria momentu m, i normalng do brzegu) zalezy od
kata 8.

- W kazdym konkretnym zadaniu trzeba t¢ zalezno¢ wyznaczyé. W przypadku
brzegu wolnego plyty obcigZonej sita skupiong mamy trzy warunki do spelitienia,
a do wyznaczenia tylko dwie funkcje A’ (6) i B (9), stad wnioskujemy, 7e brzeg wolny
plyty obcigzonej sita skupiong nie moze leZe¢ w polu parabolicznym. Dlatego dalej
zajmiemy sig tylko plytami swobodnie podpartymi.
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Pole sit w strefie parabolicznej ograniczonej brzegiem- swobodnie podpartym
po wprowadzenin (5.2) i (5.3) do (5.1) przyjmuje postac

(5.4) me=1, @=0, m,= —tg* B, 4= _; (1+-tg? )G)

Nosnoéé graniczna zgodnie z (2.31) wynosi
[: Y 8,
(5.5 p=[ —4'@do= [ (1+1g*(B(®) a0,
’ LA 51

gdzie 6,, 8, sa katami, ktore okreélaja graniczne charakterystyki pola.

Zatoimy, ze w calej plycie zrealizuje si¢ paraboliczny stan naprezen. Takie pole
moze byé opisane jednym rozwigzaniem (5.4) w przypadku brzegu cigglego lub
kilkoma w przypadku brzegu ciaplego odcinkami. Na charakterystykach laczacych
dwa pola powstaja nieciggtodci wg (4.2), ktore przy wykorzystaniu. (5.2) i (5.3)
Wynosza '

(5.6) [m,l=p lg,]=tg® B~ —tg" B*.
Przyktadami moga byé dowolne plyty swobodnie podparte obcigzone jedna s1lq

skupiong. Jedynym ograniczeniem na ksztalt plyty i migjsce przylozenia sily jest
wymaganie, aby

: Vs
(5.7 Bl<
Taki warunek spetniaja wszystkie wiclokaty opisane na okrggu i obcigZone sila
w $rodku [9, 10 i 11].
Aby rozwigzaé konkretng plyte, wystarczy wyznaczy¢ funkcje f=p (6), spraw-

dzié warunek (5.7) i podstawi¢ znalezione funkcje do wzoréw (5.4), (5.5) i (5.6).
Ten spos6b postepowania zilustrujemy na kilku przyktadach.

5.1. Plyta szefciokqina

Zalézmy, 7e w calej plycie realizuje si¢ pole paraboliczne o réznych anali-
tycznie rozwiazaniach w czeci 1 i 2. SprawdZmy, czy wszystkic warunki po-
prawnoéci rozwiazania sa przy tym zaloZzeniu spelnione. Zgodnie z nakreSlonym
we wstepie tokiem, postgpowania okre§limy funkcje f=p(f), odpowiednio -dla
cz. 11 2:

58  Bu=0, Be=g b

Po wprowadzeniu funkeji (5.8) do (5.4) otrzymamy pole sit wewngtrznych oplsane
nastepujacyemi wzorami:

w czesel 1 _
(59) m6=15 49.:0: m,o=_tg2 9_1! pqltJ:_I""tgz 81;

w czescl 2

T M
(5.10) my=1, gy=0, mp=—tg2(7—oc—92), pqp=—(1+tg2(?—a—ez)).
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Niecigglodei na liniach OK i OM taczacych obszary 11 2 zgodnie z (5.6) bedg naste-

pujace:
| -te? T _ dtga <2

(5.10) [mp]ox=p{qp]»—-—( tg (4 m))w- [Ftgn <27

mydom=p [4,1=0.

Nosnos¢ poszezegdlnych czesci wynosi

w4
pi= [ (+tg?0)do=1,

0

(5.12)

3 i (T 7
pz—(! (H—tg (—j——f)—oc))df-?:(ctgoc—ctg(T—oc)).

Calkowita no§no§é graniczna plyty jest suma obcigzeri przenoszonych przez posz-
czegolne czesel:

' m
(5.13) p=4(p:+p)=4 (H—Ctgm—-ctg (OﬁLT)) .
P p=P My
i
&
K K
e /______"_4 \\ 8
// 4 &, \\ n —_'—_—'ZS‘]'
~ // 2 1 % ]32 2 A
Rl T N M
r\\ = y
N\ 2 2 / 4
- N\ 1 7 i
3 #
YT z ‘
z Ry -
R L L a5 &¢° 67°30° 75 of

Rys. 4 : Rys. 5

Jak widaé obcigzenic graniczne zalezy od wielkosci kata «. Ze wzgledu na wa-
runek (5.7) rozwiazanie jest poprawne dla m/4 <o <n/2. Funkejg¢ p (x) podano
na wykresie (rys. 5).

Pole predkosei ugied ograniczone jest ostroshupem o wierzcholku w punkcie
zaszczepienia sily skupionej. Odksztalcenia plastyczne koncentruja sig wzdhuz kra-
wedzi ostrostupa. Na liniach OK i OM powstaja nieciaglosci éw/dn o nastepu-
jacych skokach:

[3»17] 1 1 3 tgo
ox LY2 L]/Etg(%wLoc) LV2 Q+tge)’

on
(5.14)

au}]_ 2
_{%ém_La+@@'
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Poniewaz poza odksztalceniami skoncentrowanymi w przegubach inne od-
ksztalcenia plastyczne nie powstaja, przeto noénoéé graniczna obliczona metoda’
linii zalomow przyjmuje takze warto$é (5.13). Latwo to sprawdzi¢ piszac rowname
bilansu mocy sit wewnqtrznych i obciazenia zewngtrznego.

5.2, Plyta z brzegami krzywoliniowymi

Tak jak w przykiadzie 5.1 zatozymy, 7e w calej plycie mamy paraboliczne pole
sit i predkodei odksztalcert, okreélone przez funkcje w czosciach A0B i 40D.

- W czgdel AOB kat =0, a sily wewngtrzne i obeiaZenie przenoszone przez te
czg$¢ opisane sa takimi samymi funkcjami jak dla czeéci 1 plyty przedstawionej
w przykiadzie 5.1. .

Czgé¢ AOD  ograniczona  jest
brzegiem o réwnaniu

(5.15) p(H=&;cosf+
+V 2 cos? 04 2(1- &),

a katy fi 6 zwiazane sa ze soba
nastgpujgcym zwigzkiem:

&y sind
VE2cos?0+2(1 —&p)

(5.16) tgf=

przy czym warunek |f] <m/4 naklada nastepujace ograniczenia na geometryczne
parametry plyty:

(5.17) ‘ 0<LO<

T
\Is “‘00<€0“-<~1-

Podstawiajac (5.16) do (5.4) 1 (5.3) otrzymujemy pole sit 1 obcigzenie przenoszone
przez obszar AQD:

B EZsin? 6
" 2cos?4-2(1-&,) °
G+H2(1-&y)
EZcos?04-2(1-¢,)°

]/“ & I
. Paop= ’1+2(I—fo) arclg — =

]/”‘2(1—«50)

Na linii 04 wystgpuje nieciaglosé m, i g,, ktérych skok wynosi

4(1-¢&)
4(1=&p)+&3 "

m,;:I, L]

(5.18) 7=0, Gp= —

(5.19) L Iml=plg)= -
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Nodnosé graniczna plyty okresla wzdr

& 1
(5.20)  p=2(paosgtPaon)=41 1+ ]/ I+ T—E,) arctg ]/_1_-'_:____

&
_ 2(1-&o)
Dia &y=11 dla &p— —o0, p=8; dla &;=0, p=4+n.

Pole predkodci ugied ograniczoné jest przez powierzchnig zlozona z dwdch
wycinkéw stozkéw polaczonych ze szlywnynn trojkatnymi platami wzd{uz przegu-
boéw OA.

Latwo spostrzec, ze w obu przykiadach plyty odpowiadajace granicznym wiel-
kodciom parametréw o i &, osiggaja te sama wartoéé nosnosci granicznej: p=8.
Dla wszystkich innych wartoéci o i & noéno§é graniczna odpowiednich phyt jest
maniejsza,

Wrydaje sig, Ze dla wytlumaczenia tego faktu mozna skorzystaé z dwdch naste-
pujgcych twierdzen [12]. S

1. Dodanie (ujecic) niewazkiego materialu nie prowadzi do obniZenia (zwicksze-
nia} intensywnodci obciazenia granicznego.

2. Zwigkszenie wymiardw ciala uzyskiwane przez przesuwanie unierucho-
mionych granic ciala na zewnatrz nie moze prowadzi¢ do zwickszenia obcigzenia
granicznego.

Przy zmianie ksztaltu plyty nakladajg na siebie dwa efekty: dodanie lub ujecie
materiaty i zwickszenie lub zmniejszenie dlugoci podparcia.

6. OBSZARY HIPERBOLICZNE

Takie obszary, w ktdrych skladowe sit wewnetrznych i predkoscei odksztalcen
opisuja réwnania typu hiperbolicznego (2.32) i (2.44), bedziemy dalej nazywali
obszarami lub polami hiperbolicznymi. Réwnania (2.32) maja taka sama postaé
jak réwnania dotyczace plaskiego stanu odksztalcenn. Na analogie t¢ zwrécili uwage
EstriN [2] i NieLsen [10], a ostatnio wykorzystali ja Jonnson [7] i CoLLimvs [1]
do budowania rozwigzaf dia plyt.

Okazuje sig, ze wiele rozwiazanych w plaskim stanie odksztalcen zadan, moZna,
stosujac odwzorowania (2.41), (2.42), przenies¢ do teorii zginania plyt. Np. kla-
syczne zadanie Prandtla wciskania sztywnego stempla w polprzestrzen moze byé
w teorii plyt interpretowane jakb rozwigzanie $ciste dla plyty poddanej réwnomiernie
roztozonemu skrecaniu wzdhiz odcinka brzegu [10, 7, 1]._Rozwiazaniem dotycza-
cym grubodciennej rury obcigZongj ciSniefiiem wewnetrznym mozna poshuzyé sig
przy budowaniu rozwigzania no$nodci granicznej dla skrecanej plyty piericieniowe;.

Z przytoczonych przykltaddw i z (2.41), (2.42) widad, ze w przypadku bezposred-
niego przenoszenia zagadnien sformutowanych w plaskim stanie odksztalcenia do
teorii plyt mamy do czynienia z obcigZzeniem w postaci momentu skrecajacego.
Plyty spetniajace kwadratowy warunek plastycznosei — to gldwnie plyty Zelbetowe
stosowane w budownictwie, gdzie przewaznie spotykamy si¢ z obcigzeniami poprzecz-
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nymi, Dlatego bezpoérednie korzystanie z rozwigzan dotyczqcych plask1ego stanu
odksztalcen ma niewielkie zastosowanie w praktyce

W p. 4 wykazano, Ze tak jak w plaskim stanie odksztalcenia, mozna rézne pola
hiperboliczne tgczy¢ ze sobg wzdtuz linii " dopuszczajgc niecigglosei (4.7). W szeze-
gélnym przypadku, gdy charakterystyki pdl laczonych sg prostymi, warunek
cigglosci reakeji (4.7) na linii (4.12) prowadzi do nastgpujacego warunku dla skoku
momentu skrgeajacego:

(6.1} [, ]=2sin 25~ =const.

Aby znale?¢ rozwigzanie dia plyty o okreflonym ksztalcie i obcigZzeniu w postaci
sit skupionych oraz przy zaloZeniu, ze w calej plycie zrealizuje si¢ pole hiperboliczne
o prostoliniowych charakterystykach, postepujémy wg nastepujacego schematn:
obleramy siatkg linii niecigglodei tak, aby wszystkie zbiegaly si¢ w punkcie przy-
lozenia sity. Miedzy nimi budujemy pola sit o takich kierunkach trajektorii momentdéw
gléwnych, aby byly spelnione warunki brzegowe oraz wymagania [m,]=0, [m,]=
=const na linii nieciaglo$ci. Noénobcia graniczna plyty o tak obranym polu jest
warto§¢ sumy wszystkich sit wezlowych powstajacych w punkcie przyloZenia sily;
Sity weztowe, ktdre powstajg w punktach przecigcia linii nieciggloéci z brzegiem;
traktujemy jako reakcje podpory. Przedstawiony powyiej sposéb postgpowania
zilustrujemy na kilku przykladach.

6.1., Plyta kwadratowa

Rozwazamy kwadratowa, swobodnie podparts plyte obciazona sita skupiong
w srodku. Zakiadamy, ze pole sit wewnetrznych sklada sie z obszaréw hiperbolicz-
nych o prostoliniowych trajektoriach
momentéw gldownych, a zatem zgodnie
z (2.38) i (2.39)

(6-2) i HT]_:I, mll:_]-s 41.29'2=0-

Uktad stref hiperbolicznych a, b o 162-
nych kierunkach trajektorii gtéwnych
oraz linie nieciaglo$ci AB 1 CD poka-
zane sg na rys. 7. Sprawdzimy, czy sa
spetnione warunki dopuszezalnogei tak
zatozonego pola. Poniewaz trajektorie
momentéw glownych dochodza do
brzegu pod katem f=mn/4, przeto warunck swobodnego podparcia jest automa-
tycznie speiniony. Wobec tego, 7e przyjete linie nieciaglosci sg dwusiecznymi katdw
utworzonych przez trajektorie tych samych momentow (tzn. f~=—f+=+=n/4
oraz m,,=2sin 2f=+2=const), to wymagania (4.7) i (6.1) sa takze spelnione.

Wzdtuz linii 4B i CD i wzdluz brzegdw dzialaja stale momenty skrgcajace,
a zatem w punkcie przecigcia tych-linii, w punktach przeci¢cia linii nieciaglodci
z brzegiem oraz w narozach plyty pdjawiaja si¢ sity"wezlowe. Przy znakach kata.
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przyjetych za dodatnie zgodnie z rys. 7 i przy wartofciach momentdw (4.9) — przy-
jete pole sit przenosi nastgpujace obcigZenie graniczne:

(6 3) . = [mns]OA+ [ ns}OB+ [ﬁ"li'w]oc‘jL [mns]ODa

w narozach za$ f, s, u, w oraz w punktach 4, B, Ci D sily wezlowe wywolujg nast@-
pujace reakcje:

(6'4) ‘Rl = 'RH = RS= R‘VE 23
gdzie Ro=m{—mi2=sin 28— (—sin 2§),
(6'.5) . RA=-RB,=RC=RD=_45

gdzie Rp=ml’—m>"+[m,,|po; za dodatnie uwazamy reakcje skierowane w doél.

JI.‘:

Z przedstawionym polem sit mozna stowarzyszy¢ mechanizm zniszczenia w posta-
ci ostrostupa. Powyzej opisane pole sit wewngtrznych zostalo otrzymane réwniez
w inny sposéb [18 i 9]. Dla plyty kwadratowej znane jest takze rozwigzanie, w kto-
rym momenty i sily poprzeczne zmieniaja si¢ wg zaleznodei (2.27) 1 (2.30). Oba ro-
dzaje pol realizujg sie w obszarach sztywnych przy tym samym mechanizmie -znisz-
czenia. Teoria nosnodei granicznej dopuszeza w takim przypadku niejednorodnoéé
pol naprezen.

6.2. Réwnoboczna plyta tréjkqtna obciqzona silg skupiong w srodku

Zalozmy, ze pole sit wewngtrznych skfada sig z szedciu stref hiperbolicznych
polaczonych ze sobg wzdluz linii nieciggloéci. Linie nieciaglo$ci pokrywajy sig ze
srodkowymi tréjkata. Kierunki trajektorii momentu gtéwnego m, oraz katy, pod
jakimi przecinajg brzegi linie nieciggtodci, sg pokazane
na rys. 8. Przy tak przyjetym ukladzie trajektorii mo-
mentéw glownych, tak jak w przyldadzie 6.1, warunek
swobodnego podparcia (3.2) oraz warunki (4.7) 1 (6.1)
na liniach niecigploéci sa speinione. Opisane pole sit
wewnetrznych przenosi nastgpujgce obcigZenie gra-
niczne;

(66) pP= 3 [mlls}0A+3 [nIns]()t = 9,

a w narozach A4, B, Ci w punktach u, s, ¢ sily weztowe
wywotlnia nastepujace reakcje:

(6.7) R =Rz=Rc=1,

gdzie R,=[m,]0+m2—m?

ns 2

(6.8) . R=R,=R,——4,

gdzie R,=[m,}o-}-m'?—m!2, przy czym dodatnie reakcje skierowane sa w dok
Poniewaz zgodnie z (4.15) linie nieciaglosci (4.12) nie odksztaleaja sie, przeto
z podanym polem statycznie dopuszezalnym nie mozna stowarzyszy¢ mechanizmu

zniszczenia. Warto§é p=9 jest dolng ocena nosnobci granicznej plyty réwnobocznej,
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Podana przez JOHANSENA [6] ocena gérna wynosi p,=6-+7a9,14. Rzeczywista
noénosé graniczna zawiera sie w nastepujacych granicach: - '

(6.9 . =0<p,<9,l4=p,.

- Traktujac plyte trojkatng i kwadratowy jako elementy powtarzalne, mozna
budowa¢ pola statycznie dopuszezalne dla plyt réimych ksztaltow, obcigzonych
ukladem sit skupionych. Brzegi, wzdtuz ktdrych taczy si¢ kolejne elementy, sg wtedy
liniami nieciaglosci (6.1).

7. LACZENIE OBSZAROW ROZNYCH TYPOW

Poniewaz réZne rozwiazania mozZna laczyé ze soba wzdiuz charakterystyk,
istnieje mozliwo$¢ budowania pdl wewngtrznych i odksztatcen za pomoca sktadania
obszarow odmiennych typéw. Postgpowanie nasze bedzie przewaznie polegato
na odpowiednim przyjectu typu pola sit w réznych czesciach plyty i na sprawdzeniu,
czy obrane pole spelnia wszystkic warunki poprawnodci rozwigzania. Czasem latwiej
jest dojs¢ do rozwigzania metoda odwrotna, cbierajac mechanizm ruchu i okregla-
jae stowarzyszone z nim pole sit. W przypadku plyt obcigzonych silami skupionymi
powierzchnia ugiecia jest w zasadzie
okreslona przez brzeg plyty i szybkosci
przemieszezefih w punktach przytozenia
sity.

Podamy kitka przyk{adow dla zilu-
strowania metody.

7.1. Plyta kolowa obciqzona trzema
rownymi silami

Zaldzmy, ze pole sit wewnetrznych
skiada sig z obszardw parabolicznych Rys. 8
a, b 1 pola izotropowego c. Nie znany
na razie kat ¢, okrelajacy potozenie stref a, b; ¢ wyznaczymy z warunkow zadania.
Wiemy, 2e z polami sil w obszarach parabolicznych zwiazane sq predkosci ugied,
ograniczone powierzchnig rozwijana, o tworzacych pokrywajacych si¢ z trajekto-
riami momentéw gtéwnych. Zatem aby wyznaczy¢ rozklad sit wewnetrznych w tych
obszarach, wystarczy okresli¢ réwnanie powierzchni rozwijalnej, przechodzacej przez
brzeg plyty i punkt zaczepienia sity. W ukladzie x, y powierzchnia odksztalcenia
w strefach parabolicznych powinna spelniaé warunki brzegowe: w strefie 4Q'B

w=0, x=cosf, y=sinf,
.1 L. ' '
’ w=w,, x=0, ry=eq,
w strefie 404

w=0,  x=cos, ~ y=sin g,

(7.2)

w=wg, x=0, =0,
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Cala. powierzchnia ugigeia dla plyty ograniczona jest wycinkami stozkdw 404
i AOQ' B polaczonych ze soba strefami izotropowymi O’ 40. Obszary O’ AQ po-
zostaja sziywne,

Ze wzgledu na symetrie dalej rozpé.trzymy ¢wiartke plyty. Réwnania charakte-
tystyk (tworzacych powierzchni) przy uwzglednieniu (7.1) i (7.2) w poszczegblnych
strefach sa nastepujace: ' .

_ sin.@ L
Yaron= g Fah 0<0<0,;
{7.3)
sin & i
Yaoa=_ g% Ggéﬂﬂj.

Funkeje okrelajace tg f przyjmuja postaé nastepujacy:
dla strefy. 40’ B ~ .
: o 8in & o sin @

(7.4) = as 0 Vi-arsnd
dla strefy 404

Podstawiajac (7.4) i (7.5) do (5.4) otrzymujemy wzory okreslajace pole sit w stre-
fach parabolicznych. W strefie 4O’ B

o? sin? Jb 1
TO M=l @=0 m= = aGE e BT (e )

w strefie 40A

(7.7 mp=1, go=0, m,=0, g,= _i;
w sirefie izotropowej natomiast

(7.8) my=my=1,  q,=q,=0.

Obciazenie zewnetrzne sklada sie z obciazesi przenoszonych przez poszezegdlne
obszary paraboliczne i zgodnie z (5.5) wynosi

Dy —— g+ Fo '
2 .
1 i 1 _ cosfy,
(7.9) Por=2 f It s’ @ @—]/I_az arctg (]/lm_mz e Bg—oc)
oraz. ° '
(78 .
(7.100 Po=4 [ d0=40,.
o}

Przyjelismy obcigzenie w postaci trzech réwnych sit skupionych, zatem z przy-
réwnania (7.9) do (7.10) otrzymamy wzér okreélajacy nieznany kgt rozwarcia strefy
parabolicznej 404:

cos 60)

1
7.1 e ——— N
(7.11) fo Ve arctg (]/1 2 Py
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Noénoéé graniczna plyty jest réwna
{7. 12) ' - p=126,.
Dla «=0 mamy #,=n/6ip= 27:, tzn. otrzymuje si¢ no$no$é ptyty okragiej, obcigzo-
nej sita skupiona w srodku Podane rozwiazanie jest poprawne przy ograniczeniu
(7.13) - |oe}s == l/—
ktore wyﬁika z warunku |f)| én/4.

7.2. Piyta prostbkqtna, obciqiona dwiema nierdwnymi *silami

Rozpatrzymy swobodnie podparty plyte obciaZona dwiema nieréwnymi sitami
przyloZzonymi w punktach O, i 0,. Zalozymy, 7e pole sit wewngtrznych sktada sig
z obszarow parabohcznych a o polu sit (5.4) i obszaru izotropowego b o polu sit

b
a ya - 5/5
15—t ,7
/
40
25} o

[N

Rys. 10

(2.34), (2.35). Ustalimy zalezno$é stosunku sit P,/P, od parametru s=S/L, ktory
okreéla polozenie obszaru izotropowego W plycie (rys. 10a). Przy tak przyjetym
polu sity P, i P, przyjmuja, zgodnie z (5.5), nastepujace wartodci:

i
arc tg Lks

P1=2(2+ f (l+tg201)d81)=5+s,
0 .

1-s
arc tg

poa(2e [T (0 doa) =5

4]

wg oznaczenh podanych na rysunku.

Wykres funkcfi o (s)=P,/P,=(5}s5)/(5—s) pokazany jest na tys. 10b. Pole
predkosci ugieé jest ograniczone wieloscianem w  ksztalcie pryzmy. Wzdiuz
AOQy, 0,0, i A0, powstaia przeguby plastyczne.

7.3. Plyta o niecigelych warunkach brzegowych

Tak jak we wszystkich poprzednio przytoczonych przykladach postgpowanie
nasze polega na zatoZeniu pola sit z podziatem na obszary réznych typdw i sprawdze-
niu poprawnoéci tego zalozenia. Wiemy, ze brzeg utwierdzony moze leze¢ w strefie
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hiperbolicznej. Wobee tego zaldzmy, Ze pole sit wewngtrznych dla plyty, ktérej
polowa pokazana jest na rys. 11, bedzie skladalo si¢ z izotropowej strefy (a), para-
bolicznych (b) i hiperbolicznych (c). Sity wewnetrzne w poszezegdlnych strefach

zgodnie z (2.34)—(2.35), (5. 4) {2.38)—

Ty i - (2.39) okreslajg wzory
\B ; dla strefy izotropowej
T X” "z (7.14)  me=my=1, q=¢,=0;
L ol .
. "2 dla strefy parabolicznej, gdy kat =0
a { {oznaczenia podanc sg na. rysunku)
A,Ag,,gg,___i B w113 mp=1, =0, m,=—1g*4,
X
a c ‘ 1 ‘ T
N ¢,=———(+tg? 8, 0<i<
/ / dla strefy hiperbolicznej
b A_,Afffﬁ,m_':
M S Y S (716) mp=1, my=—1, go=0,
Rys. 11 _ 2

Poniewaz brzeg utwierdzony jest trajektoria momentu mi,, przeto siatka tra-
jektorii momentéw gidownych w sirefie hiperbolicznej jest siatka biegunows. Nalezy
sprawdzi¢, czy warunki cigglosci m, i ¢, wzdhuz linii 1aczacych je sa spehnione.

Na linii WA laczace] obszar izotropowy z parabolicznym zgodnie z (4.7)
wystepuja niecigglodci o skokach

[mn]: [mG]WAmoa [q"]: [90]:0;
(7.17) i .
[mp]=—'tg2—4__1=_25 [Q'p:fﬁ"};

Na linii WB Iaczacej obszar paraboliczny z hiperbolicznym zgodnie z (4.3) skoki
53 nastgpujgee:

{mll] = [mﬂ] WwB= 03 [q»] = [gﬂ] =
(7.18)

1
[mlws= —1+18° fws=—1, lglws= H";

Obrane pole sit spelnia wigc warunki poprawnoéci rozwiazania.

Obcigzenie graniczne sklada sig z obciaZen przenoszonych przez poszezegdlne
obszary paraboliczne i hiperboliczne i zgodnie z (5.5} i (2.40) wynosi

(7.19) pw=2+2n,

Pole predkosci ugieé bedzie w czedei hiperbolicznej stozkiem, czgéé paraboliczna
za§ i izotropowa przesunie si¢ sztywno wraz z przegubem WW. .
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We wszystkich dotychezas przytoczonych przykladach zakladalismy, ze kazdy
punkt plyty, takie w czeSciach sztywnych, jest w stanie granicznym. Odejdziemy
teraz od tego zaloZenia. Najpierw okre§limy schemat zniszezenia i ustalimy typy ob-
szaréw w czgsciach odksztatcajacych sie plastycznie. Nastepnie zajmiemy sie szuka-
niem statycznie dopuszczalnych pdl sit wewnetrznych w pozostatych czeéciach plyty.

7.4, Plyta prostokqtna obciqiona dwiema réwnymi silami skupionymi

. Przyjmijmy, Ze pole predkosci ugieé jest ograniczone wycinkiem stozka WBB'
1 sztywnymi ptatami AWA' i AWB przesuwajacymi sig w dét wraz z dodatnim prze-
gubem WW. Przy takim schemacie zniszczenia wzdiuz BB’ powstanie zatom ujemny,
a wzdluz WB i WB' dodatni. . :

. . o . : A 1} d_‘,-m =1-23
4 " i‘/: B ”{_4 B0 - ? ) 2

o
L}

L

1 &

i e — -

|~ ; P+ iy =1~ 2
! -

ik | i

AR R $¢—mxy=0

I

| ~

l - —— e

[ 'Imey:?'ZBq

o T i
“a) rdwnowaga efementu w polulf
b) rownowaga elementu w polu I

“Rys. 12

Zaléimy, ze pole sit wewnetrznych sklada sie ze strefy izotropoWej AWA;,
w ktorej zgodnie z (2.34) 1 (2.35)

(7.20) my=my=1, g,=qg,=0
ze strefy parabolicznej A WB, dla ktérej f=6, i zgodnic z (5.4)

) 1
{7.21) me=1, g,=0, m,=—tg?8h, q‘,=—m~(1—|—tg29)‘

W cze_sm WBB’ zrealizuje sic pole hlperbohczne o biegunowej siatce tra_]ektoru
i zgodme z (2. 38)—(2 39
(722) mg'"-—"]., m_o:—l, QQ=0, qt,:__;.
Na liniach W4 i WB wystapia zgodnie z (4.3) i (4.4) nieciqgioéc; o skokach nasteg-
pujacych: 1 _
[m,]wa=—tg* 8,—1, [ dwa= ——(1-+1g? o),
(1.23) P

T
(7, ps=—14-tg* 4 =0, [glws=0.

Rozprawy InzZynierskle — 10
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Aby znaleZé funkeje okreflajacg pole sit poza tukiem BbhB’', wykorzystamy po-
dejscie CoLLinsa [1]. W pierwszym kroku CoLLINS przediuzyt pole (7.22) do linii
BC, ktora jest trajektoria momentu skrecajacego. Dla biegunowej siatki trajektorii
linia BC jest spiralg logarytmiczna o réwnaniu p, (§)=y/2e"/*~¢, Jedynymi sitami
wewngtrznymi dzialajacymi wzdhuz linii BC jest moment skrecajacy m,, i sita po-
przeczna g, Sile g, mozna zastapi¢ réwnowaznym jej statycznie momentem skr@-
cajacym rownym potencjalowi sit poprzecznych @.

Pole sit przedstawimy za pomoca funkcji. W obszarze 1 (rys. 12) przyjmujemy
pole sit wg (7.22) az do krzywej BC o postaci p, (9)=]/§e“/4-“. W, nastgpnym kroku
szukamy pola sil w obszarze I1. Zakladamy, 7 linia BC jest linig nieciagto$ci, wzdhuz
ktdrej musza by¢ spelnione warunki (4.7) i (4.8). Znajac pole sit w obszarze I,
wiec takZe momenty i sity dzialajace wzdhiz BC oraz wykorzystujac (4.7) i (4.8)
okreflimy, przy pewnych dodatkowych zalozeniach, warunki jakie powinno spel-
nia¢ pole sit II wezdhuz spirali BC. Z (4.9) wynika, ze wzdtuz krzywej BC dziataja
sity nastepujace: .

V2
(7.24) m=0, m =1 gq,=—-"—.
Po
Zeby okreslié zmiane potencjalu sily poprzecznej @ wzdhiz spirali, wykorzystamy
wzory (2.32). Réwnania (2.32) réwnowagi w polu hiperbolicznym, odniesione do
siatki trajektorii momentéw gtéwnych i scatkowane, przyimumja postaé

2yrg G- D =const wzdiuz trajektorii m,,
(7.25) . ..
2y §— @ =const wzdluz trajektorii m,.

Poniewaz trajektorie momentu m, sg prostymi, przeto z pierwszego z (7.25) wynika,
ze ®=const wzdtuz p. Z drugiego okreflamy funkcij¢ @ wzdhuz spirali, ktéra przy
zaloZeniu, 7e @ =0 wzdluz OC przyjmuje postaé

(7.26) P1=2y, 0,
gdzie dla pola (7.22) wo=—1.
Zalézmy, 7¢ w obszarze II momenty spelniaja warunek
(7.27) myl =m'=0,
W ten sposéb warunki swobodnego podparcia na brzcgach rownoleg%ych do osi
X i y sg spehione.

Aby warunek ciagloéci momentu normalnego na spirali byt spe}nlony, przyjmu-
jemy wzdluz BC

(7.28) my'=0,

a stad i z zatozenia (7.27) wynika, Ze

(7.29) my,=0, =0
wzdhiz BC.
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Z. warunku ciggloci [@+m,,]=0 znajdziemy
(7.30) _ D= _20-1 1,

Pole sit w obszarze Il musi spetnia¢ réwnania réwnowagi, ktére po wprowadze-
niu potencjatu i przy zalozeniu (7.27) przyjmuja posta¢
*m,, 02 @
= e S 0 , =3 O
dx dy dx dy
Nieskoniczenie maly element prostokatny jest w réwnowadze pod dzialaniem K=
=@+, =1-20, 1 y,=P—my,=1-208, (rys. 12a). Rozwiazujac dwa te réwnania
wzgledem @ i m,, otrzymujemy calki réwnan (7.31) spehniajace warunki (7.29)
i (7.30) wzdtuz spirali:
(7.32) My=0; ()=0, (1), D"=1-0, (x)—0; ().
Funkcje 0, () i €, (x) okre§lamy w nastepujacy sposib:

(7.31)

F(8,,y)=y—pysin @, =0, Ogglgx’
(7.33)
y A
G(BZJ x)=x_P0C0392:0, 0§92\<\—4_

Korzystajac z (2.11) 6Bliczamy sity -poprieczne w polu II:

u 0oV 90, (») ( F, )_ 1
BTy Ty T T\ F) T a8 Gind,—c0s 9
(7.34)
" ePrt a8, (x) G, 1 _
N G, po(0) (sin By +cos ;)
Normalna sita poprzeczna po obu stronach spirali jest nastepujaca:
V2
(7.35) ol
| 4, =5 cos (i+ a)+q“ sin (—”—+ 9)= vz
n x 4 ¥ a4 Po 4

a zatem sila poprzeczna poprzez linig BC jest ciagla. Spirala jest linia niecigglodei
tylko momentu skrgcajacego:

{7.36) S [#,]pc =const .
W punktach B i C po'v:vstajeg sity Wc.zlowe
(7.37) Ry=mli—ml =1, Re=mi—ml=1,

gdzie za dodatnie uwazamy sily skierowane w déb Skladowe tensora momentu
w polu II przyjmuja wartosci

(738) B mx=my:09 |mx:vi“-<- I<1 »
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a to oznacza, 2e powierzchnia plastycznofei (2.4) w Zzadnym punkcie pola BCH
ni¢ jest przekroczona. Tak opisane pole I ograniczone jest linig HC, wzdluz ktdrej
sity wynosza:

m=—6,(), ®U=1-0,(),
(7.39) y 1 L L 1

=000 Ginb—cos 8 P T p (@) Yae™

Nastepnie szukamy pola sit w obszarze III. Powtérzymy dla tego obszaru za-

lozenie (7.27). Réwnowage opisujg wiedy réwnania (7.31). Calki ich obliczymy
rozwigzujac dwa réwnania okreélajace efektywne momenty x, i y., dzialajace na
nieskoficzenie maly element w polu HI (rys. 12b). Wdwezas

1 1 1
(7.40) mi',,'=?—91 0, ¢'II%?_91 (», | .OQBIQZ.
Wymagania ciagtosci (4.7) i (4.8) przez HC sa spelnione, poniewaz
(7.41) [m]=[m]=0, [®+tm,]=0.
Sily poprzeczne w obszarze 11 zgodnie z (2.11) sa nastgpujace:
op™ o8, (y) 1
"oy T &y po(8) (sin 6, —cos 8’
(7.42)
ad
qy = ——--g‘:'_"“

Skok normalnej sity poprzecznej na HC jest rowny zeru:

(743) [‘?rt] = {q:c] = Qch“ - q;I =0.

Zatem HC jest linig nieciagloéci momentu skrgcajacego i sity g,=4,

1 1
(7.44) [P1s]= [1125,] = 5 [q,]= "l‘/"f—e?;r .
W wyniku nieciaglo§ci momentu m,, w punktach C i H wystepuja sity weztowe:
' 1.
(745) RC = rn::« - m:ril == ? E] l Rwﬂ m}:rl - ?ﬂ},: = —2_ .

Analogicznie okreslimy pole sit wewngtrznych w dolnej éwiarice.
Na osi symetrii CK wystepuja nieciagloéci o nastgpujacych skokach:

[m,,] = [my] = 0 El {mxy+ @] = - 2 =const ,
gl=lgd=0,  Imyl=—1, [g]=0.

0§ symetrii jest wigc linig nieciggloSci momentu skr¢cajacego, w wyniku czego
w punktach C i K powstaja nastgpujgce sity wezlowe:

{7.46)

1 1I1° nr 111
(7.47) Re=mS—m =1, Rg=m} —my=—1.
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W rozpatrywanej plycie, tzn. gdy stosunek bokdw a>1/2e™*

keie C przecina si¢ pigé linii niecigglosci momentu skrgeajgcego. Sifa wezlowa w tym
punkcie jest suma pigciu skiadnikéw '

1
(7.48) Re=1+1~ ———+1 2;

jest ona skierowana w dotl.

Sily weztowe powstajace W punktach przecigeia linii nieciagloscl z brzegiem
moga byé traktowane jako reakcje i nie wplywaja na poprawnoféc’: rozwigzania zo-
peego. Sita weziowa w punkcie C nie moze by¢ pominieta, zatem uzyskane przez
pas rozwiazanic moze byé rozwigzaniem zupelnym tylko w przypadku, gdy
w punkcie C plyta zostanie dodatkowo podparta. W kazdym innym przypadku
rozwigzanie nie jest zupehe, a nawet nie jest statycznie dopuszczalne. Uwaga ta
dotyczy takze rozwigzania podanego przez CoLLinsa [1] dla plyty prostokgtnej,
obcigzonej jedna sila skupiona w srodku o stosunku bokéw a=1/2e"*.

Znalezione rozwigzanie jest zupehe dia plyty o a=}/2¢"*-+-5. Noénos¢ graniczna
plyty prostokatnej o stosunku bokow o= ]/ 2 e™* L s jest suma obciaZen przenoszonych

przez obszary paraboliczne i hiperboliczne i wynosi

arctgs .
- .

(7.49) 2p=4(1+ f (1+tg? 6)d8+2:)=2n—|—4(1+s).
g _
Dla s=0 mamy 2p=2n-+4; noéno§é plyty prostokatnej obciazonej sitq skupiong
dla. s=1 wynosi 2p=2n-+38.

Wynik (7.49) jest identyczny z oceng gérng noénosci granicznej obliczong me-
todg teorii lnii zalomdw [8].

7.5. Plyta prostokqina o stosunku bokdw «<}/2e"*

Stosujac metode przediuzania pola hiperbolicznego poprzez spiralg, tak jak
w przykladzie 7.4, znajdziemy pole statycznie dopuszczalne sit wewngtrznych dia
plyty prostokatnej, obciazonej sita skupiong w érodku (rys. 13). Pole sit skiada sig
ze stref parabolicznych AOB i DOE o rozkladzie momentow (5.4) i ze strefy hiper-
bolicznej BOD o rozktadzie sit (7.22). Pole sit wewngtrznych w obszarze BCD zbu-
dowane tak jak w poprzednim przykladzie ma postaé

]’Hx=l’ﬂy=0, mxyzgz (x)'"gl (y):
7.50 = !
(7.50) 0 56y (i 05 — 05 0,)

1
&= T 582 (sin O,-cos 0,) °

wszystkie wymagania ciaglosci na spirali tak jak poprzednio sa spelnione.
W punktach B i D powstaja reakcje

(7.51) Ry=—1, Rp=1.

45 (rys. 12), wpuns
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Sila przenoszona przez tak skonstruowane pole jest dolng ocenq noénosei granicznej:

:'1: o ; 7
(7.52) p_,=4(1+(?—90)2-{—f (1+tg29)d9)=4(1+tg9+2(—4——_90)).

p=PrMg
B r 1 _ 1
g ) » SR 2med
l 1 b
ID g W*g' % At
- /
; 8 _é
|
g6 |5 X . 7
g E T . ‘ _
t ol i 15 2 210 25 7 3H
a1 i . 3
Rys. 13 : Rys. 14

Na rys. 14 podano dwa wykresy nosnodci graniczne] w zaleznosci od stosunku
bokdw «: ocene gdérng otrzymana metods teorii linii zatoméw [14] — wykres a
i oceng dolna zgodnie z (7.52) — wykres b.

7.6. Plyta kwadratowa obciqzona silg skupiong poruszajqc;g sig po Srednicy

Zatozymy, Ze pole sit w plycie silada sig z obszaréw parabolicznych q, b, ¢
(5.4) 1 obszardw hiperbolicznych 4, f (7.22). Obszary hiperboliczne ograniczone sa
odpowiednio nastepujacymi spiralami logarytmicznymi

(7.53) pa=y2€7*70  pr=y2(1—s)e*"

Pola sit poza sp11a1am1 zbudowane sg tak jak w przyk{adme (7.4) i majag postac
nastepujacy:
poza spirala p,

my=my=0, m,=0,(x)—6,(),

. 1 ]
7.5 _ oae®
(7.54) G palf)) (sin 8, —cos 8,)° 0<0,,0, .
- 1 -
& T pa(6) Gin 0,1 cos ;)

poza spirala g,
i"x=my=01 ni.x.v qu (y) P14 (x)
1 7
y é P1s P2

7.55 == ; ?
U3 T ) Gin gatoos )

1
Py (1) (sin ¢, —cos ¢;) o

/AN
By

4=
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Granice stosowalno$ci opisanego pola okreflamy tak, aby w Zadnym punkcie ob-
szaru stan momentdw nie przekraczal powierzehni plastycznosci (2.4), tzn. aby byl
spelniony warunek |m,,/< 1. Dla punktn B, najbardziej nicbezpiecznego pod tym

p:p/Mg
2
ye 3m+2
b .
i % 455
8
473
& 1
g 02 o4 08 08
5
Rys. 15 Rys. 16

wzgledem, katy okredlajace poloZenie punktu przyjmuja wartoéci ¢, (X)=mn/4,
@2 (V)= po. Wowezas z warunku my =g@o—nf4>—1 otrzymujemy ¢, z—1-+mn/4,
tzn. kat ¢, moze zawieraé sig w nastgpujacym przedziale:

i
(7.56) —022< po<

Wprowadzajacc (7.56) do réwnania py (o) €08 po=1, WYZnaczymy granice zmiennosci
parametru § okreslajacego potozenie sily:

a.sn.. . 0<5<0,73.

Katy 0, i @, ograniczajace strefy hiperboliczne dla ustalonego s sg rozwiazaniami
nastepujacych réwnan przestgpnych:

(7.58). 14+s—yZ2 e"* % cos o =0, 1—)/2(1—5)e"* % cos p,=0.
Sita przenoszona wynosi
: ‘ T
p=2(tg 0y 118 po+2-Fn—205—2p.), O<poss s
(7.59)

T

Wzory (7.59) okreélaja dolna oceng nodnoéci granicznej. Na rys. 16 podano wykre-
sy dolnej 1 gérnej oceny nosnoéei granicznej w zaleznosci od parametru s.

8. KSZTAETOWANIE -

Korzystajge z mozliwoéci taczenia pol odmiennych typdw mozemy rozwigzywad
zadania polegajace na poszukiwaniu ksztaltu plyty przy danych z gdry warunkach
obciazenia. Je§H nie sa narzucone zadne inne warunki, zadanie takie moZna rozwia-
zaé na wiele sposobéw 1 wybraé najlepsze ze wzgledu na jakie$ ustalone kryterium.
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Przewaznie stawiamy pewne dodatkowe wymagania, np, sposéb podparcia plyty,
rodzaj brzegu (krzywoliniowy czy prostoliniowy), miejsce przylozenia obciazenia
na plycie itp. Podamy kilka przykladéw, ktére zilustruja sposéb postgpowania,
wynikajacy z przeprowadzonej analizy typu réwnaf, opisujacych plastyczne zgi-
nanie plyt. ‘

8.1. Plyta obciqiona ukiadem sil skupionyeh stojgcych wzdhiz prostej

Wezmy przyklad plyty swobodnie podpartej, o nieznanym na razie ksztalcie,
obcigZonej wzdluz prostej symetralnej pigcioma réwnymi sifami (rys. 17). Zat6ézmy,
ze brzeg plyty jest linig tamana, pole sit wewnetrznych zaé skladaé sie bedzie 7z ob-

l e 2
A S 8
L G A2
A g 24, AN
4 X o
# ne % [
/Na s N& L% A \ =
g, 0 a ] 0 Ty
j L L L L
1 =
Rys. 17

szaréw parabolicznych i izotropowych. Warunki réwnosci sil i prostoliniowosci
brzegu wymagaja, aby strefy paraboliczne przenoszace jedna sﬂg skupiona byly po-
dobnymi tréjkatami réwnoramiennymi. Kat f=¢ dla kazdej ze stref.

Pole sit wewnetrznych dla strefy parabolicznej zgodnie z (5.4) jest nastepujgce:

(8.1) mp=1, gy=0, mp#—tgiﬁ, q4,= _%(I+tg29)._
Strefy paraboliczne laczymy ze soba za posrednictwem obszardw izotropowych
o polu sit (2.34) i (2.35)
(8.2) my=my=1, q=¢,=0.
Kat rozwarcia strefy parabolicznej okreéla réwnanie

ctg @, —cos @, D, )
(8.3) &y =2arctg [m ctg (T — —2““)] B
ktérego rozwigzanie daje kat ®,=30°.

W rezultacie druga polo§ plyty wynosi
(8.4 h= *Ji = —1:
L Y3’

a pojedyncza sita skupiona przenoszona przez element

@o
(8.5 o p0=4f (142 ) df =dig D, .
0
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Catkowite obcigZeni¢ graniczne

§ S 20
(8.6) P=15py= /3

Wazdtuz linii Igczgcych poszezegdlne strefy powstaja niecigglosci sit wewnetrznych
(4.3):

8.7 [m,]=plg,]=1+tg> Py .

Pole predkodei ugigé ograniczone jest wicloscianem skladajacym sie ze sztywnych
platéw parabolicznych polaczonych ze soba za pomoca stref izotropowych.
Strefy izotropowe pozostaja sztywne obracajgc si¢ wokdl przegubu WW i przesuwa-
jac wraz z mim do w=wy.

Dla ptyt obcigzonych »n réwnymi sitami dzialajacymi w réwnych odlegtosciach
wzdiuz symetralnej plyty latwo zauwazyc Ze kat rozwarcia strefy parabolicznej
wynosi

7T
8.8) Po=—s
Swezas d Sto§ plyty jest réwna he e oty towite zas
T =—= — o Z
obeiazen gramivene prryjme wietkoss L CED © (aop ) 7 SHHOMEC I
7T
(8.9) p=dntg—r,

gdzie n>3 ; ograniczenie to Wynik_a z warunku Bl < mfd, .
Jesli przyjmiemy, z¢ n—oo, to otrzymamy plyte obciazong liniowo o pélosiach
L=11i h=2{n. Graniczne obciaZenie liniowe na jednostke dhigosei

1 T
{8.10) _ pw——?lgn 4f1tg“—+~1— —2n

jest réwne granicznemu obciaZzeniu dla plyty cykloidalnej swobodnie podparte,
obcigzonej liniowo wzdluz diuiszej osi [16].

8.2, Plyta obciqiona silami skupionymi wzdhiz okregu

Innym przyktadem tego typu jest plyta obciazona wzdluz okregu réwnymi
sifami skupionymi (rys. 18). Dana jest odleglos¢ sit od érodka i brzegu plyty. Po-
szukujemy ksztattu plyty, ktora przeniesie powyzsze obciaZenia i dla ktérej pole sit
wewngtrznych bedzie zbudowane ze stref parabolicznych i izotropowych. Z zalo-
Zenia o réwnosci sit i réwnych miedzy nimi odlegloéciach wynika, e strefy para-
bolicznie przenoszace kazda z nich maja ten sam kat rozwarcia 2@, brzegiem za$
plyty jest wiclobok foremny o » bokach. Ze wzordéw trygonométrycznych i przy
oznaczeniach przedstawionych na rysunku mozna otrzymaé réwnanie okreslajace
kgt @, jako funkcje liczby sit:

1) L (l—m a))
A1) 0= arc tg I+aCTg2’
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gdzie a=r/R, p=n/n. Dla konkretnych wartoSci « z warunku &,<<45, mozemy
otrzymaé ograniczenie na liczbg sit.

Pole sit wewnetrznych sklada si¢ z trdjkatnych stref parabolicznych 404 o roz-
kladzie opisanym przez (5.4) oraz pola izotropowego, zajmujacego czgé¢ srodkowa

)

Rys. 18

phyty 1 czesé pomif;dzy strefani parabolicznymi o rozktadzie sit (2.34) i (2.35). Zgod-
nie z (4.3) wzdluz linii 04 powstang nicciaglodei o skoku

®.12) m,)=plg,]=1+1g®3.
Calkowite obciaZenie graniczne wynosi
(8.13) P=Hpy=2ntgdy,.

Powierzchnia ograniczajaca pole predkoécei skiada si¢ z trojkatnych platow 404,
obracajgcych sie sztywno wolkot brzegn 44 (w=0}. Wzdluz wieloboku OO0 tworzy
sig przegub plastyczny (w=wq). :

Dla liczby sil n—oo otrzymujemy plyte kolowg 0 promienin’ R i granicznym
obcigzeniu liniowym

} | T W (lmoc A ] o
(814) = nlin;.?ntg[?*l“n—arc.tg e Ctg-"i—) —no',_(_l_:oc_)’
dla =0 otrzymujemy z (8.13) nosnosé plyty okraglej obciaZonej sila skupiona
p=2m
Przedstawiona metoda pozwala wyznaczac rozw1aczan1a dla plyt obcwczonych
sitami skupionyri.
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PesmomMme

TIACTUYECKHE ILTACTUHAI TOJ BO3JEHCIBMEM COCPEAOTOYEAHLIX
VCUIIr

Hannas paboTa TOCBALIGHA AHANK3Y [IACTHYECKHX INACTHH B YCIOBHHAX HW3rwba, B clydae,
KOTHA CHPABSIIHRO YCIOBHE DHACTHIHOCTE MAKCHMAJLHLIX IVIABHBLIX MOMEHTOB,

B craTne 06CyRASNE] YPABHEHHS, ONECLIBRIOMES AAHYIO 34144, i CHOPMYNEPOBANE] KPACERIE
yenoBKs, OnpefeleHsl JOOYCTEMBIC Pa3PsIBbl KHHEMATHYCCKHX B CTATAYCCKEX moach. OGcayRIeHbI
TPMHIRIE DOCTPOCHER PA3pPLIBHLIX TONEH BHYTDEHHMX YCUIWH.

IMomyyueu psan TOAHRIX DEINCHWH, OCHOBAHHBIX HA HCIIOMBIOBAHUIN NPEeaNnaracMoro Meroa.

IIpencraBreHHBl METOL [JACT TAKOKE BO3MOKHOCTE IOCTPOSHHS CTATHIECKH HONOYCTUMBIX
pewmensi, JaHp IPEMEPHL KILTFOCTPHPYIOLHE PACCMOTPEHHBLE CIOCO0 KOHCTPYKITHE FTHX PeIICHHI,

SUMMARY

PLASTIC PLATES UNDER CONCENTRATED LOADS

The paper is concerned with the analysis of bending of plastic plates subjected to the yield
condition of maximum principal moments. It contains the discussion of equations governing the
problem and it formulates the boundary conditions. Admissible static and kinematic discontinuities
are determined and the principles of construction of discontinuous fields of internal forces ate
outlined. Application of the method proposed made it possible to derive a number of complete
solutions.

The method presented makes it also possible to obtain statically admlss1b1e solutions. The
procedure is illustrated by examples,

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKL
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca zosiola zlozona w Redakcji dnia 27 wrzesnia 1972 r.





