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OSIADANIE POWIERZCHNI POLPRZESTRZENI KONSOLIDUJACET
POD DZIALANIEM OBCIAZENIA STYCZNEGO
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Celem mniniejszej pracy jest wyprowadzenie wzoru na osiadanie powierzchni
poiprzestrzeni konsolidujacej. Za podstawe rozwazaii przyjmiemy teorie przeplywu
» cleczy przez porowate ofrodki odksztalcalne, sformulowany przez BioTa [11.

Zajmiemy sig¢ przypadkiem plaskiego stanu odksztalcenia szkieletu. Przyjmiemy,
Ze rozwazana polprzesirzen obcigzona jest w chwili 1=0 nagle przytozonym do jg
powierzchni obciaZeniem stycznym, rozlozonym réwnomiernie wzdtuz linii. Zalo-
zZymy, Ze ciecz moze wyplywaé swobodnie przez powierzchnie ograniczajgcy poi-
przestrzen.

Za punkt wyjsciowy przyjmiemy ukiad podstawowych réwnaft liniowej teorii
konsolidacji wyrazony w przemieszezeniach. Przy rozwigzaniu tego ukladu réwnan
wykorzystamy metod¢ W. DERSKIEGO po-
dana w pracy [3].

1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przyjmiemy, Ze odksztalcenie zachodzi
réwnolegle do plaszezyzny xy. 0§ y jest
skierowana normalnie do plaszezyzny ogra-
niczajacej polprzestrzefn (rys. 1), 0§ x lezy
w plaszczyZnie ograniczajgcej polprzestrzen.
Obcigzenie jest przytozone wzdtuz linii prze-
chodzgcej przez poczatek uktadu wspéhrzed-
nych i ma zwrot zgodny z dodatnim zwro- Rys. 1
tem osi x. .

W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia uklad podstawowych réwnafi li-
niowej teorii konsolidacji wyrazony w przemieszczeniach ma postaé [3]:

) Eaﬂ H do
NV N G = "R o
(1.1)
d¢ H do AR-Q?
NVv+(M-+N)—=—— —, H=0+R, =—"fp

dy R gy’
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Uklad ten uzupelnia réwnanic przeplywu cieczy przez porowaty osrodek od-

ksztatcalny [3]
(12) ' Oy mi_ﬁ C=_£ [
. o= TR I o= —pf.

W réwnaniach (1.1) i (1.2) » i » sa wspolrzednymi wektora przemieszczenia
szkieletu, e=¢, +e,, jest dylatacja szkieletu, C wspdlezynnikiem przepuszezalnoscel
o$rodka dia cieczy, k wspélezynnikiem predkosei przeptywu Darcy’ego, f porowa-
toscig rozwazanego ofrodka, ¢ hydrostatycznym stanem napreZenia przenoszonym
przez ciecz, a p parciem cieczy. 4, N, @ 1 R sa stalymi rozwazanego o$rodka, okreslo-
nymi przez BioTa i WiLLisa [2].

Uklad réwnan (1.1) i (1.2) rozwigZemy przy nastgpujacych warunkach brzego-
wych:

13 0(x0,0=0, 6,(50,0=0, oulx00=—PiX10O, .

przy czym 6 (x) jest funkcja Piraca, a # (¢) funkcja Heaviside’a.

Warunki poczgtkowe sformulujemy w oparciu o pracg [4] W. DERSKIEGO
i L. KisIeLA. W naszych rozwazaniach podobnie jak wspomniani autorzy przyjmiemy,
Ze istnieja odksztalcenia natychmiastowe i ze wraz z nimi wystapi natychmiastowe
parcie cieczy ¢ réizne od zera. A zatem

(14) O'()C, ¥, O)ZJ(O)(x: y): u(xa ¥, O)EH(O}(xa y)a v(x, y. O):‘U(O)(x: y)-

Wystepujece w warunkach poczatkowych funkcje miejsca musza spelnia¢ uklad
réwnai :

el H 0@

NVUOHMAEN) == =g gy
@) 86 H 3c©®
24(0) == 2,:(0)
NV (M M)~ R o VoO=0.

Rozwiazanie ukladu réwnan (1.5) musi speliad warunki brzegowe (1.3).
Istnienie funkcji o, ¢, v(® i £(® mozna uwzgledni¢ formlanie przy stosowa-
nin do ukladu réwnasd (1.1) i (1.2) transformacji Laplace’a.
Po wykonaniu tej transformacji ukiad réwnan (1.1) i (1.2) przyimuoje postac

) oz H do
MMM Gy =" R Bx
L6 ,- e H dc
(1.6) NV rz)—l—(liaurnf\f)g~ R
2z (~ 1 (0)) SH (” ! (03)
cv o=g\o5o 7 T E )

przy czym s=y4-iff jest zespolonym parametrem transformacji Laplace’a.
9
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Rozwigzanie szczegdlne tego ukladu réwnad, odpowiadajace funkcjom a("’
&, moZna przyjaé¢ np. w postaci

PO NN ()

(.7 ' FW=— | =T
S5 5

Jak latwo zauwazyé [5]

limso=g® - lim s =g0),

foads o] §>ron
Rozwigzania szczegdlne (1.7) sa ‘tylko rozwigzaniami formalnymi, poniewaz nic
nie wiemy o ich postaci. Ta posta¢ jest okre§lona przez rozwigzanie ukladu réwnan
(1.5) i warunki brzegowe (1.3).

We wspomnianej juz pracy [4] Dsrsk1 i Kisier, wykazali, ze rozwigzanie o¢®,

w1 o9 otrzymuje si¢ automatycznie mimo przyjecia, #e wartodci tych funkeji sg
zerami w chwili r=0.

2, BUDOWA ROZWIAZANIA

W dalszym ciggu bedziemy si¢ zaimowaé budowa rozwigzania przetransformo-
wanego ukladu réwnan (1.6), w ktérych przyjmierny (=0 i £©'=0, Mamy zatem

o H oo
NV2u+(1M+N)?= TR ox’
.D - ~ - .
. de H do . S¢  sHe
NVZ‘U—!-(MJrN)“é;: _E g, CVZJ=?—' R

Rozwiazanie ukladu rédwnaid (2.1) musi spelniaé przetransformowane warunki
brzegowe (1.3), ktore po uwzglednienin przedstawienia calkowego funkcji Diraca
maja postaé

o)

~ - P
22 550,9=0, G,(10,9=0, Fy(x09=— f e %5
Uklad réwnan (2.1) jest sprzezony za posrednictwem funkcji £ 1 6. Metode rozprze-
zenia takiego ukladu réwnafi podal W. DErski [3]. Po zastosowaniu tej metody

do uvkiadu réwnan (2.1) otrzymamy rozprzgzone réwnanie przeplywu w postaci
2.3 V2V2e=sKVi0o,
przy czym

_ R(MF2N)+H? _ ALR+2(Q+N)
~ CR*(M-+2N)  C(AR-Q*}2NR)°

Rozwigzanie tego réwnania ma postaé |3}

2.4) =07 %>
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przy czym ¢, jest rozwiazaniem réwnania He]mholf;a
(2.5) V3¢, —sKp, =0,

a @, jest funkcjy harmoniczng.
Funkcje qE; i ¢, przyjmujemy w postaci calek wykladniczych Fouriera:

ol
(26) 5’1 — fA(OL, S)eaa)’e—iacxda . )
—
oraz
@n ‘ Q‘;z= fB(O’-, S)efyl/af*+sK e~ X o

Po podstawieniu funkcji @, i ¢, wyrazonych wzorami (2.6) i (2.7) do wzory
(2.4) mamy :

W o 1 o : -

(2.8) o= f B{a, S)e‘y‘/“z“"‘e“i“x dm*-sj]z f Ao, 5)e” e da.

. - - -

A (o, 8) i B(x s) sa tutaj chwilowo nieznanymi funkcjami parametrow o i s.
Wykorzystanie pierwszego z warunkéw brzegowych (2.2) prowadzi do zwigzku

Ala, 5)

(2.9 B(a,s)= K

co pozwala na wyeliminowanie B (e,s) ze wzorn (2.8). Ofrzymujemy

.1 L
(2.10) G:R fA(oc,s)(e“”/“ K o= oy g iy

Dia zbudowania rozwiazania szczegdlnego réwnan przemieszczeniowych (2.1}
wprowadzimy transformate Laplace’a funkcji potencjatu przemieszczenia dyfuzyjnego
zdefiniowana zwigzkami

I T )
.11) =g =

Po wykorzystaniu zwigzkéw (2.11) ukfad réwnan (2.1) sprowadza sig do jednego
" réwnania Poissona [3]:

(2.12) Vip=-K, 0o, Kl:R(—A;—{@"VT
Rozwiqzanie_ réwnania (2.12) ma posta¢ [3]
(2.13) ’ é=£(¢3r¢32),
sK 0T
przy czym @; jest funkcja biharmoniczna i taka, Ze

(2.14) V2, =@, .
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Funkcje @, przyjmujemy w postaci nastepujacej catki wyldadniczej Fouriera:
(2.15) Pa = f C (o, 5) ape™ e~ de.,

Wrykorzystujac warunek (2.14) eliminujemy ze wzoru (2.15) nieznang funkcie
parameirow C o, s) i mamy

2.16) = — f — A(x, 5) e~ e

Po podstawieniu wyrazen (2.7) i (2.16) do wzoru (2.13) oraz uwszglednieniu
zwiazku (2.9) otrzymujemy

==, ¥ )
—!'1/0!‘+SK 4 pmar] piax
fA(oc S Vo) et
Za pomocy rozwigzania (2.11) nie mozemy W ogodlnodel spetni¢ wszystkich wa-
runkdw brzegowych. Ponadio rozwigzanie to nie spelnia rowniez wylsclowego
uktadu réwnan (2.1). Celem spelnienia warunkdw brzegowych i réwnan (2.1) do
rozwigzania szezegolnego (2.11) dodamy rozwiazanie jednorodnego uktadu rownan

3{;‘2 - 682
(2.18) NVt (M+N) =0, NVzwz—i-(MJrN)gz

Rozwigzanie ukladu rownan (2.18) przyjmu]emy w postac1 transformaty Laplace’a
funkcji GALERKINA [6] zaktadajac, ze y,=yx oraz x,=X,=0. W tym przypadku
skladowe stanu przemieszczenia okre$lone sa wzorami

M+{2N . MIN &y . M--N 3%y

) - 2 _—
@19 b= Vi o, b

przy czym funkcja y jest funkcja biharmoniczng. Poszukiwane rozwiazanie ukladu
_rownafn przemieszezeniowych (2.1) ma zatem postaé sumy

' ﬁ:ﬁ1+ﬁ2, W:?)l+i?2.

Aby suma ta byla istotnie rozwigzaniem uktadu réwnan (2.1), musi by¢ spetnione
réwnanie przeptywu (2.1). Wprowadza to dodatkowy warunek wiazacy funkcje y
z funkcja ¢,:

S
(2.20) . CRng—I-SHrEV?’)(::O.

Funkcje y przyjmujemy w postaci catki wykladniczej Fouriera

X = f [D (e, s)+oyE(e, s)] e~ e " do.
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Wykorzystanie warunku (2.20) pozwala wyrazi¢ funkcje E(x,s) przez A (e, s)
w nastepujacy sposdb:

CRA(w, 5)
B 8= =) Hised
Stad
: . o CRy ] '
2.21 == — — oy, X
(2.21) X f [D(oc, ) ETisa? Ax, 5) e Pe™ " du.

=60

D (x, 5) jest tutaj chwilowo nie znpang funkcja parametréw « i s,

3. WYZNACZENIE TRANSFORMATY ROZWIAZANIA

Funkeje {2.17) oraz (2.21) okreslaja sktadowe stanu napreZenia i za ich posred-
nictwem musza spelnia¢ przetransformowane warunki brzegowe (2.2). Warunki te,
po wykorzystaniu zwiazkéw fizycznych i geometrycznych dla oéredka porowatego
wypelnionego ciecza [1 1 3] oraz uwzglednieniu zwiazkéw (2.11) i (2.19), prowadza
do vkfadu réwnan

v

[ (M+-2NYCR 2NK;,
sH s2K2

] A (e, HH2(MAN)ie*D (, 5)=0,

NK,i NCR CR 2NK,i B
sin  sige 2V etk

. P
x A (3, 8)=2(M+N) 2 D (o )= =5 —.

Z rownan (3.1) wyznaczymy funkcje 4 (w, 8} i D (e, ). Mianowicie po obustronnym
pomnoZeniu drugiego z nich przez i oraz dodaniu stronami otrzymujemy

219 PK2is

¢-2) A, S)W47INKl(al S—i—onz—oc]/om ’
przy czym

3.3) 2y = KJCRK(M-N)-} HNK ]
{ _ 2HNK,

Funkcje D (o, ) wyznaczymy z réwnania (3.1):

Afe, ) [2NK1 , CR (M—|-2N)]
UMIN)i® | s2K2 sH :

(3.4) D{a,s)=
Funkcje okreflone wzorami (3.2) i (3.4) majg budowg niewygodna do dalszych ope-

racjii. Rozlozymy je wiec na skladniki proste:

Agis Agio? Agia Ve +5K

a, (s+ra?)  ai(s-+xa?) at(s+xo?)

(3.5) Ale, 5)=




OSIADANIE POWIERZCHNI POD DZIALANIEM OBCIAZENIA STYCZNEGO 453
przy czym
y PK? 2a,—K
3.6 = = 2 K= —.
(.6) °" 4nNEK, a?

Wyznaczone wzorami (3.4) i (3.5) funkcje A (2, 5) i D (e, 5) podstawiamy do wyrazen
(2.17) 1 (2.21) okreslajacych transformaty funkcji potencjatu oraz funkcje Galerkina.
W celu wyznaczenia transformat przemieszezen wykorzystujemy wzory (2.11)1 (2.19).
Po odpowiednim zrézniczkowaniu funkcji & i ¥ oraz po przeprowadzeniu redukcji
olrzymujemy

~ Kl 3 o o = ,
(37) U= K2 f ?‘A(OC, S) ata +SKB—wxdd—§—
i A, M
—}- f ?A(OC,S) A1y+7 - ux?%fov;*l’*ﬁw f ZD({X S)e—aye—mrdm,
oraz

(38) Q= A, S)e PV sK —iaxda+
KZ

-

. K fl/a2+sK

52

2 A, 5) 1 _ M+N 2 .
+4, f y—; e e N gy — ——— iqﬁ’"D(m, sle e "y,

K3 _ N
przy czym _
K,  CR(M+N) CR(M+42N)
39 =gt Ey s AT v

4. WYZNACZENIE FUNKCJI OSIADANIA POWIERZCHNI POLPRZESTRZENI

W dalszych rozwazaniach interesowaé nas bedzie wylacznie przemieszcezenie
powierzchni w kierunku ost y. Na podstawic wzoru (3.8), po uwzglednieniu wyrazen
okredlonych wzorami (3.4) i (3.5), mozemy napisaé

ol

: ~ _ ie” fax et l-aefiax
4. H, = - . . _!_
@.0) [ely—o =4, f o (s+ra?) ey QA f s(s+rco?) da
7 - iVoitsk
i —'laxd R
t4a f s{stro? ) *
przy czym _ .
. A, {CR K _ Ag CR KT K1
(42) A1=— . RPN N 2= 3 Tz 4
2R 2K Ca? 7K K

AO(CR K1+K1 )
2H 2K K™

3:
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Dla rozpatrywanego przypadku obciazenia funkcja osiadania powierzchni jest
antysymetryczna wegledem osi pionowej oraz rzeczyw1sta Wobec tego, uwzglednia-
jac ze

e~ 1% = cos (ox) — i sin (wx) ,
wzor (4.1) piszemy w postiaci
@3 6l o] < sin(ax) o o 5in (¢ix) J
' a0 lof wofread) T z'of sty
vod, | Ve isK
SJ s{s+xKe?)

Po odwrdcenin transfmmacp Laplace’a, wykonaniu calko‘fvama wzgledem «
oraz uwzglednieniu oznaczef (3 3), (3.6) i (4.2) otrzymujemy

P M M-2N
(44) [Pho=5— {Ane f( 2yt ) gYaNT — msignx+—— YENT — i [(1— kK1, ]}

przy czym

M 2RN
 MA4+N  R(MANH?’

I,= S . (“ = )
o f Ve Vell—ekotnke o\ 4le(—rK)tiekil]”
x VK
le/ )dr,

2V (1 —iK)+ Kt

xerf (

@6 I f ! ( XZK) f(fx]/k);f
. w= | —exp|— er —|dr
F T 4T 2'/7

We wzorach (4.4), (4.5) 1 (4.6). exf & oraz erl ({i) sa funkcjami blgda odpowiednio
argumentu rzeczywistego i urojonego; zdefiniowane sa wzorami
¢ Lo

2 r 2
erf(df)—?-—of e~ dz, erf(Ci)=7"E! &' dz.
Wykazemy obechie, Ze wystgpujace we wzorze (4.4) catki I, i I, sa zbieine dla
t=0. Do badania calek zastosujemy kryterium Cauchy’ego ({7], str. 253).
Przystapimy do badania pierwszej z nich. Dla ulatwienia dowodu wykonamy
podstawienie 1/)/T =p, ktére prowadzi do wyniku
o 2 2 x*K
xt -[ 1-xK o 1—xK :
1y ﬁz ﬂz—-—-—E—KKf 4 727+KKJT

ixVK
<orf YK dg.
1—xK
2 I ———t Kt
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Zgodnie z wymienionym kryterium zbadamy, czy granica wyraZenia podcatkowego
ma wartos¢ skoiiczong. Oczywiscie

. 2 x?K ixyK
ol I AT B R e I
W—"E_ICKt 4 : ﬁzg+KKI 2 ﬂ2_+KKt

2 ( x2) f( ix )
=———ugxp| - —fjerfl—F=]< o
VKt PA™ 4w 2]/ Kt
dla wszystkich wartodei #. A zatem calka jest bezwzglednie zbiesna.
Podobnie mozemy wykazaé zbiezno$é cafki (4.6). Wykonujemy podstawicnie
xVE/[2yT =p; otizymujemy -
N _
L= J ¢ et () dp.
xI/K_
2V .
Badajac granice wyrazenia podcatkowego stwierdzamy, ze

lim [28e =" erf (i)} =l—/2—:;:< oo,

f-ro
a wiec catka (4.6) jest takve bezwzglednie zbiezna.

Zajmiemy si¢ teraz rozwazaniem wystgpujacych we wzorze (4.4) calek dla réznych
wartosci zmiennej x. Latwo zauwazyé, Ze granice wyrazen podcalkowych calek
(4.5) 1 (4.6) daza do zera przy x—0. Dla wartosci x réznych od zera calki (4.5) i (4.6)
maja wartodci skonczomne.

Obecnie sprawdzimy osiadanie wyrazone wzorem (4.4), gdy 1—0. Wyzej wykaza-
lismy, ze calki (4.5)i (4.6) dla =0 daza do zera. Wystepujaca we wzorze (4.4) funkcja
bledu dazy do jednodci. Zatem przy =0 osiadanic okre$lone wzorem (4.4) wynosi

PR

4.7 tloo= 4R (M-N)+ H?] sighn x.

Zbadamy teraz osiadanie wyrazone wzorem (4.7), gdy f—»0. W tym celu wzér
{4.7) napiszemy w postaci

Psignx

[‘z’}rzoz . H2 4
4[(M+N)+T}

Uwzglednienie réwnan  okreélajacych  stale odrodka [2] pozwala stwierdzié,
7e H*{R=0. A zatem ' :

: P
(4.8) [0 =

——————sign x.
ST ANy R
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W dalszym ciagn zbadamy przebieg osiadania okre§lonego wzorem (4.4) dla
{—oo. W tym celu ponownie zanalizujemy kolejno wyrazenid wchodzace w skiad
tego wzorw. Jak wiadomo

x
i ——|=0,
iﬁ [erf(z VKt )] '
Wyraienie podcatkowe w calee 1, dazy do zera, co wynika ze wzoru (4.5).
Zajmiemy si¢ teraz catka (4:6). Przeprowadzenie dyskusji nad tq catka w postaci
{4.6) jest trudne, w zwigzku z czym musimy przedstawié ja w innej wygodniejszej

postaci. Wyjdziemy ze wzorn (4.3). Catka (4.6) wynika z obliczenia ostathiego z wy-
razéw wzoru (4.3):

o~ Var+sK
2A3f

@9 Te—

sin {orx) dos

Po zniesieniu niewymiernosci i odwréceniu transformacji Laplace’a z jednoczesnym
zastosowaniem twierdzenia o splocie z (4.9) otrzymujemy

o2

a0 2B e 2B
(4.10) x,/fcﬁfof,/—fe sinendeda g (1—1eK)x
Q
P = KL — kK T wK]
_—— -k T xKi
xf fﬁe = sin (ox) dr do.
0 Q

Interesujaca nas calka (4.6) wynika z plerwszego wyrazu wyraZenia (4.10). Jedli
dokonamy w nim podstawienia « /7 /}/K=§ i wykonamy catkowanie wzglgdem f,
to otrzymamy

) 24, e\ sin(ex)
@11 o f erf( % ;/t) .

0

Yatwo stwierdzi¢ juz, ze

A H 3 ) — =
4.12) fim — VEVT o T s

Zatem dla t—oo psiadanie powierzchni okre$lone wzorem (4.4) wynosi

24, ~ ( o )sin(ocx) P(M-2NY}
erf = signx.

P

4.1 imMp—y =————signx.
(4.13) limo=gv_ 4(M+N)Slgnl

F=rog

Otrzymane rozwigzanie pokrywa sie z rozwiazaniem analogicznego zadania

brzegowego teoril sprezystoéei [6) przy uwzglednieniu, ze M i N odpowiadaja sta-
tym Lamégo i . Wynika to z okredlenia stalych osrodka [2].
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TORYOPOCTPAHCTBE, HATPYXEHHOTO KACATEIbHBIM YCHAWEM, DIPUIOKEHHBIM K HOBepXHOCTH, Pacc-
CYXOCHHEN OCHOBAaHLI HA JHHcHHOH TeOPHH TEYEHHd MHAXOCTH B HOPECTHIX AehopMEPYEMEIR
cpenax, npemmoxenolt Bro,

B pesynpTaTte pemeHns cHCTeHB! YpaBHeH®H JMACHKON TCOPDEE KOHCONHIADHE IOIyYEHZ
GopMyna, OUPSHEISIOHAY CCSNAEWe HORYIPOCTPAHCTBA B (YHKNEHE Bpemens. Birsenena 3asd-
CHMOCTE MENKHY HOJYYSHHBIM PEINSHEEM B DEIeHREM sl aHANIOTHYHOH Kpacsol 3a5aYn B paMEax
TeoP¥H YIPYrocTR.

Homnysennoe pemicHEEe I cORAWIHON MHETEHCWBHOCTH HATPY3R® seaserca diyExuueH I'prea
B MOMGT OHITh HCOONB30BAHO I HOCTPOCHHA pPCIIEHWA MNP HPOHIBOMAHOM PACIPETCICHUY
HATPY3KH HO Kpaio DORYOPOCTPAHCTEA E TPE of 3aBECAMOCTH OT BPEMEHH.

SUMMARY

SELF-CONSOLIDATION OF A HALFSPACE UNDER TANGENTIAL LOAD

In the paper is considered the case of plane strain of the skeleton of a consolidating halfspace
loaded by a tangential force at the surface. The considerations are based on the linear theory of
flow of a liquid through porous, deformable media, as formulated by M. A. Biot. As a result of
the solution of the linear consolidation theory, the formula is derived which determines the setting
of the surface of a consolidation halfspace as a function of time, The solution is compared with
the solution of an analogous boundary value problem of elasticity.

The solution derived corresponds to a unit load and constitutes a Green function; thus it may
be used to the construction of solutions in the cases of arbitrary, also time-dependent, loading
of the surface,
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