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PLYTA REISSNERA O NIEJEDNORODNOSCI WYKLADNICZEJ

ANDRZE} GAWECKI (POZNAN)

1. WsTEP

Problemy niejednorodnych cial sprezystych opisywane sq réwnaniami réznicz-
kowymi o zmiennych wspétczynnikach. W przypadku piyt éredniej grubosci otrzy-
muje sig ukltad trzech réwnan rézniczkowych czastkowych na dwie funkeje kata
obrotu w,, w, 1 funkej¢ ugiecia w, (por. [4]). Fakt, iz wspékezynniki tych réwnad
sq zmienne, utrudnia bardzo uzyskanie rozwigzania. W pewnych szezegdlnych
przypadkach niejednorodnosci zdarza sie jednak, ze uklad réwnai problemu ma
wspdiczynniki state. Pozwala to niejednokrotnie uzyskaé rozwigzanie Scislte oraz
oceni¢ wplyw nigjednorodnodci na ostateczne rezultaty obliczefi. Micdzy innymi
rownania o statych wspdlezynnikach otrzymuje sig, gdy funkcja niejednorodnosci
jest funkcja wykiadniczg. Najbardzicj istotne znaczenie ma tutaj wlasnoéé funkcji
wykladniczej polegajaca na tym, ze stosunek funkeji do jej pochodnej jest wartoécig
stalg. Ponadto funkcja ta i jej pochodne dowolnego rzedu sa zawsze dodatnie 1 re-
gularne. Dzigki wyzej wymienionym wlasnosciom omawianej funkcji niejednorodno-
éci E. BorowCzYK i M. SUCHAR [2] uzyskali $ciste rozwigzanie plyty cienkiej o gru-
bosci zmieniajacej si¢ wedhig funkeji wykladniczej.

W pracy ninigjszej podjeto prébe rozwigzania izotropowej ptyty Reissnera, w ktorej
modul Younga jest okreslony funkcig E (x;,x,)=Fye*t2dex(p 4 4 =
=const), a WSpolczynmk Poissona v i grubos¢ plyty A sg stale. Réwnania podstawo-
we dla takiej plyty sa szczegélnym przypadkiem réwnan wyprowadzonych przez
autora w pracy [4], gdzie rozwazana byla podivznie niejednoreodna plyta ortotropo-
wa o zmiennej grubosci,

Calo$¢ rozwazan przedstawionych w niniejszej pracy odniesiono do pewnego
uproszezonego modelu plyty Reissnera, w Ktorym pomija sie wplyw poprzecznych
_naprefed normalnych. Uproszezenie to wprowadzono majac na uwadze wyniki
pracy R. GaNowicza [3]. Autor tej pracy omawiajac dziatanie obcigzen skupionych
na jednorodng plyte Reissnera o stalej grubosci wykazal, Ze rozwiazanie nie jest
jednoznaczne, Warunki jednoznacznodci spelnia jedynie pewna czesé rozwigzania.
Pozostala c©zgé¢ rozwigzania spelnia réwnania rownowagi, rownania rdzniczkowe
plyty i waranki brzegowe, nie spetnia natomiast réwnania wyrazajacego tresé twier-
dzenia Bettiego o wzajemnoséci prac. Z dalszych rozwazan cytowanej pracy wyni-
ka, Ze niejednoznaczno$é rozwigzania nie wystepuje, jezeli pommle sig wplyw po-
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prezecznych naprezen normainych jak to ma miejsce na przyktad w plycie trdj- -
warstwowe]. Warto dodaé, ze taki uproszczony model plyty Reissnera daje wyniki
zbiezne z innymi teoriami plyt &redniej grubodcl (por. np. {sh.

2. ROWNANIA PODSTAWOWE

Dla &, v=const i E=E, ¢4 otrzymujemy nastgpujace rownania wiazace sity
wewnetrzne i przemieszezenia [4] (*):

@D MaﬂzD(]-_V)[ (W, 5+ Wﬁ,ac)+ W 5 ] Q.= D(W +Ws,0),

Eyh? h*
——, =
12(1—v%) 10
W réwnaniach (2.1) d,, jest symbolem Kroneckera, w, (x,, x,) oznaczajg Srednie
katy obrotu normalnej do plaszczyzny §rodkowej a wy (X1, x5) jest Srednim ugigciem

plvty. Funkcje w, zwiqzane sa z przemiesz-

(2.2) D:‘DO eZAli'xlr, DO =

czemiami #, nastgpuigco: & 3 s
(23) ua(xls X2, xs):xs wcc(xlﬁ xz)- Thz 1
" o T Ee 2
Zalezno$ei (2.1) igcznie z rownanian row- ?
nowagi plyty (por. rys. 1) T'Od ?
X3

MBa,E-Qa=eﬁu3 Mg
(2'4) _ _ Rys. 1

s a=P> P=Pa—DPg
stanowia réwnania podstawowe problemu. We wzorach (2.4) e, oznacza symbol
permutacyjny Leviego-Civity, a dodatni wektor momentu powierzchniowego 1, jest,
podobnie jak uktad wspélrzednych, prawoskretny.

3. ROWNANIA PRZEMIESZCZENIOWE

Podstawiajac zaleznoscl (2.1) do réwnah réwnowagi (2.4} uzyskujemy trzy
réwnania rézniczkowe czgstkowe na dwie funkeje kata obrotu w;, 1 na funkcje
ugigcia plyty wa:

1+v
.mcz {WGE, ﬁﬁ+ 1— Wﬂ’ ﬂa—I—Z[A,g (W,x B+wﬁ ez)+ A Wﬁ ﬂ]}+
N 202
3.1 (W, T Wa, o) = Doy s M
B 2%
We, m+w3,aa+2Aa(Wu+w3,a) - D(l _v) P

() W pracy przyjeto zapis wskaZnikowy 1 umowe sumacyjna. Wskazniki greckie przyjmujg
warlodci 1,2 a lacifiskie — warteei 1,2,3. Przecinek na poziomie wskaznika oznacza rézZnicz-
kowanie czastkowe wzgledern odpowiednie] wspOlrzednej.
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Kazde 7 réwnan tworzacych uklad (3.1) jest réwnaniem II rzedu. Stosnjac
postgpowanie G. C. MoisiLa [7] (por. [9), str. 167) uklad ten mozna doprowadzié
do trzech oddzielnych réwnash VI rzedu na trzy funkcje przemieszezen ¥,. Réwnania
na funkcje przemieszezen uzyskuje sig wychodzac z réwnan (3. 1) zapisanych w postaci:

.4

: e 2¢c
(3.2) Ly (Wj) = TDﬁ(l_) (€pes My O1a+5013)

gdzie L,; oznacza macierz operatoréw r62niczkowych réwnar (3.1). Wzory (3 3)
przedstawiaja poszczegdlne elementy skladowe tej macierzy:

+v
Ly =1-c*(V*}24,3,)— — ¢ 3, (24119,),

!_

Lia=—c ll_a (2A2+32)+ (2A1 —24231)]5 Lys=dy,

S L B |
3.3 21=—C 1 d, (24, + - (2 2—24, 2))

1+v
Lyo=1—c"(V>+424,0,)— 1—v ¢* 0,(24,+3,),

Lza =(?2 3 L31 =2A1‘3‘31 » L32:2A1+52 s

d
Las=24, 04V, Oy, VRedd,.

Rozwiktane réwnania na funkcje przemieszczei sg nastepujace:

‘ o2
(3.4) H(#Y WB(T %) (€pua Mg Opy +-Ps),  k=1,2,3,
gdzie
o2
H=det |L;;|= —v [(V2424,8.+v(A; 85— 45 8,1 [1— e* (V2 +4-24,8,)].

Pomigdzy funkcjami w, a funkcjami ¥, zachodzg nastgpujace zaleznodci:

¥, Ly, Ly Ly ¥ Ly, Ly L, Py
(3.5) wi =¥, Lyy Ly3l, wy=|L,; ¥, L3, Wy= |l Lip, ¥,).
¥y Lyy Ly Lyy W3 Lay Ly Liss ¥

W celu wyeliminowania w operatorze H pochodnych nleparzystych wprowadzo-
no nowe funkcje przemieszczen &;:

(3.6) ¢1’ = ?’i eA”x" .

Po wykonaniu odpowiednich operacji rézniczkowania réwnania na funkcje
przemieszezen modyfikuja sie do postaci:

3.7 o qH(®)=n,,

i
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A=[(V2—a?+v(24, 8,24, 8] [1 - (V> =a?)],

(3.8)
Ei = (DD eA,,x,,)u« ! (eBaS mB 5im+ﬁ5i3)a az :Aoc Anc .

Poniewa? forma charakterystyczna kaidego z réwnani (3.7), Gs =0+ 12,
jest okreslona, wige w catym obszarze zmiennosci x; 1 x, réwnania (3.7) sg eliptyczne
(por. [6], cz. I, str. 98).

Gdy plyta jest jednorodna (4, =4, =0), réwnania (3.7) uzyskuja znana postac
(por. mp. [3D): '

VEVE[l—-c2V]D,=m,.

Na podstawie zwiazkéw (3.5) i przy uwzglgdnieniu _zaleinos’.ci (3.7 wzory na
przemieszezenia w; przyjmuja nastgpujaca postac:

1+y

wmetenf 11— -1

(V- az)] %

—V

<@ mp] e i@ A @At

2

2re
+ (72 -0 014D (aZmAz)] @2—[(31_A1) [ et (72— a?)]+

6,2

2y
o Ga A2 (s 0324200 05,

2

2
(3.9) w2=e-Anxn{[[1+c2(V2—a2)] O1Ay) @y Ap)F e (V* — )

1—v

(@1~ A7) (32+A2>] «.m[[i e (V= a?)] (V2 —a?)—

1
i e -] (a%—Ai)] &, | @s— ) 11 -2 (V2 — )i
2yt ) ]
T (@A) (24591 -241 55) @3},

2

(32+A2)X

‘ 2ye
w3:e"*“n’°n{— [11-¢ @@t -1

(24, 8, — 24, al)] @, - [[1 — 2 (V7 — )] B+ As)

2

2 040 0 842,80 0t | 11—V )

2

2e 2yet
X [1 - 1——]} (V2 '—az)-l _j (2A1 32'—2A2 61)2] @3}.

1

Réwnania (3.7) i (3.9) sa rownowaine ukiadowi (3.1). Rozwiazania ukladu
réwnah (3.7) skladaja si¢ z rozwigzan szczegdlnych @, oraz rozwigzania ogdlnego
réwnania jednorodnego @°. Rozwiazania szezegdlne @, w wielu przypadkach mozna
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uzyska¢ za pomocy transformacji calkowych. Rozwigzanie ogdlne réwnania jedno-
rodnego _
(3.10) , H(®%=0

powinno by¢ tak dobrane, aby byly spetnione warunki brzegowe zadania. Poniewaz
operator f moina przedstawi¢ w postaci iloczynu dwdch operatoréw:

(3.11) A=fH,,

gdzie
H =(V?—a®Y-v(24, 8,24, a,)* i EZ=I—CZ(V2—QZ),

rozwigzanie ogélne sklada sig z dwoch czesci [8]:

(3.12) P=PL P,
przy czym funkcje @ i @ spelniaja réwnania:
(3.13) . H (=0 i H,($=0.

Szczegbdlowy tok postgpowania przy rozwiazywanin réwnan przemieszezeniowych
przedstawiony zostanie w nastgpnym punkcie niniejszej pracy i w przykladzie liczbo-

wym.

4. ROZWIAZANIA DLA OBCIAZEN SKUPIONYCH DZIALATACYCH NA PLYTE NIEOGRA-
NICZONA

Poniewaz rozwazania dotycza plyty nieograniczonej, zadanie sprowadza sig
do wyznaczenia rozwigzah szczegolnych uktadu réwnan (3.7). Rozwiazan poszuki-
wac bgdziemy za pomoca wykladniczej nieskoficzonej transformacii Fouriera,
okre$lonej nastepujaco ({10], str. 43-44):

1 [¢4) [=a)
Julay, az):z—?g f f F(by, by) e Cravtbadgh dp,

4.1 w @
1 .
SOy, xz)zg f _f Solag, az) emtxtaxd o gy,
gdzie i=)/=T.

Po wykonaniu transformacji réwnania (3.7) uzyskuja postaé:
{[(af +a§)+a2]2 —v(24, a,—24; 01)2} {1 +c? [(af—[—ai)%»aﬂ} éi‘vj? Ty (21, @2),
skad
4.2 éjj (%1, x3)=

’ -1
Ty (als az) g—i{aixitazxs) d’al daz

I o o
“2n i £ (@) + @V, a,- 24, a P} {1+ P @+ ) +aT)
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- Jesli dane sq obciaZenia j i my,, to po obliczeniu transformat funkeji 7; ze wzoru
(4 2) mozna wyznaczyé rozwigzania szezegélne ukladu réwnan (3 7).

Przejdziemy obecnie do omdwienia rozwigzan dla sily skupionej i momentu sku-
pionego. Rozwiazania te maja charakter rozwigzaf podstawowych, umozliwiaja-
cych budowe wzordw dla ziozonych przypadkdéw obeigZen. Dla uproszezenia obli-
‘czefi w dalszym ciggu ograniczymy si¢ do materialu o wsp6tezynniku Poissona v=0.

4.1. Dzialanie sily skupionef

Dzialanie sity skupionej (rys. 2) w punkcle o wspohrzednych (¢4, ¢,) odpowiada
przyjeciu, e obciazenie m,=0 (f. 7= &, =0) a p=—Pd(x,—11) 0 (x;—[2), gdzie

d (x) oznacza dystrybucje «delta» Diraca, Wobec tego na podstawxe . 8)Z i4.1),

sy o @100 L f o exp

—~on —oo

x [ba(— Ay tia)] 0 (b1 — 1)) 5 (by—t2)dby dby =

. . — t( Ay +1
Rys. 2 . 27;D0 o 4 “a)

Wyrazenie wystgpujace pod znakiem catki we wzorze (4.2) mozna rozbié na ulamki
proste:

By (x4, X)) = _“_e“tﬂAn f f e~ taalda —tad
[ AR S—r - ]d' d
a2 tad e (@+ajta)?  1+c (a+a+a") 1 6

Obliczenie calek wystepujacych w powyiszym wyraZeniu wykonano za pomoc
tablic H. Baremana [1]. Ostatecznie uzyskano:

(4.4) és (x4, xz):éa (r=

P {i K, (an)+262 [Ko (1) =Ko (ar)z},

gdzie

r:V(x1_51)2+(x2—¢2)2s PP=a*tec

Funkcje K, (") i K, () sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela drugiego rodzaju
(tzw. funkcje Mc Donalda).

Z budowy wzoru (4.4) widaé, ze funkcja &, jest osiowo-symetryczna. Dla r—o0
funkeja ta i jej pochodne dowolnie wysokiego rzgdu daza do zera. Zaleznos¢ mo-
dutu Younga od polozenia punktu na plaszozyznie §rodkowej uwidacznia si¢ do-
piero w wyrazeniach na przemieszezenia i sity wewnetrzoe [por. wzory (4.5)1 (4.0)].
Warto zaznaczy6, Ze w teorii plyty jednorodnej catki wyrazajace funkcje przemiesz-
czefi sa rozbiezne. W celu znalezienia przemieszezen w takiej plycie bierze sie pod
uwagg tylko czeéci skoficzone tych catek. Rozwiazania podstawowe dla jednorodnej
plyty Reissnera uzyskat ta droga R. GANOWICZ [3].
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Przejdziemy z kolei do obliczenia przemieszezen w;,. W tym. celu wykorzystamy
zwiazki (3.9), w ktdrych przyjmiemy, ze @,=0 i 453 =@,. Ostatecznie otrzymujemy
nastgpujace wzory: : :

Cp T4, ‘

W= D e Au Gy 1) [w;; 1K (ar)+(x,— 1) Ko (ar)],
4.5) p T ‘

Wy = 4D, e~ Ayl +f::) [7‘— K, (af')—i—_élcz Ky (ar)] .

Za pormoca réwnan (4.5) moina obliczy¢ sity wewnetrzne z zaleznosci (2.1):

Y

P
Mocﬁ = @ {eA" Co = t,,.) [aa!.fi - Am (xﬁ - rﬂ) - A.B (xez — ta:)] KO (&Zi‘) .

{(xm - ta) (xﬁ - tﬂ).
—ar -+

2

Aq Ay
(4.6) p ]K1 (ar)}

F

P -
T -'-4_111;(111 In) {A KD (ar)+a K1 (af )}

T

Wzér (4.5);, co latwo sprawdzié, gwarantuje spelnienie zasady wzajemnosci
przemieszczen. '

Jedli w réwnaniach (4.5) i (4.6) przyjac t',,gAzm() to dla x, =01 x, —oo prze-
mieszezenia w; bardzo szybko maleja do zera, podezas gdy momenty zginajace
wolno narastajg do minus nieskofczonodcei. Natomiast dla x,=0 i x, »—co obser-
wujemy z kolei, ze sity wewngtrzne szybko maleja do zera, a ugigcia W, narastaja
powoli do nieskorczonosci. Wynika stad wniosek, ze w plytach nicjednorodnych
zaburzenia moga rozchodzié si¢ nieograniczenie. NaleZy jednak zaznaczyé, Ze po-
tencjat spreZzysty maleje do zera w miarg oddalania si¢ od punktu przylozenia sily.

Zwrodmy uwage jeszcze na fakt 7e katy obrotu W, 1 sily wewnetrzne nie zalezg
od parametru uwzgledniajacego rzad grubodei plyty, ¢®=h%/10; zalezy od niego
jedynie ugiecie plyty Ws.

4.2. Dzialanie momentu skupionego

Za pomoca rozwigzania dla sily skupionej mozna otrzymaé rozwiazanie dla
momentu skupionego pary sit pionowych (rys. 3). Rozwigzanie to uzyskuje si¢

a.

M=lim Pe= cansf ] ;
g0 J,HE S R,
P oo o . ! Xy

Rys, 3 - o ‘ Rys. 4
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przez proste rozniczkowanie rozwiazania dla sity skupionej wzgledem wspdirzednych
x,. PoniewaZ postgpowanie w takim przypadku jest na ogdl znane i nie wnosi nowych
elementéw, omdwimy dzialanie skupionego momentu powierzchniowego, M=
=M, +M,. Odpowiada on dziataniu sil poziomych (rys. 4). W réwnaniach prze-
mieszczeniowych nalezy przyiad '

My=M, 8 (x,— 1) 3(x,— 1) | 73=0, &,=0.

Funkgje &, okresla wzdr (4.4), w ktérym zamiast P naieiy podstawit —eg,; M,
Przemieszezenia w; wyznaczyé moZna na podstawie zaleZnosci (3.9). Dla przypadku
M=M,, M, =0 otrzymano nastgpujace wzory:

4 (x2 - t;)_)z
e~ Anle bty S K (ar)+- “‘“T'_ Ko (br)+

. M,
W1 4D,

(2 —1.)*—(x, . t1)?

142 = [6K (br)—aK, (ar)]+-
an - 45‘;10 eﬂ,,(x,,ﬂ,,}{{Al (3= 12) = Ay (50— 1)] Ko (ar) -

4 g’“*—“?fi‘iﬁfcﬂ(m)ﬁf [A1 Cer= 1) = 45 (2 = 1) -

i ’j)z (x2 *’2)] [BK, (br)—aK, (ar)] -

~ [az (x; *i 12) (a—ts) A, Az] [4cz Ko (br)—4c? K, (ar)wL;r K, (ar)]},

. M,
Wy = —

. , .
" dnD, ey Gy +y) [AI ?I{l {ary—(x, -1 K, (ar)J .

Gdy M=M,, M, =0, formuly na funkcje W, otrzymuje si¢ z réwnan (4.7) przez
zamiang wskaznikéw 1 i 2. Sily wewnetrzne mozna obliczy¢ ze wzordw (2.1).

Interesujace jest, ze ugigcie plyty w, nie zaleZy teraz od rzedu grubodci plyty,
podezas gdy w przypadku dzialania sily skupionej od rzedu grubodci plyty nie zale-
zaly katy obrotu w, i sily wewnetrzne. Nadto odnotowujemy tutaj wystepowanie
tensora obrotéw w,, =1 (o, gy, o), pONiCWaZ wy 2 # W, ;. Tensor obrotéw
w przypadku plyty obcigzonej sita skupiona jest réwny zeru. Jak widaé, dziatanie
momentu pary sit poziomych daje efekt jakosciowo rézny od dzialania momentu
pary sit pionowych. Na fakt ten zwraca uwage R. GANOWICZ 13].

W podsumowaniu warto zaznaczyé, 7e z przedstawionych WwyZej rozwiazan nie
mozna bezposrednio przejsé do rozwigzan dla plyty jednorodnej. Przyimujac bowiem
A, =0, stwierdzamy, ze funkcje &, nie maja granicy wlasciwej. Jezeli jednak wyznaczyd
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czgéci skoniczone tych funkcji wzgledem odpowiednio dobranego ukiadu odniesienia
{por. [6] cz. IL, str. 146-154), to okaze si¢, Ze sa one identyczne z {funkcjami uzyska-
nymi przez R. GanNowicza dia plyty jednorodnej [3). Do wniosku powyzszego
dochodzimy bezposrednio, o ile poszczegolne sktadniki rozwigzania przedstawimy
w postaci calek Fouriera. Jeshi w wyrazeniach podcatkowych przyjmiemy, ze 4,0,
to otrzymamy obok calek zbieznych pewne catki rozbieine. Biorac czeéci skoficzone
catek rozbieznych oraz funkcje odpowiadajgce catkom zbieZnym otrzymuje sie
taki sam wynik, jak w teorii plyty jednorodnei.

5. PRZYKLAD LICZBOWY

Dla uwidocznienia charakterystycznych réznic miedzy wynikami, jakie daja
teorie plyt jednorodnych i niejednorodnych, przeprowadzono przeliczenia plyty dla
nastepujacych danych:

—modut Younga E (xy, X,)=F (x}=E, e24=,

— wspdlezynnik Poissona v=0,

— parametry state 4=0,1/"1, ¢~?=125["2, gdzie / oznacza pewng poréwnaw-

czg dingosé. Plyta obcigZona jest sita skupiona.

1. Na rys. 5 przedstawiono wykresy sit wewngtrznych uzyskanych na podsta-
wie wzorow (4.0). Wykresy te odnosza si¢ do plyty kwadratowe] wycietej z plyty
nieograniczonej, Sila skupiona usytuowana jest centralnie w stosunku do wycigtego
kwadratu. Interesujgce jest, Ze moment zginajagcy M, w punkcie (1, 0) osiaga war-
toé¢ ujemna, co moZna tlumaczyC jake efekt pewnego «utwwrdzenla» phyty na tej
krawedzi, gdzie sztywnos¢ jest wieksza.

2. W teorii piyt jednorodnych do najprostszych zadan nalezy przypadek dzia-.
tania obcigzen skupionych na pdinieskoficzona plyte podparta swobodnie na kra-
wedzi, Rozwiazanie tego zadania uzyskuje sie bezposrednio z rozwigzah osobliwych
dla plyty nieograniczonej przez fakie usytuowanie obcigzen, aby krawedZ plyiy
byla osig antysymetrii,. W omawianym przypadku plyty niejednorodnej ustawienie
dwdéch sit skupionych --P 1 —P jak na rys. 6 spelnia warunki: My, =w, =w,=0
dla x,=0, co odpowiada «krawegdzi swobodnie podparte] z przepona».

3. Opisany wyzej sposdéb zawodzi, gdy zastosujemy go do brzegu x, =0, Jedli
jednak odpowiednio zrésnicujemy intensywnoéé obcigZe, to moina spetnié czesé
zadanych warunkdw. Z superpozycji dziatania dwdch sit: +Pett i —Pe=4% (rys. 7)
wynika bowiem, e w,=w,;=0. Rézny od zera pozostaje moment zginajacy M, :

h . PAr, ey
3.1) M (0, x2) = Ko (4r), r=V L2

Aby speti¢ warunek My, (0, x,}=0, dodamy rozwiazanie regularne @°, ktére
sktada si¢ z dwéch funkeji @ i @ (por. p. 3). Funkcje te sq rozwiazaniami réwnan
jednorodnych:

(5.2) (V2 A2 5=0, [V (d24c"2)] B=0,
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Ponadto musza byé one tak dobrane, aby byly spelnione warunki ‘brzegowe

¢.3) wa0x)=w3 (0, x2)=0, M (0, x)=~ M1 (0, %)=~ M(x,).

X2 Co
t=t=1/3
ae7317
Xp +s
- govoss
Sl 4p 01027
4 ‘ ' e
____________ o on7zg el _
o A o
9P 4 E =
',:olM'rq(GXz) : %Qf[@xé)
Rys. 6 Rys. 7

Nalezy wigc okrefli¢ jeszcze zalezno$é funkeji w? od funkeji @ i @. Jednorodne
réwnania (3.1) beda spelnione toZsamosciowo, jezeli przyjmiemy

__ wi=e 4w [— (3, — A,) D+(3,+4,) B,
G4 Wy me A% [ (8, — ) B—(0+4,) B],

wy=e 4wt [| —2e (V2—a?)] &.

Zwigzki (5.4) sa pewnym uvogdlnieniem zaleznosci, ktéra podal R. GANOWICZ
[3]. Gdy przyjaé 4;=A4,=0, to réwnania (5.4) przechodza w réwnania (2.8)
podane w cytowanej pracy na str. 60 dla przypadku, gdy v=0.

Po uwzglednienin (5.4) oraz réownasi (2.1) warunki (5.3) moZna zapisaé nastepu-
jaco:

—8, (0,4 4) D= [V2—(A424-0,5¢72)] &=

63 _ M)
(@1 =AY D40, (0, — ) D= ——

Na réwnaniach (5.2) i (5.5) wykonamy wykladnicza transformacje Fouriera
wzgledem wspodtrzednej x,. W rezultacie otrzymamy réwnania rozniczkowe zwy-
czajne ze wzgledu na x,:

D, —2(B3+ A7) B+ (@3 + A7) B, =0,
(5'6) EII 2 -2y =
‘;Dw%(a2+A2+c 2) djw=0

oraz warunki brzegowe
ia, éw - 5{;: ;AQZS‘v =0,
_ _ _ - » M, (a;)
5.7 —BU-24F" — A% B, —ia, B, +ia, AD,= fw—%—i,
A0

B — (@3 + 42 10,5¢-%) &, =0.
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Rozwigzania réwnan (5.6) mozna przedstawié nastepujaco:

ij(x1)=C1 es;x;+C2 €R5[x1+C3 X, es1x1+C4 Xy e"‘Sl)ﬂ,

(5.8) .
P, (x1)=Cs e 1+ Cge™ ™%,

gdzie _
‘ si=5y (@) =Vat 42, s=s5,(@)=Vd+A 2
Poniewaz z wlasnoéci funkeji przemieszezei wynika, ze dla x,—oco funkcje @
id maja dazyé do zera, to stale C, =C;=C;=0. Podstawiajac réwnania (5.8) dla
x,; =0 do warunkéw brzegowych (5.7) otrzymujemy ukfad algebraicznych réwnan
liniowych na stale C,, C, i Cy:
iy Oyt (5, 4) Co=0

w

Dy’

s+ A)? C+2(s,+A) Cytiay (s,7+4) Co= —
C,-+4c? 5, C,=0.
Wyznacznik tego ukladu
A= —=2(A+s,) [(5:— A)+4c* A 5, (82 —5,)]#0.

Wynika stad, 7e¢ rozwigzanie réwnan (5.2} dla przyjetyeh warunkow brzegbwych
jest jednoznaczne. Stale catkowania wyrazaja nastqpujace WZOry:

4¢? 5y (s,—A) (s A)
C'2: _Mw i ) C4 W : 3
Dy 4 Dy A
- cc-
o Ats a0 1 . . PAr gmttnt
,(-jﬁ iM, D Aﬂ T Mw(az):%;—i Mll(oaxz)eﬂzxzdx;!:mA-

Poszukiwane rozwigzanie reguiarne @°=H-L @ otrzymamy wykonujac tran-
sformacjg odwrotng funkcji @, i @,, uwzgledniajac wartoéei obliczonych statych
catkowania,

Dalsze rozwazania ograniczymy do obliczenia sily poprzecznej na brzegu x; =0.
Wychodzac ze wzoru (2.1), po uwzglednieniu zaleznodci (5.4) oraz wykonaniu
transformacji otrzymano wzor

At enn

0 I .
Qlw(O, a,) ]/27: s (s;+55) (Sz—A)+4AS;

Wystepowanie parametru s, {(@2,) W powyZszym wyrazeniu $wiadczy o tym, Ze
funkcja @ nie jest tozsamosciowo réwna zeru, jak to ma miejsce w teorii pyt jed-
norodnych dla omawianego warunku brzegowego. Funkcie QF (0, x;) otrzymamy
wykonujac transformacie odwrotnq

PAt 1 e ™% cos a, X,

‘J (s517+52) (52— A)+ 4Aéﬁd

Q? (0’ xz)
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Uzyskana calka jest zbiezna, jednak obliczenie jej Jest dosyé ucigzliwe. Podamy jej
wartod¢ dla x;=x,=01i ¢ =1/3;

0%(0, 0)=0,079042P/ i .

Wartoé¢ ta w poréwnaniu z sita poprzeczng 0, (0, 0)=2,79330P/n! jest niewiclka.
Wplyw regnlarnej czgsci rozwiazania moze byé wigkszy przy silniejszej nigjednorod-
nosci materiatu plyty. '

4. Na zakoficzenie podamy wykresy sit brzegowych dla Cwieréplaszezyzny
obcigzonej sita skupiona Pet” w punkcie o wspotrzednych ¢, =¢, =¢=1/3 (rys. 8).

Spetnienie warunku swobodnego podparcia
na krawedzi x,=0 wymaga, podobnie jak
w przypadku omawianym wyZej, dodania roz-
wigzania regularnego @° dobranego tak, aby
My, (0, x;)=0. Sposéb postegpowania bedzie
analogiczny do podanego w zadaniu dla pét-
plaszczyzny.

%@&Xz)

6. WNIOSKTY

1. Réwnania przemieszczeniowe dla plyty

o niejednorodnosei wykladniczej tworza uktad

Rys. 8 . trzech réwnan IT rzedu o statych wspdlczynni-

kach. Rozwikianie tego ukladu mozna uzyskaé

stosujac metode G. C. MoisiLa [7]. W efekcie otrzymuje sig¢ trzy oddzielne rownania
na trzy funkcje przemieszczen W,. |

2. Wprowadzenie nowych funkcji przemieszczen D, =Y, ety znacznie ulatwia
rozwigzanie uktadu réwnan przemieszczeniowych, poniewaz w ukladzie tym
wszystkie pochodne nieparzyste znikaja.

3. Z rozwigzan dla obcigzen skupionych wynika, ze zaburzenia w piytach nie-
jednorodnych mogg rozchodzié sig nieograniczenie, przy czym jednak potencjat
sprezysty zanika do zera w miarg oddalania sie od punktu przytozenia obcigZenia.

4.. Przyktad liczbowy ilustruje sposéb otrzymywania rozwigzan dla plyt czedcio-
wo ograniczonych za pomocy rozwigzan dla plyty nieograniczonej. Stosowanie zna-
nego z teorii plyt jednorodmych sposobu superpozycji obcigZen jest celowe z tym
jednak zastrzezeniem, Ze wartodci obciazer nalezy zréznicowad odpowiednio do
zmiany sztywnosci plyty. Sposob ten pozwala spelnié dwa warunki dla «brzegu
wolnopodpartego z przepona». W celu speinienia trzeciego warunku brzegowego
nalezy dodaé rozwigzanie regularne, bedace rozwigzaniem rownania jednorodnego.
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PeswomMme
IUIACTUHA THIIA PEMCCHEPA C BKCIIOHEHIIMAJBFHON HEOJHOPOAHOCTLIO

B paBoTe BHBENCHE YPABHEHES B IIEPEMCLICHHAAX JUi TRACHHO-YIIPYToH M30TPOMHOA ITHACTHHEL
Tyma PeiiccHepa mocTosHHOM Tomupuail Ilpenmosaraercs, wTo mopynk IOmEra marepmana
YINECTHHET 3aBHCHT JKCOOHEHI[EANbHO OT KOOPHWHAT CPeHHOH ITOBEPXHOCTH (IACTHHBL
VpaBHeHds 1peobpa3oBafbl K TPEM OTAESNBHBIM COOTHOIICHHSM (IS dynxuyit mepemMerneryii.

HonyyeHo CHHTYISPHOE PEmMeREe [/ CHyYas HeOTPARHYSHBOE NIACTHHBL 10K HeHcTBHEM
COCPeOTOYCHIBIX CHABI ¥ MOMeHTA. JHCHeHHBH WPHMED HAIOCTPHPYET cuocofrl pemeHms
HEKOTOPRIX KPACBLIX 3aZad Jird YACTHIHO OFpARMYeHUEX MIacTyH, O0iye PesyILTATH IPAMCHERE
K HEKOTOpo# MOJeNy yNpOMeHHol YIacTHHRL THoa PeficcHepa, B KO¥OPOH HE YIUTHIBASTCS BIH-
AHKE TOTEPETHRIX HOPMATERBIX HANPAKEHRA. D10 YIPOIEHWE HPEATOKCHO, WCXOLL H3 PE3ylis-
Tatros I'amosrua {3].

SUMMARY
THE REISSNER PLATE WITH EXPONENTIAL NONHOMOGENEITY

The paper presents the displacement equations for a linear-clastic, isotropic Reissner plate of
constant thickness, the Young modulus of the material being an exponential function of the middle
surface coordinates. The equations are reduced to three separate equations for the displacement
functions. In the case of an infinite plate, the singular solutions corresponding to concentrated
forces and couples are given. The numerical example demenstrates the method of solution of certain
boundary value probiems for partially bounded plates. The considerations are generally refersed
to a simplified model of a Reissner plate in which the fransversal normal stresses are disregarded.
This simpliﬁca_tibn was made in view of the results of the t.raper by R. Ganowicz [3].
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