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OSIOWO-SYMETRYCZNE ZAGADNIENIE TEORII KONSOLIDACH
W PRZYPADKU POWIERZCHNI PRZEPUSZCZALNEJ DLA CIECZY

ZENON K O N C Z A K (POZNAN)

Wsrtgp

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie wzoru na osiadanie powierzchni
polprzestrzeni konsolidujacej. Za podstawg rozwazai przyjmujemy teori¢ przepltywu
cieczy przez porowate ofrodki odksztalcalne, sformulowang przez Biota [213]

Zajmiemy sig przestrzennym przypadkiem odksztalcenia szkicletu. Przyjmiemy,
7e rozwazana pdlprzestrzen obciazona jest w chwili #=0 nagle przylozong do jej
powierzchni sita skupiong. Zatozymy, Ze ciecz moie swobodnie wyplywaé przez
powierzehnie ogramiczajaca pdlprzestrzen.

Za punkt wyjéciowy przyjmiemy uktad podstawowych réwnan teorii konsoli-
dacji wyrazony w przemieszczeniach. Przy rozwigzaniu tego ukladu oprzemy sig
na pracy W. DERsSKIEGO [5]. Nie uczynimy Zzadnych zaloZen upraszczajacych, ktore
ograniczylyby wyniki do $cisle okre§lonego rodzaju ofrodka, poza zalozeniami li-
niowej teorii konsolidacii. :

Podobonym zagadnieniem zajmowah sig MANDSL [11 i 12] oraz MCNAMEE
i Gieson [14 i 15], ale dla przypadku osrodka niefci§liwego.

W ostatniej czeéci pracy pokazemy zwigzek pomiedzy otrzymanym roZwigzaniem
i rozwiazaniem Boussinesqa znanym z teorii spreZystoéci. Dla ilustracji otrzymanego
rozmaczama podamy przykiad liczbowy dla polprzestrzem w postaci piaskowca
nasyconego ciecza.

- 1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

W naszych rozwazamiach bedziemy rozpatrywali osiadanie pélprzestrzeni kom-
solidujacej pod dziataniem sily skupionej. Taki przypadek jest zagadnieniem obro-
towo-symetrycznym. A zatem dla prostoty opisu postuzymy sie uktadem wspdl-
rzednych walcowych.

Przyimujemy, e sita P przylozona jest prostopadle do powierzohni polprzestrzeni
i jej kierunek jest zgodny z kierunkiem osi z (rys. 1). .

W przyjetym ukladzie wspolrzedaych réwnania réwnowagi wewnetrzaej z pomi-
nieciem sit masowych sprowadza sig do dwoch réwnan {3]
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przy czym o,; sa wspolrzednymi tensora stanu napreZenia przenoszonego przez
szkielet sprezysty, o= —pf jest hydrostatycznym stanem napreienia przenoszonymni
przez ciecz Wypelniajaca pory szkieletn, gdzie f jest porowatodcia szkieletn, a p do-
datnim parciem cieczy.
Druga grupe réwnan tworza zwiazki geometryczne, ktdre dla IroZWazanego
", zagadnienia obrotowo-symetrycznego przyjmuja postaé
Lo dut i dw i (Bw au)
a2 R AR P P
gdzie 1 i w oznaczajy przemieszczenia szkieletu, » oznacza przemieszczenia promic-
niowe, w przemieszczenia w kierunku osi z.
Stan napreZenia i odksztatcenia w osrodku
wigza zwigzki fizyczne [2]
O =2Neg,, + (Ae+06),
Oas=2Negy+(4e+00),
L3
(1.3) 0 =2Ne,+(Ae 1 08),
Oz =2Ne,,, o=0z+RO,

przy czym e=g.,+&t+4,, jest dylataciy
szkieletu porowatego, © oznacza dylatacje
cieczy, a wielkoSei N, 4,Q i R sa czte- ‘Rys. 1

rema stalymi ofrodka. Wedlug pracy [4]

M. A. Biota i D. G. WiLLIsA stata N odpowiada modulowi odksztalcenia postacio-
wego, a pozosiate wielkosdci sg okre§lone przez wzory

L gprpa—an(i->
Lipra-op(t-2)

A= 52 _?N;
'}’+5—;
(1.4) /1_ ﬁi
Q=——5—, R=—""7%,
yté—— rHo——~

przy czym y, 6 i « sa wielko§ciami wyznaczonymi z do$wiadczenia (blizsze
szczegdly — por, pracg Biora i WILLisa [4]).

Z budowy zwiazkéw (1.4) okreslajacych stale Q i R wynika natychmiast, ze
daza one do zera, gdy f—0. '

W dalszych rozwazaniach ze zwiazkéw fizycznych (1.3) eliminujemy dylatacje:
cieczy za pomoca ostatniego z nich i napiszemy

. Jr‘r=2'N&rr+ (Ms_i"-io'), 099:2N£33+(M8+% U'),
(1.5 . 0 ‘
Gzz=2N8zz+ (M8+?O'), UerZNgzrs
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gdzie
QZ
(1. M=A4-—.
{1.6) A %
Wykorzystanie wzoréw (1.4) pozwala stwierdzié, ze M jest rézne od zera, gdy

Jf—0. Mamy bowiem

y 9 8\z

“a+f2+(l—2f) l—; — l—f“-c"; 5 {
lin:) 5 —?N :g"‘?N.
= }’+5“;

Dia o=0 stata M okreslona wzorem (1.6) speinia rolg stalej Lamégo, co wynika
z budowy zwiazkéw fizycznych (1.5).

Réwnania (1.1), (1.2) oraz (1.5) uzupeinia prawo przeplywu cieczy przez oSrodki
porowate odksztalcalne (prawo Darcy’ego), ktore napiszemy w postaci [5]

d
Q.7 cVie=0-¢, (.):5?’

p}zy czym ¢ ozpacza Wspolezynnik przepuszezalnodcl ofrodka dla cieczy, £ — czas.
W réwnaniu przeptywu ntozsamili§my pochodna substancjalna z pochodng lokalng.

Tym samym ograniczyliémy nasze rozwazania do takich przypadkéw, w ktorych .

pochodna konwekcyjna jest pomijalnie mata w poréwnaniu do pochodnej lokalne;.
- Innymi slowy, ograniczyliémy klas¢ rozwazanych zagadnied do przypadkéw ma-
tych przemicszezen.

W dalszych rozwazaniach postuzymy si¢ inpa postacia réwnania przeplywu.
Wyeliminujemy z niego wielko$§¢ @ za pomocg ostatniego ze zwigzkéw fizycznych
(1.3) i w wyniku ofrzymamy: '

1.8 cvzc:=i &~£a’ H=0+R
R R )

Uklad réwnafi teorii konsolidacji wyrazimy w przemieszczeniach. W tym
celn w réwnania réwnowagi wewnetrznej (1.1) podstawimy zwiazki fizyczne (1.5),
wykorzystamy zwigzki geometryczne (1.2) i po uporzadkowanin wraz z réwnaniem
{1.8) znajdziemy

2 or R or’
{1.9) NV2W+(M+N)E'2 _*{{ E{“
‘ dz R 9z’
1, 7, % 1 4 a2
cVzazEahﬂ“}{a, V2=‘&7+7“g+@.

Réwnania (1.9) stanowia sprzezony uklad réwnan teorii konsolidacji w przypadku
obrotowo-symetrycznym. Sa one sprzgZone za pofrednictwem funkcji parcia cieczy o
i dylatacji szkieletu e.
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Rozwigzanie ukladu réwnan (1.9) musi spelnia¢ nastepujace warunki brzegowe:

—P
(110) [Uzz (F, Z, t)]z=0=%5(r)7?(t)a [J (f'_., z, t)]z:0=03 [521' (r: Z, I)]z:0=0 >

edzie & (r) jest funkcja Diraca, a 5 (f) jest funkcja Heaviside’a.
7 Poniewaz uklad réwnan (1.9) zawiera pierwsze pochodne wzgledem czasu,
przeto nalezy podaé wartodci rozwazanych funkcji w chwili czasu ¢=0. Warunek
poczatkowy dla tego uktado réwnan jest w chwili obecnej kontrowersyjny. Niektarzy
autorzy (np. Bior [1], McNawMEE i Giason [14 i 15]) stosujg do rozwiazania zagadnien
teorii konsolidacii transformacje Laplace’a i przyjmujg przy tym, ze w chwili czasu
=0 poszukiwane funkcje parcia cieczy ¢ oraz przemieszezenia szkieletu u i w réw-
naja sie zeru w calym badanym obszarze. Otrzymane przez nich wyniki nie speiniaja.
warunku poczatkowego. Wymienieni autorzy stwierdzaja ex post, %e mamy do czy-
nienia z osiadaniem «natychmiastowym». Autorowi ninigjszej pracy wydaje sig,
7e w przypadku istnienia odksztalcen natychmiastowych nalezatoby uwzglednié je
w postaci warunku poczgtkowego. Temu zagadnieniu pos$wigcona jest praca W. DER-
sKIEGO i I. KIsIELA [6]. W naszych rozwazaniach przyjmujemy, podobnie jak wspom-
niani autorzy, ze istnieja odksztalcenia natychmiastowe i Ze wraz z nimi wystapt
natychmiastowe parcie cieczy o rézne od zera. Oznaczymy te funkcje wskaZnikiem
gOrnym zero: ‘
E (111 o(r, z, t=0)=0OXr, 2), ulr,z, t=0=uNr, 2}, w(r, z, t=0=w02).
Sg to warunki poczatkowe, ktére — jako funkcje miejsca — musza spetniac uklad-
réwnan
3 H 959
& R ¥
Ae(®) H d0©®
&z R dz °
Rozwigzanie tego ukladu musi spetniaé¢ warunki brzegowe (1.10).
Istnienie funkcji (1.11) mozna uwzgledni¢ formalnie przy stosowaniu do uktadw
réwnan (1.9) transformacji Laplace’a, okredlonej wzorem [7]

N(V2 — 11—2) U 4 (M4-N)
(1.12)

NV +(M+N) V2ol =0,

(1.13) @, %, &)= [ (t w, o)™ ds,
0

przy czym s=y-+if jest zespolonym parametrem transformacii.
Po wykonaniu tej transformacji uktad réwnan (1.9) przyjmuje postaé
1 e 0 o
N Vz—r—z ﬁ-l-(M-i—m?: - A

R or’
) ag™ H é&o
(1.14) . - e __Aaer
. NY w+(M+N) P e

cVzc’fﬁ—S—(& —ia(‘)}) *SH(E—L E(OJ).
R s R Ky
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Rozwiazanie szozegdlne tego uktadu réwnan, odpowiadajace funkcjom o i '),
jest matychmiastowe i moze mie¢ postac ‘

{
(1.15) . —_— 5(1)=m; g®,  g—gle,
S : B

Jak latwo zauwazyé

(1.16) limsoM =g,  limg) =g,

S o ‘, S o
Rozwiazania szczegélne (1.15) sa tylko rozwiazaniami formalnymi, poniewaZ nic
nie wiemy o ich postaci. Ta posta¢ okre$lona jest przez rozwigzanie ukiadu réwnan
(1.12) oraz warunki brzegowe (1.10). '

We wspomniane] juz pracy [6] DErsk1 i Kuster wykazali, ze rozwiazanie o(,
#©® i w© otrzymuje sig automatycznie mimo przyjeeia, ze wartoSci tych funkcji sg
zerami w chwili czasu #=0. Potwierdzimy to przy koficu naszych rozwazaf.

W dalszym ciggu bedziemy si¢ zatem zajmowali budows rozwigzania prze-
transformowanego ukladu réwnan (1.14), w ktérym przyjeto o'®=0, =0
i w®=0:

, by 6  H Jo
N(V -;)u%—(M—}-N)E— —? P
(117 NV? 1T»+(M+N)£é~3—= s

' < oz R 3z~

. 5 . H
CVzd:—ﬁ'o’—s-R—s.

Przetransformowane warunki brz.egowe (1.10) po uwzglgdnieniu przedstawienia
catkowego funkgji Diraca przyjmuja postaé

. P . i
118 [Gukeo= 5 [ Wol)de, [6:1ep=0,  [5mo=0,

0

przy czym Jo (ar) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu zerowego.

2. BUDOWA ROZWIAZANIA

Zajmiemy sig rozwigzaniem ukladu réwnan (1.17). Jest to ukiad sprzgzowmy
za posrednictwem funkcji ¢ i & W celu jego rozprzezenia, skorzystamy z metody
podanej przez W. DERSKIEGO w pracy [3] 1 pierwsze z nich zrézniczkujemy wzgledem
r, drugie natomiast wzgledem z, a ponadto pierwsze pomnozymy przez 1/r. Po do-
danin stronami i uporzadkowaniu otrzymujemy

H

e g2
RGi+2m) " O

2.1) Vii=
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Nad ostatnim z réwnan (1.17) wykonujemy obustronnie operac_]tg Laplace’a, wy-
korzystujemy zwiazek (2 1) za pomoca ktdrego rugujermy &, i zamiast przetransfor-
mowanego réwnania przeplywu (1.17) otrzymujemy réwnanie

3 R(M+2N)*H?  A+R+2(N+Q)
cR?*(M+2N)  c¢(AR—Q*+2NR)’

2.2)  V*V?o=sKV?q

Rc\)zwiqzanie tego réwnania ma postaé [5]
e G
sK
przy czym @, jest rozwigzaniem réwnania Helmholtza .
(2.4) - V2§, —5Kp,=0,
podezas gdy ¢, jest funkcja harmoniczng spelniajgca réwnanie
(2.5) V2gp,=0.

Dla zbudowania rozwigzania szczegGlnego réwnan przemieszezeniowych (1.17)

~

wprowadzimy transformate Laplace’a funkcji potencjata przemieszezenia & & zde-
finiowang wzorami:

(2.6) iy —

Wzory (2.6) podstawimy w réwnania przemieszezeniowe (1.17). Porzadkujemy je
i catkujemy: pierwsze wzgledem r, drugie wzgledem z. W wyniku otrzymujemy
jedno réwnanie Poissona: ;
H O+ R
R(M+2N) AR—Q*+2NR’

@mn V2p=—K,o, K =

Uwzgledniajac o wyrazone wzorem (2.3) znajdujemy [5]

K . .
@8 b=— (pa=72),

przy czym g, jest funkcjg biharmoniczng i taka, ze
(2'9) . vz &3:61-

Za ﬁommq rozwigzania (2.8) nie mozemy w ogélnosci spelni¢ wszystkich warunkow
brzegowych. Ponadto rozwiazanie (2.8) spelnia réwnania przemieszezeniowe (1.17)
i réwnanie przeplywu (2.2), ale nie spelnia wyjsciowego réwnania przeptywu (1.17).
W celu spelnienia warunkéw brzegowych i réwnan (1.17) dodamy rozwigzanie
jednorodnego ukiadu rdwnan:

! : P |
(.10) N(VL;;)&+(M+N)-67=0, NV ok (M +1) 5=
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Rozwigzanie ukladu (2.10) przyjmujemny w postaci funkeji naprezen Love’a, ktdra
okredla transformaty przemieszezenh wzorami [16]:

M+N &% M+2N . M+N 3%}
(2.11) ;= — T, WyEm—————Viy— ———
N Ordz N N 22
przy czym funkcja y jest funkcja biharmoniczna spetniajaca réwnanie
V2V2 x=0.

Poszukiwane rozwigzanie uldadu réwnan przemieszczeniowych (1.17) ma zatem
postad sumy

=i, +fl,, W=1W,+Ww,.
Aby suma ta byia istotnie rozwigzaniem ukladu réwnan (1.17), musi byé spehione
rownanie przeptywu (1.17);. Wprowadza to dodatkowy warunek wiazacy funkcje
@, 7 funkeja :

. a -
(2.12) eRps+sH——V? 1=0.

3. WYBOR FUNKCII WYSTEPUSACYCH W ROZWIAZANIU

7 kolei przystapimy do wyborn funkcji ¢, @5, 92 1 ¥ wchodzacych w sklad
Tozwigzania, '

Funkcje, z ktdrych budujemy rozwigzanie przetransformowanego ukladu TOW-
nad {1.17) przyjmujemy w postaci nastepujgcych calek Hankela:

o

P, = f A e 2 Jg(ar)de, @,= fB(o:)e—Z‘!jd“rsK.fo(ocr)dcc,
0 0

(3.1)

[+ o
2= [ wzC@ye~Jo(or)da, 7= [ 1@ +azE(w)] e Jo(ur)da,
4] G
przy czym A (o), B (), C{v), D (e0) i £ () sa chwilowo nie znanymi finkcjami pa-
rametru . .
O takim wyborze funkcji zadecydowaly warunki brzegowe. Mianowicie z warun-
kow tych wynika, ze przy r—0 funkcja podcatkowa nie moze byé réwna zeru.
Ten warunek spelnia funkcja Jy (or).
Rozpoczniemy od wyznaczenia funkcji o. Zgodnie ze wzorem (2.3) ma ona
postac

o0 1 o3
(3.2) = f Blo) e=VeF ok Jo(ar)da—— f A e~ o (ar) de. .
(0] a

Funkcja o musi spehiaé przetransformowane warunki brzegowe (1.18). Po wyko-
rzystaniu ostainiego z nich otrzymujemy zwiazek

1
(3.3) Ba)=—g 4@,

Rozprawy Inzynierskie —3
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za pomoca ktdrego moZemy Ze WZOTU (3.2) wyeliminowaé B (o). Otrzymujemy
~ 1 ~ /'2_—*
(3.4) G=—c f A (o) (e VP — =) Ty (ar) .
0

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia funkcji potencjatu @. Jak wynika ze wzoru
(2.8), sktadaja si¢ na nie dwie funkcie @, oraz fs, ktore okresione s wzorami (3.1),
i(3.1),. Statg C(o) ze wzors (3.3) okresla funkcja @, za pomoca zaleznoscl (2.9).
Wynika z niej, ze C(o)= — A (o)2a2. Zaleznos¢ ta pozwala napisa¢ zamiast (3.1)s

[za)

. z
(}3.5) @y = — f “Z;A(ot) e~ Jo (er)den .

0

Na podstawie wzoru (2.8) przy uwzglednieniu zwigzku (3.3) mamy

= K, ¢z C K Yowue
(3.6) b= % i;A(a)e‘“‘JD(o‘.r)da—?z_K—zfA(oe)e_z'“"'s Jo (oer)do.
o 5

Pozostaje jeszcze do wyznaczenia funkcja y. Pamigtamy, 2e funkcja y musi
spelniaé warunek (2.12), z ktdrego otrzymujemy zalezno$é

(3.7) ¢RA(a)=—2sHo® E(o).

Staly E(x) wyrazamy za pomoca A («) 1 mamy

. r cRz
(3.8) 7= OJ {D(@—m A(of.)] e~ J o () dot..

4. WYZNACZENIE TRANSFORMATY ROZWIAZANIA

Funkcje & i ¥ okreslone wzorami (3.6) i (3.8) opisujg skladowe stanu naprezenia
i za ich po§rednictwem musza spetniaé przetransformowane warunki brzegowe (1.18).
Warnnki te po wykorzystaniu zwiazkéw fizycznych (1.5) i geometrycznych (1.2)
oraz po uwzglednieniu zwiazkéw (2.6), (2.7) i (2.11) prowadza do ukiadu réwnan

(CRN 2NK1

P
- 2 3 _
T + g ¢ )A(oc) 2(M -+ N)o* D (o) s

@.1

(NK1 | cRM INK,

sK sH - K2 “]/;’?ISE)A(ﬂ)+2(M+N)a3D(a)=0,

z ktérych wyznaczymy poszukiwane funkeje A (&) 1 D (a). Dodajac stronami ukiad
réwnan (4.1), znajdziemy

g S0

sa; ot — l/oa2+ﬁ’

4.2) A(@)y=A (% )=
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gdzie
PK? _ K[cRK(M+N)+HNK,]
T AnNK, 0 T 2HNK,

(4.3) do

Funkcje D (=) mozemy okresli¢ z dowolnego z réwnah (4.1). Wykorzystujemy w tym
celr drngic z nich i po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

1 ( NK,  cRM 2NK,

— 2
2M+AN)®\ sK | sH  s2K? Vw4 5K| 4@, 5).

(4.4)  D(@)=D(, 5)= —

Dla dalszych rozwazan bedzie wygodniejsza inna postac funkeji okre$lonych wzo-
rami (4.2) i (4.4). W zwigzku z tym rozlozymy je na skladniki proste i mamy

A as Ay a® ‘ Azoczl/oc2+;E

4.5 A =
(4.5) (2, 5) stxe? | sbra? s+ e’ ?
przy czym
do dy 20,—K
4.6 A =— _=— = .
( ) 1 611 H AZ a% H) L4 a%

Funkcje D («, 5) wyrazong wzorem (4.4) przedstawimy jak nastepuje:

’ 1 A b Az a? NK, A ot
@7 D)= { : .

T (M+N)a? | stra? | s(s+rad) K* s (s+wra?)
«V o2 5K NK, A, 0(.3]/0{‘24-.5'—[—(_}
*os(s+ra?) 5 K2 s*(s+xa®) )’
przy czym N '
NK, cRM NK,  NK,
48 b=t As=lbm | s Ae=dybo 54,

Wyznaczone wzorami (4.5) 1 (4.8) funkcje 4 (o, 5) i D (z, 5) podstawiamy do réwnas
(3.9) i (3.11) okreflajacych transformaty funkcji potencjalu & i funkcji Love’a .
W celu wyznaczenia transformat przemieszezef wykorzystijemy wzory (2.6) 1 (2.11).
Po odpowiednim zrézniczkowaniu funkcji & i y oraz przeprowadzeniu redulkeji
ofrzymujemy

__ CROTEN) ] —oz 4 1[
- Wf];ﬂﬁw}e Jy (o) dat

0

(4.9)

=

Ky  cR(M+N) ]
— e —x
K HN

~ oz K 7o VETE :
x f-——A(cx,S)e‘“le(oU‘)dor!-—f—,—z—A(oc, s)e 2V VsE T (o) doc
P by KZ 5
5

o
P

M+N
BT j 0> D (e, s)e™*J (or)dor,

0
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C[eR KN\ P . 1{1{1 cR(M+N)}
4.9 w—(H 2K)fCL‘S‘-A(oc,.sT)e Jo(otr)doﬁrz K—I— N X

fe.d.] o
K, f Vo2 +sK

— A (e s) e VR T (arydo—
2 2 >
) |

2 4
o [?A(or.,s)e"“zJo(ocr)doc+
5

M+N 7

.-——ﬁ_fa:zD(ot, sye 2 Jy (ar)do.

4}

Wykazemy, 7e gdy s—oco, to otrzymane granice transformat przemieszczeft
i funkcji parcia cieczy spelniaja uklad réwnafi (1.12). Skorzystamy w tym celu
z zaleinofei [7]

Hm {sf (x, )] =f (x;).

Dla zbudowania granicy transformat przemieszczen oktreflonych wzorami
(4.9) oraz funkcji parcia cieczy wyrazonej wzorenl (3.7) wykorzystujemy funkcje
A, 8) i D(x,s) zdefiniowane wzorami (4.5) i (4.7). Po uwzglgdnieniu oznaczefi
skracajacych wprowadzonych przy przeksztatcaniu funkcji 4 (x, )1 D (x, §) wzorami
(4.3), (4.6) i (4.8) oraz uporzadkowaniu ofrzymujemy

RN
X
+N)+H?

P : : P
1 o (0 = —uz . —
lim{sf)=u 47rN_J zoe " J (o) da anN R(M
2

S0

o

P zr P RN
4 9 —_— —_ X
* f“" Ji(@)doa="y N (41?2 4aN R(M+N)+H?

[
1 [1 z ]
w— - -
I (zz+].2)1f2 | 4

P R(M+2N)+H?
AL il
AnN R(M+N)+H?

10 i Ty = ) = o= 7 . .
@.10)  Hm(sR)=wO =7 f 2=y o)
0

S co

~ P 22 P R(M+2N)+H? 1
X —az " e — e — - —
of e Solon)de= P 4nN R(MAN)+H? ()1
(i (58 ) P HR ~ w7 (4P
Sfﬁ(m) ST T om R(MAN)+H? Of o™ "o (or) o=

4 P HR 4 .
' T 2m RIMAN)+H? (4207

Jak atwo sprawdzi¢, wypisane wyzej granice transformat przemieszezen i funkcji
parcia cieczy, wyrazone wzorami (4.10), istotnie spelniaja ukiad réwnan (1.12)
oraz warunki brzegowe (1.10).
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5. OSIADANIE POWIERZCHNI POLPRZESTRZENI
W dalszym ciagu interesowaé nas bedzie wylacznie osiadanie obciazonej po-
wierzchni. Okresla je funkcgja w (4.9), gdy z=0:

¢eR K\ 71 ‘
.1 [w]zzoz(--ﬁ_m) f Ao, 5o (o) ot
0

K, £ Va?tsK - Mi4N ¢
+— — A (e, 5}y (ar)d _—fo

a* D e, s)Jo (i) da,
o 0 .
przy czym A(x,5) i D («, s) okre§lone sa wzorami (4.5) i (4.7).

W celu wyznaczenia osiadania powierzchni pélprzestrzeni naleiy podstawié
do wzoru (5.1) funkcje A («,5) 1 D (x,s), odwrécié transformacje Laplace’a oraz
wykonaé catkowanie wzgledem o.

Szezegdtowego obliczenia calek nie bedziemy podawac w niniejszej pracy. Obli-
czenie to nie jest zbyt skomplikowane i moze by¢ przeprowadzone za pomoca tablic
{7, 101 17].

Po wykonaniu catkowania i redukeji wyrazeni podobnych oraz po nwzglednieniu
oznaczen (4.3), (4.6) i (4.8) otrzymujemy

P M+2N {1 1 rVE -
(5.2) [Wle0= SN T—l—N{T Terfc(zl/t_)jL
L VY F _S’J_:t ( 72 ) 2 }
me Iy St —I/TTIH ,
gdzie
cRK(M+N)— HNK,
T eRK (M +N)+ HNK,’
(5.3)

K 1 1 Y S
I,= f e e — | TR T RSl
2 ¥t t(l—xK)+xke
0

W wyrazeniu (5.2) etfe (&) jest dopemieniem funkcji bledu okre§lonej wzorem

ol

2

effcé=—— | e ¥ di;
¢ Vv f ¢

5

Iy (x) jest zmodyfikowana funkcja Besscla pierwszego rodzaju rzedu zerowego.
Wykazemy, Ze wystepujaca we wzorze (5.2) catka I, jest zbieina dla £z 0.
Do zbadania zbieznodci tej catki zastosujemy kryteriom Cauchy’ego (por. [19],

str, 253), ktére glosi: «Jezeli istnieje taka warto§é p>1, dla ktérej iloczyn f (1)1

o
pozoslaje ograniczony, gdy A-—»co, to badana catka niewladciwa f F () dA jest bez-
: .
‘wzglednie zbieZna, Ten warunek na pewno jest speiniony, jezeli istnieje skonczona

granica Hm f(A) A%».

Ao
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Dla zbadania zbieznosci catki (5.3) wykonujemy podstawienie l/l/ 7=1 1 otrzy-
mujemy

‘2I<
<Py 1—xK
4

[ Az

Przyjomajemy p=2 i badamy, czy granica wyrazenia podcatkowego ma wartosé
skoficzona. Qczywiscie
( : )
expl— <
P it e

2 r*K 2
1—xK 1-uK IRERZY
+ kK tJ
dla wszystkich wartosci ¢. Zatem catka wystepujaca we wzorze (5.2) jest bezwzglednie
zhiezna.

| JA .

8

+ rcKt]

lim

A

exp
ID + kKt 4 [

Zajmiemy si¢ teraz rozwazanicm wystgpujgcej we wzorze (5.2) catki dla réznych
wartoéci zmiennej ». Granica wyraZenia podcatkowego przy r—0 Wynosi
r2K ) 1
= < CcO
4le(l—xK)+xKt]] /7 le(l —K)+rcki]

1
i exp -
o YT e —rcK)+ K]
Wynika stad, ze dla wartoéci r réznych od zera cafka (5.3) ma warto§¢ skoficzong.
Sprawdzimy osiadanie wyrazone wzorem (5.2), gdy 1—0.
Wyzej wykazali§my, Ze catka I,; dla 1=0 dazy do zera. Do zera dazy takze funkcja
erfc (r Vf/ZV?). Pozostaje jeszcze do zbadania funkcja

/ﬂ 2 ( 2 )

21/161.‘ exp( 87ct) To 8wt !

W tym celu stosujemy rozwinigcie asymptotyczne zmodyfikowane]j funkcji Bessela

pierwszego rzedu zerowego (por. [13], wzér 157, str. 280). Po uproszezeniu wyrazen

podobaych w wyniku otrzymujemy 1/r. '
Wobec tego przy t=0 osiadanie okre$lone wzorem (5.2) wynosi

P R(MA2N)+H> 1

4zN R(M+N)+H?> '

(54) Wh=o =

Osiadanie to jest rézne od zera i pokrywa si¢ Z wi® dla z=0 ze wzoru (4.10).

Zbadamy osiadanie wyrazone wzorem (5.4), gdy f~0. W tym celu wzdr {5.4)
napiszemy w postaci

+H2
P M+2N R 1
k=0 =" oo

M+N+ R
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Zastosowanie wrzoréw (1.4) okreSlajacych stale ofrodka pozwala stwierdzié, ze

H?/R=0. Poniewaz dla f-0 M#0, co wykazaliémy w p. 1, zatem mamy
P M+2N 1
(5.3) [Wl;:g— AnN  MAN 1

W dalszym ciggu zbadamy przebieg osiadania okreslonego wzorem {5.2) dla t— cc.
W tym celu ponownie zanalizujemy kolejno wyraZenia wchodzace w sklad tego
wzoru, Jak wiadomo lim erfc(r ' K/2y/7)=1 oraz

>

i Vr ( r"")I (12) 0

,_1::2 2%t PN Buer ) 1O st ]
Wyrazenie podcatkowe w calce 1., (5.3) dazy do zera, co wynika ze wzoru (5.3).
Zatem dla oo osiadanie okredla wzor

oy P M+2N 1
6 hmw=wo =y M+N

Wzory (5.4) i (5.6) réznig sie od znanego z teorii sprezystodei rozwiazania Boussi-
nesqa [16] jedynie stalym mmoznikiem,

Jak wynika z okrelenia stalych ofrodka [4] M odpowiada statej Lamégo,
a N jest moduvlem odksztalcenia postaciowego. Wobec tego, gdy porowato$é f=0
(co odpowiada przestrzeni spreZystej), to otrzymane rozwigzania (5.4) i (5.6)
pokrywaja si¢ ze wspommianym juz rozwiazaniem Boussinesga [16] i przyjmuja
postaé w=P(1-~v)/2=Gr.

6. PRZYKLAD LICZBOWY

Przykiad liczbowy, ktéry podajemy w ninigjszej pracy, nie nadaje sig zdaniem
autora do wykorzystania w praktyce. Wynika to z brakn dokladnych wartosci
liczbowych dla stalych Biota-Willisa. A zatem zasadniczym celem zamieszczonego
tutaj przykladu jest tylko ilustracja zmian w czasie osiadania powierzchni pél-
przestrzeni. Na charakter tego osiadania, zdaniem autora, nic ma wplywn wartoéé
statych materialowych.

W przykladzie wykorzystamy wyprowadzony w p. 5 wzér (5.2) na osiadanie
powierzchni pdlprzestrzeni. Wykresy wykonamy dla ¢=0, i=1s, {=1h i 700,

Zanim jednak do tego przejdziemy, musimy ustali¢ wartosci stalych orodka,
okreélonych wzorami (1.4). Jak wynika z pracy BioTA-WILLISA [4] interesujace nas
stale mozna wyznaczy¢ ze zwigzkdw fizycznych, w ktérych odksztalcenia wyrazono
przez cztery warto$cl pomiarowe: porowato$é f, wspélezynnik §ciSliwosci probki e,
wspblezynnik rozszerzalnodci objgtosciowe] & i wspélezynnik zawartosci wody
w porach y.

Wartosci wspolezynnikéw ,d i y podaje 1. FATT w pracy [9]. Zostaly one
ustalone dla piaskowca o porowatosei f=0,26. Z rozwazan FATTA wynika, ze war-
tosel wspblezynnikSw w, & 1 y zalezne sg od ciénienia panujacego na zewnatrz probki
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oraz w porach. Przytoczyt on wyniki badan dla zakresu ciéniert od 70,4 kGjem?
do 985,6 kG/em®, Nas interesowaé bgda wartodci dotyczace ci$nied niZszych. Po-
dajemy je dla cifnienia 140,83 kGjem?® w tablicy 1.

Tablica 1
o] d ¥ A o R
34,7 10-¢ 3,110-¢ 17,1 16—° — 58838 §202 31394

(wymiar wspélezynnikéw em?/kG, wymiar 4,0 1 R — kGfem?).

Aby wyznaczyé stale M i N, musimy znaé modul sorezystosci, wspdlczynnik
Poissona oraz wspolezynnik przeplywu dla piaskowca. Wartofcl modutu sprezystosei

Poft)
02 84 45 g8 10
M
| A uii—gﬁ/
e
V74
% :
‘3
W
L
&1 mwir e t=1s
k S
[ oo
fl =
T
i
]
#1077 l +
i | .
i
_H_
!
wy
Rys, 2

iwspdtczynnika Poissona, podawane przez
réznych autoréw, wykazuja dos¢ znaczne
roznice, W tej sytuacji do obliezen przyj-
miemy dane przytoczone przez SALUSTO-
wicza [18], dotycrace piaskowedw Za-
glebia Donieckiego, poniewaZ ten whasnie
autor podaje interes:ajqcy nas wspolczyn-
nik przepuszezainoScl. Nalezy podkreslic,

- Ze przyjecie tych wartoéei jest w zasadzie

przypadkowe. Wielkosci wspofczynnikéw
podane przez FATTA zmuszeni jeste$my
przyjaé jako jedyne tego rodzaju w dostep-
nej nam literaturze. Dobieramy do nich
jedynie brakujgce wartodei moduin spre-
zystodci, wspdlezynnika Poissona i wspol-
czynnika przepuszczalnosei, mimo Ze nie
jesteSémy w stanic stwierdzié, czy budo-
wa i wiasnoéci mechaniczne piaskowcow
w obu przypadkach sg identyczne.

Do obliczeni przyjmujemy warto$ci
$rednie: modul spreZystosci E=372 500
kG/em?, wspolczynnik Poissona v=0,15
oraz wspdleczynuik przeplywn c¢=50
m/dobe 1 otrzymujemy N=162000
kG/lem?, M= —"78 659 kGfcm?® Pla tych

danych obliczono wystepujace we wzorze (5.2) wartoéci oznaczen skracajacych. Po
podstawieniu tych wartoéci do wroru (5.2) oraz przyjeciu ro=10m oirzymujemy

11
6.1)  w=0,723.10" 9P[- +— erfc (0,317L) +
PP V't

0,512

1 —o1062

T/"?é‘

ra pe
A (0,1062 t) — 0,13314 ,
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gdzie

1 e .

= _ +0,903 ¢ _

(6.2) I, f S o dr, p=r-.
4]

Wystepujace we wzorze (6.1) funkcje wyznaczamy za pomoca tablic liczbowych,’
przyimujac  p=0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1,0. Calke okrelong
wzorem (6.2) rozwigzujemy numerycznie metods trapezéw. Przyjmujemy przy tym .
dla t=1s przedzial Ar=0,13, a dla r=1h. 4:=360s.

Na rys. 2 pokazano wykonane na podstawie powyzszych obliczen wykresy osia-
dania powicrzchni polprzestrzeni.

7. UwaGl KONCOWE

Rozwigzanie przeprowadzono dla przypadku obcigZzenia pdiprzestrzeni sila
skupiong. Oparto je na sformulowanej przez Biota teorii przeplywu cieczy przez
porowate oérodki odksztalcalne bez zadnych zaloZeh upraszczajgcych. Otrzymane
rozwiazanie dla sity P=1 jest funkcja Greena dla wzglednego osiadania powierzchni
polprzestizeni.

W ostatecznym wyniku otrzymano wzdr na osiadanie powierzchni pdlprzestrzeni
w stosunkowo p'rostej postaci [wzdr (5.2)]. Na podstawie tego wzoru moZna
wnioskowaé o zachowaniu si¢ obcigzonej powierzchni w czasie, W p. 6 podano
przyklad liczbowy oraz wykresy obrazujace osiadanie powierzchni w chwili czasu
t==0, =18, ¥=1h i t—oco. Obliczenia przeprowadzono przyjmujac jako podloze
piaskowiec. Na podstawie analizy wzoru (5.2) oraz na podstawie wykresow mo#na
stwierdzi¢, e wyrazone nimi osiadanie ma w otoczenin punktu 7=0 osobliwosé
typu 1/r. Przy rogpatrywaniu osiadania jako funkcji czasu osobliwosel nie wystepuja.
Osiadanie ma wartosci skoficzone zaréwno dla ¢ skofczonego jak i dla ¢ dgzgcego
do nieskoniczonosci z wyjatkiem punktu r=0.

McNames i GsoN podali rozwigzanie dla naszego przypadku obcigZenia pol-
przestrzeni [15], ale dla ofrodka niefcifliwego. W zwigzku z tym wyniki uzyskane
przez McNaMEE 1 GIBSONA nie sg porownywalne z wynikami miniejszej pracy.

Otrzymane rozwiazanie, jako funkeja Greena, moze stuzyé do budowy rozwia-
zania dla dowolnie roztozonego obcigZzenia brzegu.
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Peszrome

OCECHMMMETPUYHAS 3AJ0AYA TEOPHU KOHCOIHIAITAN B CITVHAE
TIOREPXHOCTH HNPOHUIAEMOM I XKUITKOCTI

TipefMeTon OPCACTABICHHEIX PACCYXMACHHH ABIHCTCA KOHCONHAYIOMEC NOIYIPOCTPAHCIEO
HarpyXEHHOE COCPEOTOICHHON CHNOH FMpHAOMCHHECH K €re IIOBEPRHOCTH. PaccyxpeHws Omi-
PAKOTCA HA JMHEWHON TEOPHY TedelMs JKAOKOCTHM YEped HOPWCTYIO AehOpMEPYEMYIO CPeny,
cHOPMYHAPOBAHEYI0 BHOTOM, B pe3yaLTaTe perieHHs CHCTCMEL ypasrenxii Numelnof TeopmE:
KOHCONHMAATAY HTOIyueHd (opmynad TO3BOITIOMAA ONPEHCIHETL OCCAAHME IIOREPXROCTA DOIy-
MPOCTPARCTSA B (YHRUME BpemerH, B palore oOCyxECHE] HAYAJIbHEIS YCIOBHS 3aNaTH, KOTOPHIE
YAOBIETBOPEHBl TONYISHHEM permeruen, M3BECTHRIC DOINCHIA IIPHHATEIM HAMATPHEI YCROBHAM
HE YHOBICTBOPMOT. B paboTe yrasana CBAEL MEKOY HOIYIEHHBIM DEHIEHAEM H pomuenHeM Byccu-
HEKA, AIBECTHHIM H3 TEOPHMH YOPYTOCTH.

IMosxyyennoe peienwe pust P=1 senscTcs QyRkomed I'puAa H KK TAKOS MOXEY CIYRHTH
IS DOCTPOCHES PEMISHHS [N ITPOHIBCILHC DACHPENENCHHOH Ha TPAHENS HAIPYIKH, B3MEH:I-
FOIEHCH BO BPEMEHH,

KawecTBennyro WUTOCTPANAI0 PELIEHHA 30T JIPHBEICHHBIC AHATPAMMBI, BHROIHCHHBIE
JiFst FeCYANHKA HACLIIEHHOTO KEAKOCTLIO JITH MOMENTOB ppeMend f=0, t=1%cex, t=1 gac ®
00,

SUMMARY
AXI-SYMMETRIC PROBLEM OF CONSOLIDATION
IN THE CASE OF FLUID-PERMEABLE SURFACE

The object of considerations is a consolidating halfspace loaded at the surface by a concentrated
force. The theory is based on a linear theory of fluid flow through a porous deformable medium as
formulated by Biot. Solution of the system of equations of the linear consolidation theory yields
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a formula making it possible to determine the seitlement of a consolidating halfspace as a function
of time. Initial conditions of the problem, satisfied by the solution, are discussed; the conditions
are not fulfilled by the solutions known earlier. The relation between the solution presented and
that by Boussinesg (known from elasticity) is shown.

At P=1 the solution derived becomes Gyeen’s function and thus may be used to construct
+the solutions for arbitrarily distributed, time-dependent loading of the surface.

A qualitative illustration of the solutfon is presented in the form of graphs made for finid-
saturated sandstone, for times #=0, #=1s., r=1h and ¢ tending to infinity.
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