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STATYKA GESTYCH, REGULARNYCH PASM KRATOWYCH

KARCE H. BOJDA (G_LIWICE), ALBKSANDER SEOMK A (KATOWICE)

WSTEP

Siatkami kratowymi nazywamy geste i regularne tarcze siatkowe z wgztami prze-
gubowymi. Zagadnienia statyki takich ustrojéw maja bogaty literaturg, obejmujaca
liczne monografie i publikacje.

W niniejszej pracy podano rozwigzania réwnan réimiczkowych dla jednorodnych
gestych, regularnych pasm kratowych podpartych przegubowo przesuwnie wzdhiz
linii réwnoleglych do krawedzi pasma. Ustroje takie mozna nazwal «wieloprzgsio-
wymi» tarczami siatkowymi o wezlach przegubowych. Rozwiazania dla tych sche-
matéw uzyskano za pomocg pojedynczych operatorowych calek Fouriera. Zachodzi
tu formalne podobiefistwo do podanych w pracach [6 — 8] sposobdw rozwigzywania
plyt wieloprzgstowych. Sposéb ten pozwala tatwo sprowadzi¢ omawiane zagadnienia
do ukladow liniowych réwnan algebraicznych.

Wskazniki k, I, m, n przebiegaja ciag 1, 2, wskazniki i, j ciag 1, 2, 3, 4, a wskazniki
A, @ ciag I, II, TH. Rézniczkowanie czastkowe oznaczono przecinkiem. Symbole
Ay v i 44 @ oznaczajg prawe i lewe réznice funkeji ¢ [1]. ‘Stosowany jest rachunek
operatordw MIKUSINSKIEGO [3].

1. ROWNANIA ROZNICOWE I ROZNICZKOWE
GESTYCH REGULARNYCH SIATEK KRATOWYCH

Rozwazamia przeprowadzimy dla siatek utworzonych z trzech rodzin pretéw,
polgczonych ze soba przegubowo w wezlach. Réwnania réznicowe takich ustrojow
stanowia szczegdlny przypadek réwnaf rézmicowych siatek pretowych z wezlami
sztywnymi, podanych w pracy [3], i sa formalnie réwnowaine réwnaniom regular-
nych tarcz siatkowych z wezlami przegubowymi, wyprowadzonym w pracy {41

Réwnania réownowagi, zwiazki geometryczne i fizyczne sa nastgpujace:

(L.1) 44T +£=0,
(1.2) Ya=dau',
(1.3) Ti=Ail v,

gdzie f, jest obcigzeniem zewngtrznym, #* sa skladowymi stanu przemieszezenia,
¥ skladowymi stanu odksztalcenia, T4 skladowymi stanu napreZenia, wielkosci
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za§ A® charakteryzujg wlasnoéci spregyste rozwazanych siatek, Wzory dla wielkoéci
AR? podano w pracy [3].

Rugujac z ukladu (1.1) - (1.3) sktadowe stanu odksztalcenia oraz napreZenia
otrzymamy rownania dla skfadowych stanu przemieszezenia:

(14) A5 (477 Ao )+ =0,
ktére dla siatek jednorodnych maja postad nastepujaca:
(1.5) AP A Agtd+ =0

Ograniczymy sie nastgpnie do rozwazania tylko takiej klasy siatek kratowych,
dla ktérej dowolna wielkoéé wystepujaca w (1.1) - (1.3) moze byé przyjela jako
rézniczkowalna funkcja zmiennych x%, a ponadto spelnia warunki postaci [1}

(1.6) AoV m Ao (N, p(F+E) = p(x"),

gdzie % sa sktadowymi wektoréw taczacych sasiednie wezly w rodzinie A.

Zgodnie z tymi warunkami ofrzymujemy nastepujace réwnania dla sktadowych
stanu przemieszezenia

(1 7) (A“"m iy, m), gt ql =0,
ktére dla siatek jednorodnych maja postaé
(‘['8) Akl"r" uﬂ, "’lk+q! :O »

gdzie ¢' jest obcigzeniem odniesionym do jednostki pola powierzchni. Réwnania
(1.7} i (1.8) sa identyczne z réwnaniami wyprowadzonymi w [2].

- Wzory dla skladowych A" tensoréw sztywnosci sprezystej omdéwiono takie
w pracy {2].

2. SIATKOWE PASMA KRATOWE

Rozwazania przeprowadzimy dla pasm jednorodnych o krawedzi x?=0 przegu-
bowo zamocowanej i o dowolnych warunkach brzegowych wzdhuz krawedzi x® =L,
dowolnie obcigzonych w swej plaszczyZnie (rys. 1).

Rozwijajac réwnania (1.8) otrzymujemy

AV My A2 12ty 1) ANV Quy oty 0)F

2.1 +AY 24y 5t q'=0,
A1 Uy, 10t A2 Quy oty ) A2 Quy ot Uy a0)+

+A42222 Uy 22t g*=0.

W (2.1) uwzgledniono wlasnodci symetrii tensora sztywnoséci sprezystej A, Tensor
ten jest symetryczny wzgledem wszystkich wskaznikéw.

w
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Réwnania operatorowe odpowiadajace réwnaniom rézniczkowym czastkowym
{2.1} maja posta

A_““u;'+A1112(25u1+u'2')+A“22(23u;+32 ;)4
2.2) + A2 2 gy = — gt ARy, (0, 0) + 47222 Uy 2 (21, 0),
A2y 4122 gy )+ AV (2suy 5 ug) +
+A2222S2 Uy = “q2+A1222 ul, 2(x1’ 0)+A2222 uz,z(xlz 0) s
przy czym spelnione sa juz warunki brzegowe na krawedzi x*=0:
w(xt, 0)=0.

W réwnaniach (2.2) s jest opera- i
torem rézniczkowym, u, 1 4% sa
funkcjami operatorowymi parame-
trycznymi zriiennej x%, a w, 14, sg ]
pierwszymi i drugimi pochodnymi I
cigglymi tych funkcii.

W dalszym ciagu pracy symbol . Ryl
{p (x)} bedzie oznaczat funkcje
liczhowa zmiennych x%, a symbol ¢(x') funkcj¢ operatorowg parametryczng
‘zmiennej x1. Zakladajac, 7e catki niewlasciwe

[ lg*Geh) de?

maja wartodci skonczone, funkcje operatorowe obcigkenia przedstawimy w po-
staci pojedynczych operatorowych calek Fouriera:

[ra)
gl {x\) = f (B! coswx'+B*sinwx')dw,
(2.3) ° -
g2 (x*) = f (B® coswx'+B*sinwx!) dw .
o
Przyjmujemny takZe

A2y, 5 (6, )+ A2, 5 (x7, 0= f(Clcosa)x1+Czsina)x1)dw,
: 0

(2.4) }
A2 (x1, )+ A7 uy 5 (xt, 0)= f (C? coswx'+ C*sinewx') do
oraz '
uy (X = fw (wicoswx! +w? sinwx*)dw,

2.5)

[¢]
o
uy (x')y = f (w3 cosawx* +w* sinwx®) dow.
n
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Podstawiajac (2.3), (2.4) i (2.5) do (2.2) dochodzimy do nastgpujgcych réwnan opera-~
torowych na wh:
[D;] w]=[C"—B1.
Macierze [w'] oraz [C*— B sa typu (i, 1), operatory zad D;; maja nastgpujaca postac:
' Dy =D,y =A1122 g2 g1111 52

Dyy=—D,=24""ws,

D13=D24=D31 ﬁD42=A1222 ‘zaAlllzwz ,

D14 - —D23 =D32: —D41 :2/11122 ws,

Day=D,,=A2222 52— 4312257

D34= —D43 =2A1222 ws .
Przyjmujac oznaczenia

Ey .
2.6) Tot =gy Hul B ={@6D),

gdzie » jest symbolem splotu, a E;; jest dopelnieniem algebraicznym elementu D,;
w det [D;;], rozwigzanie mozna zapisa¢ W nast¢pujace] nieoperatorowej postaci:

Uy = fw (£ (x%) €7 — Dy (x) coswx® + (Fy;(x*) CT— D, (x*)) sin wx*] dw ,

up= fw (P (x2) €7 = B, (62)) cos !+ (I (¥%) €= 4 (32)) sin x| do.

Stale C’ nalezy wyznaczyé z warunkéw brzegowych na krawedzi x*=L,. Jezeli
np. krawedz ta jest przegubowo podparta, to

uk(xls Lz)zo )
a stad otrzymojemy rdwnania dla CY:
FiJ(LZ) C/—&(L;)=0.

Tezeli krawedZz x?=L, jest niepodparta i dowolnie obcigZona sitami roztozonymi

o)
g (x)= f (Gl cos X!+ gf,, sin wx™) do,
H]

to mamy warunki nastgpujace:
[Ak!mu Mrr, in (xls LZ)] 52.’:: gl (xl) L]

(gdzie J,, jest symbolem Kroneckera), kitdre takze pozwalaja ulozy¢ w kazdym
przypadku rownania dla C7.
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3. STIATKOWE PASMA KRATOWE PODPARTE WZDLUZ LINII X2 =x2
n

W punkcie tym wyprowadzimy réwnania dla pasm siatkowych z wezlami prze-

gubowymi ¢ schemacie statycznym pokaza_nym na rys. 2, przy czym podpory
posrednie 77 54 preesuwne w kierunkach tworzgcych z dodatnim kierunkiem osi x*

katy £ Dla danej podpory liniowej

= bedziemy przyjmowaé, ze kat &
l jest staly. Przyktadem takiej tarczy
— T T T T T T siatkowej mozZe by¢ pasmo kratowe

przedstawione na rys. 3.

Poniewaz stosujemy ciagly model
obliczeniowy, wige podpory przegu-
Rys. 2 bowo przesuwne, podpierajace wezly
siatki wzdtuz linii x*=x2, bedzie-

my traktowaé jako podpory liniowe, a zatem rdwniez oddzmlywama podpér
poéredmch traktowaé bedziemy jako dodatkowe obciazenie q, rozlozone wzdluz

linii x? —xﬁ

N . .
Z oy ) L <
gdzie Jr oznacza operator przesu- \/ A \/\/ RG
nigcia, a N jest ilocia linii podpdr >\//’\V\/
\/ /5n\/\<

posrednich. f R
Skladowe obquema q WYNOSZa. . = >
N N %\/WA\é
gl = Z T (xl)hxﬁ sin ., N TN
(3.1) - " R 2
qz = Z ' ( 1) hx cos Zj_ Rys. 3

=1

) . #* - * . . . « .
Rozwijajac ¢' 1 ¢*> w pojedyncze operatorowe catki Fouriera, otrzymujemy

B | (Ricosox! -+ R?sinax') do,

‘-Q:l
i
|
D1
OL—ﬁB

1
i

(3.2

'-S'-‘c*
!i
I
Mz

bral

4 .
f (R coswx' + R, sinwx') do,
]

1= 1

przy czym wspolczynniki R; sq operatorami liczhowymi. Wynika stad wzor

(T (D) = Ry= {1, (6 Ry}
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A zatemn rozwiazanie dla rozpatrywanego przypadku mozna zapisaé w postaci

il ‘ N
Hi = -f [(Fl.i‘ (x?.) Cj + Z -rllj (xZ) R; x;_ (451 (xz)) cOos COJCI +
o n=1
N
T (sz () Cl + Z Iy (x%) R; 15— B, (xz)) sin o;xl] do

=1

AY
(3.3) w . o
ty = f [(ng A Cit Z Iy (x™) R{: hr— @y (xz)) coswx!' +
o] =
1 N o
+ (r4,. ) CI 4 D Ty (6% Ry v — C,D4(x2)) sin o;xl] do .

=1

Wielkodci R% nie sg niezalezne. Z (3.1)1(3.2) wynika, ze pomi¢dzy nimi dla danych
katow &, zachodzg nastgpujace zwigezki-

(3.4) REcosé=—Resing;, Rocosé;=—Risiné,.

Welktory przemieszezenia punktow lezacych na liniach podparcia posiadaja kierunki
zgodne z kierunkami przesunigeia podpdr posrednich. Musza wige spelniaé nastepu-
jace warunki:

2.

u(xt, %) T-=0, 7=1,2,.,N

n

albo
3.5 u, (x, x5) Ty=0,

gdzie T, oznacza wektory jednostkowe normalne do kierunkéw przesuwu podpor.
ZLatem

3 . 2
T; =siné&;, Tp=—cosl;.

Podstawiajac (3.3) do (3.5) otrzymujemy nastgpujace réwnania:

r—1

2 U7y (%o — x2) RI sin &, Ty, (x> —x}) R!cos &)=
r=1

3.6 1, ()T, () OV sin g — [85 () — 5, (43) C ] cos &,
A1 :
2 L, (6 —x2) R siné,— L; (x2—x*) R cos &,]=
r=1

2

=[5 (62— Iy, () €/ sin & — [y x2)— Ty (x5) C7] coséy .

H

Réwnania (3.6) wraz ze zwiazkami (3.4) oraz réwnaniami, ktére daja warunki
brzegowe na krawedzi x?=L,, pozwalaja wyznaczy¢ 4(N+ 1) stalych R% i C7 wyste-
pujacych w rozwigzaniu (3.3).
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Dla krawedzi x?>=L, przegubowo podparte] ofrzymujemy w tym przypadkn
réwnania nastgpujace:

Fy(L,) Co+ 2 Fij(LZ-x;)R;;—QSE(LZ):O-
n=1
Zwiqzki (3.4) oraz réwnania (3.6) upraszczaja sig¢ znacznie, gdy &=0 lub &=n/2.
Na przyktad dla &=0 z (3.4) wynika, Ze

RE:RH:O’

a réwnania (3.6) redukuja si¢ do postaci

n—1
2 .
2 Ty — X2 Ry =3 (03— T3, (62 €7,

a1

Z Fw(xrg;_xrz) Rf:#@(x;fl)*ﬂu(x,-f) Cr.

r=1

4, ORTOTROPOWE PASMA KRATOWE

Jak wyhika z p. 21 3 zasadnicza trudnofcia rozwiazania omawianych zagadnien
jest, w przypadku ogdlnym, znalezienie funkcji 77; (x?). Trudnodci te zwiazane sg
z rozkladem na ulamki proste doéé ziozonych operatorow

E.

JL

det[Dy,] "

W prakiyce spotykamy si¢ jednak najczedciej = siatkamii kratowymi o pewnych
wlasnofciach symetrii sprezystej.. Dla takich siatek znalezienie funkcji I7;(x?)
jest na ogdt proste.

W punkecie tym rozpatrujemy siatki, dla ktérych przez kazdy przegub moZna
poprowadzi¢ dwie wzajemnie prostopadie plaszczyzny symetrii sprezystej. Sg to
siatki ortotropowe, dla ktdrych zachodzg réwnosci

A1112=A1222:0 ,

gdy kierunki ortotropii pokrywaja si¢ z liniami parametrycznymi. Zatem réwnania
(2.2) w tym preypadku przyjmuja postac.

AN+ AR Qs st uy) = — gt AV PPy 5 (0, 0),

4.1
4.1) A1122(2.5'u1+u”)+A2222 ty= —q>+ A2y, ,(x1, 0).

Réwnania (4.1) mozna rozwigzad za pomocq calek tylko sihusowych i tylko
cosimusowych. Nalezy w tym celu dowolnie rozlozone obcigzenia g* rozbi¢ na czgsé
symetryczna i na czg§é antysymetryczna wzgledem osi x?, a nastgpnie rozpatrzy¢
oddzielnie dwa szczegdlne przypadki. W pierwszym przypadku nalezy uwegledni¢
cze$é antysymetryczng obcigZzenia g oraz czgéé symetryczng obcigzenia g%, w drugim
za$ przypadku pozostale czgsci. '

Rozprawy Inzynierskie —é
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Rozpatrzmy teraz pierwszy przypadek. Antysymetryczng czesé ¢ obcigzenia ¢t
rozwijamy w pojedyncza caltke sinusowa

@.2) ' 7' = [ Blsinox'dw,

ck’_ﬁs

“a symefryczng czedé g* obcigzenia g rozwijamy w catke cosinusowsg

cosxt de .

4.3)

OL_ﬁS

Dalej przyjmujemy

o)
A2y 5 (x, 0)= f Clsinwx' do ,
0

(4.4) )
A2y, 5 (xt, 0)= f 2 cos ox! dw
Q
oraz
o2

iy ( f tsinwx! do,
4.5 0 .

i (x1) f 2 coswx? dw .

(1]

Podstawiajac (4.2), (4.3), (4.4) i (4.5) do (4.1) otrzymujemy
{ﬁaﬁ] [wa]z[c—a_gu]’ &y }5’: 1; 23

gdzie
ﬁ A1122 2 Allll
Dy —Dyy= 24" o5,
D_ A2222 2 A1122 CU .
Wprowadzajac oZmaczenia
B
(4.6) _ {Fp(xH)}= dot [Bugl’
4.7 (Tup (D)} # B = {@a ()},

gdzie E,, jest dopelnieniem algebraicznym elementu Dg, w det [D,,}, rozwigzanie
mozna napisa¢ w postaci

oD

iy = f [Ty (x%) CF— @, (x7)] sinex’ doo,

o

oo

i = [ [F2p(®) CF—By(x?)] cos o' doo.

=]

W tym przypadku znalezienie funkcji Typ (x*) nie sprawia wickszych kiopotdw.
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Rozwigzanie dla drugiego przypadku otrzymuje si¢ identycznie zamieniajac
catki sinusowe na cosinusowe i odwrotnie. A zatem zmienia si¢ tylko znaki przy
operatorach D,, i D,;. Rozwigzanie ogdlne jest suma obu rozwigzan.

Jezeli catkowite obcigzenie odpowiada jednemu z omawianych przypadkéw,
to dla ;=0 mozna tym sposobem otrzymac rozwigzanie zagadnien ortotropowych
pasm kratowych, podpartych przegubowo przesuwnie wzdhuz linii x?=x2. Zalézmy,
7¢ obcigzenic g* jest antysymetrycznie, a q? symetrycznie rozlozone wzgledem osi
x? oraz ze & =0. A zatem

[

N o0
;1:0, ; E W f cosx! dw.
r=1 o
Stad
@ ) N 2
u = | [’flﬁ(x?«) vy Tu(xl)fzﬁhx;—asl(ﬂ)] sin ox' do
V] n=

(4.8) :

w N

Uy = f [fza (xH CF + Z T2 (X)) R 5 — D,y (xz)} cos wx' dw
o n=1

Réwnania dla wyznaczania stalych R; maja postal nastepujaca:

n—1
4.9) ‘ Z Fzz(x——xf) R=0o, (X,ZT) “TZE(xé) Cr.

p=1
5. PRZYKEAD

Dla zilustrowania przedstawionego sposobu rozwigzywania pasm kwadrato-
wych wyznaczymy sktadowe stanu przemieszczenia w, dla pasma przedstawio-
nego na rys. 4, przyjmujac w=rmj3,

X ax?, E=0.  eeseereRimoeeRoRod

Pasl;no na brzegach podparte %/W FAVAVAVAVAVAV ST «
jest przegubowo nieprzesuwne, ha- %\L COEO0OL- S
tomiast podpora posrednia daje NOCEORAAHNNK &
przegubowo przesuwne podparcie  MOGKX @VVW
weztow. Kierumek przesuwn jest % ;W; QWG\ :7\ AYAVAVAVAVS I
réwnolegly do osi x!. ObciaZenie M"MJVV\ b
pasma stanowi sita skupiona o kie- >/ \<ﬂ
runku dziatania réwnoleglym do

osi  x%, preylozona do  wezlka Rys. 4
o wspéhrzednych 0 1 x;
Skladowe tensora sztywnosm sprezystej dla rozpatrywanej siatki wynosza [2]:

A1111 :R([)—FER{") —;_ER(HI)’ A1112=A1222:0 s

3 9 9
Al122 = pUD. L R(m) 42222 =7 p.. L pain
16 + 16 R 16 R
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Przyjmujac _
R = gD = RN ¢

oraz 0zZnhaczajgc

otrzymujemy
AlII1 o 4222234 fM22= 4,
Obciazenie jest symetrycznie roztozone wzgledem osi x?, zatem

ol P .
gt=0, éjz:f ;szvoosa)xldw,
s .

a stad
~ P
Bi=0, B*=—F",
7

Operatory D, maja posta¢ nastepujaca:

D, =A(s2=30?), Dy,=—D,=-24ws, D,;,=A(3s"—0%,

mamy wiec

E;_{:A(3S2‘a)2), E‘lg_:'*E2]_=2ACUS, ' Ezz=A(Sz—"3a)2)

oraz
det [Dys] =34 (2 —0?)? .

Zatem na podstawie (4.6) i (4.7) otrzymujemy
' - 1
Ty () =5 B 62~ ),
- - 20
T (%)= "F21(x2)2§;fﬂ %),

- 1
Tor () = 187 69 =30% FG)],

0, jesli 0 x? <2,
B ()= 2P s .
A B(x*—x;), Jesli g€ x, < x?,
Q, jesli 0 x* <x},
B, (x?)= P

3nd

[ (x*—xD) =302 f(x*—x2)], jesli 0O< X, < x?,
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gdzie

BxH)= 2302 [xz ch{wx?)— % sh (a)xz)] ,

2

B ==, shix),
1] 2% — 1 2 2 1 2
B (x )——-Z—[x ch {cox )-I—gsh(cox )].

W rozpatrywanym przypadku N=1, zatem rozwiazanie (4.8) ma postaé: dla
x%<x}

ra)

1 e 2 VANVl ] 20 Fe = Ya 1 T 1
i = I[M@ﬁ (x») ﬁ(x NE +§ﬂ {x )C]sma)x dw,

a

u, = f{ —p (xz) o + (ﬁ”(xz) 3a)2,8(x2)) CZ] cos wx* dow

0

dla x7 <x®<x;
w= |55 08 - cozﬁ(xz))@”r—ﬂ @04
’ | 2a) s ] ) |
3A ﬂ (x2—xDH R, | sinwx'dw,
w= | l—— Py + (B~ 302 ﬂ(xz)) c
(3]

+7 (8" (62— 2~ 307 B (5 —x3) Rl] cos ' dio;

dla x2 < x?

R szz"lzw!z'z
u1.= f[g@ﬂ (x™y—ew® fx ))C +—f—3;1—ﬁ (M C2 4

L

;}_Zwlz ZLE 2P 2 2]-'1d
R 3Aﬁ(x —x7} R, SnAﬂ (x*—x2) smgm o,

w= | [ - ﬁ(x2)01+ (693§ O+

__ +§;;(ﬁ”(x — %) ~307 ﬂ(x AL

P o .
" 34 _(ﬁ {xt—xy) - 36?25 (x2— xj)_)]‘co’s cux2 dco ;
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Dla wyznaczenia statych C* i R; mamy w tym przypadku rownania
B (x7)— T 2p (x7) Cr=0,
Tmﬂ (L2) cr 'i'T'aZ(LZ —Xi) Rl *EQ(L2)=O .
Poniewaz w rozpatrywanym przykladzie
62 (x%) = 0 a
wige pierwsze réwnanie ma postaé
200f (x7) C*— " (x}) = 30? B(x])] C*=
pozostale za§ dwa maja postaé nastepujaca
_ - ' . 2wP
38" (L2)— @ B(L)] C1+20f" (L) C*+ 208 (Lo —x3) Ry ——— ' (L, =x7) =0,
—20f (Ly) CL 4+ [ (Ly) —30% PL,)] C*+ [ (L — %) — 30 B(L — 3] Ry -
P
— (B (L= ) =30 By —x1=0.

W ten sposéb zagadnienie zostalo sprowadzone do rozwigzania trzech liniowych
rownaf algebraicznych.

Przedstawiony sposdb rozwigzywania pasm kratowych podpartych wzdtuz linii
posrednich moze byé wiec z korzyScia stosowany do praktycznych obliczet.
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VIS

PezoMe
CTATHXA TYCTBIX, PETYJISIPHBIX PEMIETYATERIX TTOJTOC

B pabore obcyxnentl perueHns AwdiepeniHaTBHRX YPABICHEH 15 -ONHOPOJHEIX CETOYHBIX
PEIISTYATEIX 1I0JH0C, ¢ OcOBEHHBIM YYETOM IIAPHHPHO HOINUEPTELIX CHCTCM LHCPSABEIAIOLIHXCH
BAONb CREAHMHNLIX JIMHAH, TAPAIESIHLIK KPafgh HOJOCH!.

Pemenme momywenc mpud DOMOME OHEpaTOpoBR MEEKYCHHCKOrO.
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SUMMARY

STATICS OF DENSE, REGULAR TRUSS STRIPS

In the paper are discussed the solutions of differential equations for uniform lattice-type truss
strips, particular attention being paid to such systems which are simply supported along cerfain
intermediate lines parallel to the edges of the strips. The solution is found by ‘means of the Miku-
sifski operators.
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