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NIESKONCZONA SPREZYSTA BELKA TIMOSHENKI
UDERZONA POPRZECZNIE SKONCZONYM PRETEM
SPREZYSTYM

STEFAN JAN KOWALSKI (POZNAN)

1. Wsrep

Udarowe obcigzenia konstrukcii inzynierskich sa zjiawiskami czesto spotykanymi
w technice. Opis tych zjawisk na podstawie dyskretnej lub niefalowej teorii uderzenia
niejednokrotnie moze prowadzi¢ do nieprawdziwych wynikdw. W takich przypadkach
jedynie teoria falowa moze si¢ okaza¢ w miarg doskonata do opisu i analizy dyna-
micznego rzeczywistego procesu. W teorii tej bada si¢ ruch fal, ktdre z miejsca ude-
rzenia propaguja si¢ tak w ciele nderzonym jak i uderzajacym. Sledzenie przebiegu
fal umozliwia opis 1 glebsze zrozumienie zjawisk towarzyszacych uderzenin, a takze
rzuca $wiailo na zakres stosowalnofci teorii dyskretnych i niefalowych.

Niniejsza praca stanowi preyklad dynamicznego zagadnienia kontaktowego,
w ktérym stosuje si¢ teorie falows. Rozwaza sig poprzeczne nderzenie nieskoficzo-
nej belki sprezystej skonczonym pretem sprezystym, zakladajac idealny kontakt
w miejscu zderzenia (plaszezyzny zderzenia idealnie gladkie, idealne zachowanie
prostopadiego kierunku pr{;ta' do osi belki). Tego typu model stanowi aproksymacie
wieln technicznie waznych ukladdw, jak np. ukladu korbowo-tlokowego w silniku,
przesta mostn lub belki stropowej obciazonych dynamicznie przez przypadkowo
spadajacy obickt ciagly, suwnicy gwaltownie szarpigcej podnoszony cigzar, pocisku
uderzajacego w tarcze (belke), samochodu uderzajacego w balustrade itp.

Analize zjawisk falowych prowadz sig, o_pierajacc si¢ na falowym réwnaniu Ti-
moshenki w przypadku belki i réwnaniu jednowymiarowych fal podiuznych dla
preta. Stanowi to zasadnicze zatoZenie niniejszej pracy i z tego wzgledu wyniki
moga byé interpretowane tylko w zakresie stosowalnoéci rédwnania Timoshenki
do zagadnienia drgain poprzeeznych belek pod wplywem sity skupionej. Nie jest
naszym celem omawianie wszystkich zlozonych' zjawisk falowych w belce wystepu-
jacych miedzy innymi w miejscu zderzenia 'w okresie zderzenia. Uwagi na ten
temat Czytelnik moze znaleZé w pracach [1, 21 3] (por. rdwniez spis literatury
w pracy [4]). Warto jednak w tym migjscu wspomnieé, Ze z punktu widzenia
teorii sprezystoéci zakres zastosowania réwnania Timoshenki ograniczony jest
do tych drgafi z majnizszymi czesto$ciami, ktorym ou:lpowmdajac antysymetryczne
wzgledem plaszczyzny §rodkowej postacie drgan wzdluz wysokosci. Réwniez stan na-
prezenia w elemencie belki polozonym w bezposredmm sastedztwie punktu zderzenia
w czasie kontakiu jest bardziej ztozony, anizeli to wynika z rdwnania Timoshenki,
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Literatura na temat drgan belek Timoshenki jest stosunkowo bogata. Przegladu
wigkszodei prac z okresu do 1964 roku dotyczacych tego tematu dokonal K. Wir-
MAKSKI [5]. W ostatnich latach zagadnieniem poprzecznego uderzenia belki pretem
zajmowali si¢ S. RaNGANATH [6] oraz R.J. CLIFTON [7]. W pracy [6] rozwigzano-
zagadnienie uderzenia nieskoficzonej sprezystej belki Tomoshenki pétnieskosiczo
nym pretem sprezystym, a w pracy [7] uderzenie nieskoniczonej spreZysto-plastycznej
belki Timoshenki péhieskoficzonym prgtem sprezystym. W obydwu przypadkach
poréwnano wyniki analizy teoretycznej z wynikami badafi eksperymentalnych
i stwierdzono duZzg zgodnosé.

Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie energii mechanicznej przekazanej belce
przez prel w czasie kontaktu oraz analiza drgan swobodnych belki po odpadnigciu
preta. Rozwigzanie otrzymano tu wykorzystujac metode transformacji Laplace’a
i metodg charakterystyk. Otrzymane wyniki zilustrowano wykreflnie w p. 5 tej
pracy.

2. PODSTAWOWE ROWNANIA

Korzysta¢ bedziemy z nastepujacych zmiennych i parametréw bezwymiarowych:
Xy = X[ty y1=¥[r,
ti=citfr, wy=wlr, u=ulr, V=V, U=Ulg,
{2.1) Vor=Voley, e=cofe,, Ly=Ljr, y=EkG,, M =Mr(E]l,,
T, =Tlk G, 4,, 01=0/E,.

x wspolrzedna mierzona wrzdhuz osi belki od punktu uderzenia (rys. 1),
y  wspolrzedna mierzona wzdhiz osi preta od punktu uderzenia (rys. 1),
¢ czas,
w(x, #) ugiecie osi belki,
w(y, 1} przemieszczenic przekroju y preta,
V(x, 1) predkosé zginania belki,
Uy, ) predkosé przemieszezel przekroju y preta,
Vo predkosé uderzenia, ’ ‘
I dlugosé preta,
#={l,/F,)* promien bezwladnosci belki dla zginania,
co=(E,/p,)¥ predkosé propagacii fali podiuinej w precie,
¢y =(F,/p.)¥ predkosé propagacii fali gnacej w belce,
3 =(kGy/py)* predkoéé propagacji fali tnacej w belce,
1, moment bezwladno$ci przekroju belki dla zginania,
F, przekroj belki,
E, modul Younga materialu belki,
E, modut Younga materiatu preta,
G, modul odksztakcenia postaciowego materiatu belki,
py gestosé belkd, '
pp  gestosé prefa,
k wspolczynnik fcinania belki,
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o (y, ) naprezenie w precie,
M {x,#) moment gnacy,
T{x,t) sila tnaca.

Znak «prim» i kropka postawione nad symbolem oznaczaja rozniczkowanie odpowiednio
wegledem x i £

Zwigzki pomiedzy momentem gngeym i katem obrotu oraz pomigdzy sita tngca,

katem obrotu i ngigeiem sa nastgpujgce:
2.2) M, (x1,f1):‘!/:(x1:11)»
Ty ty=wi (X, 6)—w (x5, £1).

Réwnania Timoshenki [8] przedstawione w zmiennych bezwymiarowych sa
nastepujace:

{2.3) w' Wi w)y—y=0, (W] —y )fy—i,=0.
Przyjmujemy, ¢ belka jest przed uderze- =y T
1 Cetoieta | T y by
niem nieugieta i nieruchoma, tzn. Ze i Belka
{24) w,=w,=w=w=0 w chwili #,=0.
Na podstawie (2.3) transformaty Laplace’a " Fral
W (x4, p) i ¥(x,, p) okreflone nastgpujaco: T/
[ SN S-S
» _ T . Y
W(xlsp)=f wy (X, t) e diy, -
e . 4 ¥| Dodainie kierunid ugigeia
{2.9) @ : 'J } { kata obrofu
W)= [ wlvt)e M, lli
[+]
in 'Ii't"oo
powinny spelniaé réwnania: ! T
2.6 P (W - ¥)fy—p* ¥=0, "
| " ~¥)y—p? W=0. Rys. 1

Ogdlne rozwiazanie powyzszego ukladu réwnan rézniczkowych ma postad

W=C1 e—ﬂ.lx1+cze—ﬁ.zx1+cs e—lex1+ C4 e+i'.zx1,_

@ . >
A2 —yp? A3~ yp* '
=“ij‘ b/ (Ca e;'ixl_cl e—i;:q)_'_iﬂ___(c‘* eﬂ-zJﬁ_Cz e-—ﬂ.z:ﬂ),
1 2 .
gdzie
28 1,2 =Bp* [pEN(p*—a*)]?,

a=2{(y=1), B=[p+D21, N=@-D/p+1).

Stale C,, C,, C5 i C, wyznaczamy w p. 4 korzystajac z warunkéw brzegowych.
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3. UWAGI DOTYCZACE CZASU KONTAKTU PRETA Z BELKA

W punkcie tym wybiegniemy nieco maprzéd i pokazemy, ze W konsckwencji
zalozonego przez mas idealnego kontaktu w miejscu zderzenia — czas kontakin
=1, preta z belka jest réwny okresowi drgaf swobodnych preta dla pierwszej
czestosei '
2L,

e’

(31) =

gdzie ryy=c, t/r oznacza bezwymiarowy czas kontaktu [por. (2.1)}.

Whiosek ten otrzymuje si¢ analizujac zwigzek pomiedzy napreZzeniem i predko-
icia elementu preta w miejscu kontaktu z wykorzystaniem koncowych wynikéw
obliczet numerycznych dotyczacych predkoéci ugigcia w miejscu zderzenia. Miano-
wicie proces rozprzesirzeniania si¢ fal w precie w czasie kontaktu opisuje rownanie
falowe postaci '

FPu 1 FPuy

3.2 -
G2 @ At

ktére mozna zastapié¢ ekwiwalentnym vkladem zwiazkéw roznlczkowych wzdluz
charakterystyk. Zwiazki te po scatkowaniu wyrazaja s3 nastqumce

—U,jc=const wzdiuz — ¢y = const,
(3.3) $ 1/ : b 21 1
0,4 U, je=const wzdhiz y,+ct; =const,

przy czym wieikoéci stale wyznacza si¢ korzystajac 7 nasigpujacych warunkéw
poczatkowych i brzegowych:

(3.4) 6 (1, MW=0, U (y,0=—"Vos;
3.5) [U: (71 1), 0= D01 (51, 0005, m05 04 (Lsy21)=0.

W warunku (3.5), wystqpujé nie znana do chwili rozwiazania calego zagadnienia
brzegowego prgdkosc ugiecia belki w miecjscu kontaktu.

Poniewaz rozwigzania poszukuje si¢ w klasie funkeji mecwcglych to dla je-
dnoznacznego wyznaczenia pol naprezen -oq . i prqdkosm U, konieczna jest do-
datkowa ciaglosé predkodei belki w punkeie x, =0 w czasie £, >0, w szezegblnodci
w momencie 7, =2L, /¢ powrotu fali odbitej od swobodnego brzegil preta p,=L;.
Zachodzi tu-analogiczna sytuacja do przypadku uderzenia preta sztywng masg
[9]. P .

Z fizycznego punktu widzenia ciaglosé predkosci belki w punkcie x, =0 w chwili
ty=2LJc (§j. w chwili powrotu fali odbitej od swobodnego brzegu) uzasadnia sig
tym, Ze dzialanie preta na belke ma tu charakter odcigZajacy i wskutek braku
«skleienia» nie moze udzieli¢ sig belce, »

Zagadnienia propagacji fal podluznych w precie sprezystym nalezz do najbar-
dziej elementarnych zagadniesi teorii fal i-z tego wzgledu nie przytaczamy pelnego
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rozwigzania réwnania (3.2). Dla naszych celéw istotny jest zwigzek pomigdzy na-
prezeniem i predkofcia na brzegu preta, jaki wynika z tego rozwiazania:

. 26,
o1(0,t)=—[Vor +w,(0,t)lfc dla 0<f1<T=
(3.6)

c

' . . 2L,
g (0,8)=—[Vo; +w (0, £,)]fe+2 [V01+W1 (0> i — )]/C

2L, 4L
dla — <t <——.
c c

Analiza koficowych wynikéw stanowigcych rozwiazanie rozwaZanego zagadnienia
wskazuje, 7e spetnione sa nastgpujgce nierdwnodci (nalezy wzia¢ pod uwage ciagtosd
funkeji [Wly, -0 i Wykorzysta¢ rys. 3a i 3b):

t =0

VOl +1‘{’1_ (0, +O)>0,
3.7 [V01+M}1]x1:0 >0, .

2L
=it
&

[V01+‘4}1}xlzo> Vor+ {“:’1]x1:0

=0 . 2L
L g, =k
. <

+0

7 (3.7); i (3.6); wynika, e w chwili ¢, =2L,/c—0 napreZenia na brzegu preta
sa §ciskajace (ujerane). Z drugiej strony, analizujgc (3.6), oraz biorge pod uwage
(3.7, i (3.7, wnioskujemy, ze w chwili #,=2L,/c+0 napr¢Zenie na brzegu preta
staje sig rozciagajace (dodatnie). Ta zmiana znaku naprezenia stanowi dowod, Ze
po uplywie czasu (3.1) nastapi odpadnigcie preta od belki.

7. analizy tej wynika réwmie, ze czas kontaktu (3.1) w rozwazanym przypadku
nie zalezy od predko$ci uderzenia V7, i masy preta m,, a jedynie od wymiaréw linjo-
wych preta L i jego wlasno§ci mechanicznych (modutu Younga £, i gestosci py).

W dalszym ciagu pracy przy formulowaniu warunkéw brzegowych dla belki
w punkcie kontaktu bierzemy pod uwage, Ze w przedziale ¢, >2L,/c na belk¢ nie
dzialaja #adne obcigZenia zewngtrzne.

4. WARUNKI BRZEGOWE BELKI I ROZWIAZANIE PROBLEMU

Jak wspomniano we wstgpie celem naszych rozwazaf jest analiza drgan swobod-
nych belki po-odpadnigciu preta oraz okreflenie energii mechanicznej, przekazywanej
belce przez pret w czasie kontaktu.

W zwigzku z powyzszym wyznaczamy tu predkoe$é zginania, moment zginajacy
i sile tngca, ktdre to wielkodci stanowi¢ beda przedmiot analizy, jak réwniez pozwola
okreglié poszukiwana energic mechaniczng.

Poniewaz predko$¢ zginania i moment gnacy sa funkgjami symetrycznymi
‘wrzgledem x,, a sila tnaca funkcja antysymetryczna, przeto w dalszym ciagu ogra-
piczaé bedziemy sig jedynie do przedziatu x, = 0.
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Ogdlne rozwiazanie réwnania drgan belki wyrazone w transformatach Laplace’a
przedstawiaja réwnania (2.7). W celu wyznaczenia transformat predkoscl zginania
pW, momentu zginajacego ¥, sily tnacej W'—¥ nalezy na podstawie warunkow
brzegowych wyznaczyé state Cy, C,,.Cy 1 Cy, ktore zalezg od parametru transfor-
macfi p.

Zaktadajac Re A, >0, Re 4, >0 oraz ograniczono$¢ rozwigzan w x; = oo, mozna
napisac

(.1) Cy=Cy=0.

W fizycznej interpretacji przyczyna znikania statych C5 i C, sq zerowe ugiccia
i momenty zginajace w nieskoficzonosci.

Kolejne warunki dotycza przekroju x,=0. Pierwszy z nich jest warunkiem sy-
metrii; oznacza on brak obrotu przekroju x; =0, tzn. '

(42) [W}szozo-

Drugi warunek wynika z zasady zachowania pedu uZzytej do malego elementu
belki znajdujacego si¢ pod pretem. Jesli pomingé sile masowa tego elementu jako
wielokrotnie mnigjszg od pozostalych wielkodci, to warunek ten przedstawia sife
tngca jako polowe sity skupionej, réwnej lloczynowi przekroju i naprezenia na brzega
preta [6]. Warunek ten wyrazony w wielkodciach bezwymiarowych, po wykorzysta-
niu zwiazkéw (2.2) i (3.6),, przedstawia sie nastepujgco:

4.3) (Wi =¥ e =o=Hy (Vo1 + W1, =00 (1 £14),
gdzie
(4.4) H=mylp, Apr

oraz gdrie m,=p, 4, L jest masg preta, 6 (¢, 1) =[x (1) —# (#1 — t1x)}/t15 jest ciaglym:
widmem funkcji Diraca w przedziale [0, 7,,] oraz ¢, =2L,/c czasem kontaktu.
Transformaty Laplace’a warunkdéw (4.2) i (4.3) przyjmuja postac

[Yf'rl];:c1 =0 0 >
(W — )., o= [y (Vor +0? W), o (L= "8)pty .

(4.5)

Dla preta sztywnego interpretacia warunkdéw brzegowych jest podobna z wyjatkiem
(4.5),, gdzie z punktu widzenia teorii falowej czas kontaktu ¢, jest nieskoficzenie
krotki,

Jesli #,,—0, to otrzymamy warunki dla preta sztywnego:
{4.6) ¥lo=0, [W =) —o=[Hy(Vo1+p*> W)l =0,

ktére mozZna otrzymaé réwniez bezpoérednio, stosujac zasade zachowania pedu
do malego elementy belki, znajdujacego sie pod pretem i preta traktowanego jako
cialo sztywne. Warunki (4.5) dla preta sprezystego 1 (4.6) dia preta sztywnego pozwa~
laja okresli¢ pozostale stale w réwnanin (2.2) oraz sprecyzowaé interesujace nas.
transformaty: pW, ¥’ oraz W' - . Transformaty te zestawione sq w tablicy I.
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Retransformaty poszukiwanych funkcji (patrz Dodatek) otrzymano wykorzystujac

teorie funkcji zmiennej zespolonej.

Catki przeksztalcenia odwrotnego rozumiane W sensie wartofci  gldwnej
Cauchye'go dla wszystkich funkoeji zestawionych w tablicy I otrzymano dokonujac
catkowania po konturze Bromwicha-Wagnera [8 1 10] z wycieciami (rys. 2).

imp

Poniewaz bardziej szczegblowe omo-
wienie tej metody w zastosowaniu do
réwnanf Timoshenki mozna znalezé np.
w pracy 18], dlatego nie podwigcimy jej
tu wiecej miejsca. '

5. ANALIZA WYNIKOW I WNIOSKL

Dla zilustrowania otrzymanych wy-
nikéw przedstawiono wykresy pred-
kofci, momentu gnacego i sily tnacej
w przekroju x, =0 belki oraz wykres
sily na styku preta z befka i energii me-
chanicznej, jaka przekazuje pret belce
w czasie kontaktu, Wykresy wykonano

"dla nastgpujacych danych:

Belka. 1) Staie materialowe: F,=2-10

¢ [kGjem?],

po=(7,8/9,81+10°) [kG s*/em*], v=0,3.

2y Wymiary: przekrsj prostokatny 4;=3x 1=3 [cm?®], moment bezwladnodci
[=3x13/12=(1/4) [cm*], wspélezynnik écinania k=5/6 [—] oraz wspolezynnik

ye= B /kGy=3,12 [—].

Pret 1) Stale materiatowe: przyjeto trzy rodzaje materiatu preta:

a) po=py  E,=Ey;

b) py=pul2,

Ep=Eb/2;

C) ppﬁpbltl" Eszb/“L

2) Wymiary: przekrdj okragly d=3 cm, dtugosc

L=10r, L,=10, py=pp, E,=E

H=7,57Z L:ZOF’ Ll:zoa pp:pb/z: Ep=Eb/23
L=40r, L, =40, p,=pj4, E,=E,4;

L=20r, L =20,
H=15z ] L=40r, L, =40,
L.=80r, L =80,

Pp=Pb, Ep=ED;
Pp=Pbl2, E,=E,[2;
Po :Pb/d'a Ep =Eb/4'
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Calkowanie funkcji zestawionych w Dodatku prowadzono wykorzystujac me-
tode Simpsona z krokiem Ap=0,01. Osobliwosci wystepujace w funkcjach podcatko-
wych w réwnaniach (D.1) - (D.3) usunigto przez odpowiednia zamiang zmiennych
{6 i 8]. Dla funkcji podcatkowych, podanych w réwnaniach (D.4) i (D.5), otrzymuje
sie, gdy p—0, wielkod¢ nicoznaczong. Jednak graniczna wartos¢ kazdej z tych funkcji
przy p—0 wynosi zero, co wymaga wprowadzenia stosownego warunku w procedu-
rze programu dla maszyny cyfrowej.

Avion)/Y,
-0
/‘6/1"\.
-08+ f\,e-?,fi»; ;»«—.;ﬁb\\\

| ! | { i 1 | |
2 40 &0 80 100 i) g i 0 00 220 ot

|-

Rys. 3b

Analiza wzoréw podanych w Dodatku i wykreséw na rys. -3a—5b sugeruje
podzial ruchu belki na dwie fazy. Fazg I stanowi ruch belki razem z pretem w okre-
sie trwania kontakiu. Analizowane funkcje zaleza tu (przy ustalonym x i ;) od
nastgpujgcych parametréw: pola przekroju preta A,, przekroju belki A4, gestosci
preta p,, gestosei belki p,, efektywnego modutu Scinania 4G, oraz promienia bez-
wladnoéci belki .

Rozprawy Inzynierskie —7
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Faze 1II stanowig drgania swobodne belki po odpadnieciu preta. Do zestawu
parametréw wymienionych wyzej dochodzi w tej fazie dodatkowo diugosé preta L.
Fakt, ze dlugo$é preta w II fazie ruchu odgrywa role, zwigzany jest z odbiciem fali
podiuznej w precie.

Nalezy tu zaznaczyé, 7e I faza nie jest mozliwa do analizy przy uderzeniu belki
pretem sztywnym. Obciazenie belki w tym przypadku ma charakter impulsu.

Jak wynika z rys. 3a i 3b predkos$é belki doznaje w chwili uderzenia naglego
przyrostu (por. réwniez rys. 4 w pracy [6]). Wiclkosé tego przyrostu w ogdlnym
przypadku zalezy od parametréw dotyczacych I fazy ruchu, a na rysunku podano
ja w zaleznosci od modulu Younga i gestosci preta. Pordwnujac rys. 3a i 3b widad,
7e mimo dwukrotnego wzrostu masy preta wskutek zwigkszenia dhugoscei — nagly
przyrost predkosci w chwili uderzenia dla danej gestosei i moduiu Younga jest taki
sam.

Gdyby zwigkszaé gestosé i modul Younga (zachowujac stala masg), to w gra-
nicznym przypadku otrzymaloby sig sztywny punkt materialny (p,= o0, £,=o00,
L=0). Przy uderzeniu belki sztywnym punktem materialnym, predkosé belki
wzrostaby o predko$é uderzenia.

Charakterystyczne jest, ze belka, ktdrej predkosé byta wigksza w 1 fazie ruchu,
jest intensywniej hamowana w I fazie rachu. Wida¢ réwniez, Ze w 11 fazie predkose
belki okresowo wzrasta (mimo ogdlnej tendencji do zmniejszania si¢) charakte-
rystycznie dla ruchu falowego. Poniewaz belka jest nieskoficzona predkosé rozwa-
Zanego tu przekroju x;=0 dazy do zera.

Na rys. 4a i 4b przedstawiono wykres momentu gnacego w przekroju x; =0
dla tych samych wartoéci parametréw co w przypadku predkosci. W 1 fazie ruchu
moment gnacy ma staly znak i gradienty jego przyrostu zaleZa od parametrow do-
tyczacych tej fazy. Falowy charakter ruchu sprawia, ze w II fazie moment gnacy
belki intensywnie zmienia sig okresowo, przy czym amplituda tych drgan zalezy

s Mg )r
141 Ly Iy Vo
421 Pret szlywny

10 b
08 |-
a6
04
[r3q' ’ \

g
_qz
-4
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od diugosci fali (dtugoéé fali jest réwna iloczynowi czasu kontaktu i predkosei fali
gnacej w belce). Dla fal o wigkszych dlugosciach wartoéé amplitudy jest wigksza
i jak wida¢ na rys. 4b kilkakrotnie przewyssza wartoé¢ momentu w I fazie ruchu.

Wielkos¢ naglego przyrostu sity tnacej (rys. 5a i 5b) w chwili uderzenia zalezy
tak samo jak predko$é od gestosei i modutu Younga. Sita tnaca roénie przy uderze-
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niu pretem o duzej gestosci i module Younga osiggajac najwigkszq warto$é przy
uderzeniu pretem sztywnym (w przeciwieristwie do momentu gnacego, ktéry wicksze
amplitudy osigga dla pretdéw o mniejszej gestodei i module Younga). Zmiana znaku
sity tngeej w chwili £, =¢, spowodowana jest zmiang znaku przyspieszenia belki

po odpadnigciu preta.
d_ At
O 2k Vo -

t

] 20 v 80 a0 wo 120 2

Rys. 6b

Jak wida¢ z rys. 6a i 6b, sila kontaktowa wzrasta nagle do swej maksymalnej
warto$ci w momencie uderzenia, nastgpnic maleje monotonicznie i w chwili powrotu
do migjsca uderzenia fali odbitej o koniec preta — nagle znika. Wykresy na rys, 6a
i 6b wskazuja réwniez, ze bardziej «migkkie» uderzenie ma miejsce dla pretéw
o mniejszej gestosel § module Younga. Prety o duzej gestosci powodujg duzy nagly
przyrost sity, ktéry jednak stosunkowo szybko maleje z uptywem czasu. Dlatego tez
energia mechaniczna przekazana belce przez prety o duzej gestosci 1 module Younga
jest mniejsza niz dla pretéw o mniejszej ggstodei i module Younga przy tej samej
masie. Wykres energii mechanicznej przekazanej belce przez pret jako funkeji czasu
kontaktu przedstawiono na rys. 7. Czas kontaktu jest wprost proporcjonalny do
dlugodci preta, a dlugose preta pray danej masie jest tym wicksza, im mniejsza jest
jego gestosé. Wzrost modutu Younga jak wiadomo zmniejsza czas kontaktu, Mozna
zatem na podstawie wykresu 7 sadzié, Ze prety o mnigjszych gestosciach i modutach

Younga przy danej masie przekazujg wigcej energii mechanicznej belce. Wnioskuje-
~ my stad, ze predko$¢ belki maleje wolniej w IT fazie ruchu przy uderzeniu pretami
o mniejszej gestosci i module Younga (z zachowaniem stalej masy), poniewaz
energia drgan swobodnych jest w tym przypadku wieksza. Analogicznie ttumaczy sie
duze amplitudy momeniu gngcego w I fazie ruchu.
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Z przeprowadzonych rozwazaf wynika, ze nie jest obojetne, czy w belke uderza
pret stalowy, miedziany, aluminiowy czy tez inny, mimo iz masa wszystkich pretow
moze byé taka sama. Traktowanie wige uderzajacych obiektéw jako masy bezwy-
miarowe, z pominigciem zjawisk falowych, moze niejednokrotnie prowadzi¢ do
wynikéw fizycznie niepoprawnych.
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Rys. 7

Na zakoficzenie podamy praktyczne wskazéwki zwigzane z projektowaniem
belek podlegajacych obcigZeniom dynamicznym.
Z rys. 4a i 4b wynika, ze w pewnej chwili £, moment osigga warto§é maksymalng

Mmax F
Eb Ib V(}l

= fn‘lﬂx b

gdzie £, jest najwigksza wartoscia odczytana z wykresu, Oznaczajac przez syax=
=M ux ¥/E, I, odksztalcenic wiékna podlegajacego najwickszemu wytgzenin (przy
czym p oznacza odleglosé tego widkna od osi obojetnej) mozemy napisac,

Vo ¥

Emax = E.>:m=@un & Eaop -
cy F

Z powyzszego warunku wynika praktyczna wskazowka sugerujaca przyjecie takiego
ksztattu belki, zeby y/r osiagato warto$é najmmniejszg. Ponadto z rys. 5a i 5b mamy

Vo
T=ka Ab T Hmax

€y

gdzie #u.. jost najwicksza wartodcia odczytang z wykresu. Wrynika stad, Ze przy
danym materiale i przekroju belki nalezy jej nada¢ taki ksztatt, zeby izw. wspol-
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czynnik Scinania k osiggat warto$¢ najmniejsza. Wspolczynnik ten moze znacznie
zmniejszy¢ warto$é silty tngcej w danym przekroju. W konkretnych przypadkach
nalezy optymalizowaé dane wynikajace ze zginania 1 Scinania belki,

DODATEK

Razeczywiste rozwigzania rozwazanego problemu dia belki w przypadku uderze-
nia jej pretem sprezystym sa nastgpujace:

M(xls t[)r T(xh lfl)
V¥, 11)=0, &L % 4G
(D.1)
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Mx,t,)r bp[454(ch3—PK4)+@5Psin(pt1—Q55x1)
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Vi t)=Vor [ [mp®sf (p)]7* 1920 (6105 st 82 8 pa) &
0
1
+ @355 (8381 Hat+e2dy }”4)_'_“2—/3 118101 (02 P2 2+ 02 Ps pa)ldp+

b .
+2Vo1 f {ﬂpF(p)]‘lP{(P2+R2) (Picy -+ Ric,) 5+ 8% &3 (Prs + Ricg) —
4] .

Iy —1IC Ks— Kn—K
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]
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— f [Ba®s £(p)]~ |2 61 (ppts+V @ —p? pa) +
kA, G,
[}

b
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w K
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Te same wielkodei w przypadku uderzenia belki pretem sztywnym przyjmuja postac:
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Ka=c0s p ¢ sh (P4 xy),
Ks=8in p (t;— 1) sh (P X1),
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Hs=cos B 2_153 xysh[p(fi—ti)—B Py %41,
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Réwnania £, = -+ x, sa réwnaniami charakterystyk w plaszczyznie xy, , dla réwnan

‘Timoshenki.
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Peswome

BECKOHEYHASA VIIPYTASA BAJIKA THUMOIEEHKW IIPHM TOTIEPEYHOM VIAPE
KOHEUYHBIM ¥YIIPYIUM CTEPXKHEM

B paGore onpemencrnl BpemMs KOHTAKTA, KOHTAKTHBIE CHIb H MEXAHFYCCKAS SHEPTHES n'epe-
IasacMan balke CTEPKHEM BO BpeMs KOHTAKTE, 4 TAKKE NPOBECH aAHANHE3 cBOGOIHBIX Kouebauni
Garku mocre oTragenns cTepikns. JTOKA3aHO, Y10 POCT CKOPOCTH MATRGa HCrEGaIoliero MOMEHTA
¥ cOpuEraronieii cnni Gonplie B NepBOH (ase [BEMEHHA IPU YAAPAX CTEPNRIAMA ¢ DONBHIAME
HACTHOCTAMM ¥ MOMYIISMH fprrra, BO BTOPO# ke ¢ase JRUIKEHAA CKOPOCTS OANKH W CHBHTAIOLNAN
cHna yOLBAIOT MemneHIce, & W3rHOAroMui MOMENT HOCTUIAET GONBITHX AMINIHMTYL IpH yOoapax.
CTEPXHAMY ¢ MCHLWHMH MIOTHOCTBIO W MOOYMsME FOHFa, NP coxpanesuw 370l me camoil
MAaCCHI.

SUMMARY

AN INFINITE ELASTIC TIMOSHENKO BEAM STRUCK TRANSVERSALLY
BY A EFINITE ELASTIC ROD

The author calculates the duration of impact, contact forces and the mechanical energy trans-
mitted from the rod to the beam; analysis of free vibrations of the beam after the rod is rebounded
is also presented. Tt is shown that the increase of bending rate, bending moment and shear forces
during the first phase of impact is greater in the case of rods of larger densities and Young moduli.
In the second phase of motion, however, the beam velocity and shearing forces decrease less rapidly,.
and the bending moments exhibit Jarger amplitudes in the case of rods of smaller densities and:
Young moduli (their mass being kept constant).

POLITECHNIEA POZNANSKA
INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ

Praca zostala zleiona w Redakeji dnia 11 kwietnia 1973 .





