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O WARUNKACH KONIECZNYCH I DOSTATECZNYCH OPTYMALIZACII
SPREZYSTYCH PLYT SIATKOWYCH NA MINIMUM
ODKSZTALCALNOSCI

JACEK GIERLINSKI1 (WARSZAWA)

I. Wstep

Przedstawiona praca sklada si¢ z dwdch czedci. Celem pierwszej czesci pracy,
obejmujacej p. 2 1 3, jest rozwiazanie zagadnienia optymalizacii piyt siatkowych
obcigzonych poprzecznie na minimum odksztatcalnoéei. Zalozono przy tym, 7e
material konstrukcyjny jest idealnie sprezysty. W rozwazaniach pracy oparto sig
na teorii ustrojdw siatkowych, opracowane] przez Cz. WoZNIAKA, a przedstawio-
nej m.in, w pracy {11] i monografii [12}.

Problem optymalizacji ustrojéw siatkowych na minimum energii odkszialcen
sprezystych przy stalej objetosci rozpatrzony zostal w pracach W. DZIENISZEWSKIEGO
[1 1 2]. Sformulowano go jako klasyczne zagadnienie wariacyjne poszukiwania
minimum. Rozwazono zbior konstrukeji o roinych rozmieszezeniach materialow
i réznych konfiguracjach siatek pretowych, ksztaltowanych wzdhuz dwdéch rodzin
linii, Przedsiawione w pracy [2] warunki konieczne i ‘dostateczne optymalnosci
wyprowadzono przy zalozeniu proporcjonalnoéci intensywnodci sztywnoéei pretéw
na odksztalcenia do intensywnoéci pol powierzchni przekrojéw poprzecznych tych
pretow. :

Omowione w niniejszej pracy rozwiazanie zagadnienia optymalizacji jest przy-
padkiem szczegdlnym rozwigzania podanego w pracy [2}. Pomijajac wymienione
wyzel zalozenie w przedstawionych rozwazaniach otrzymano wzmiankowany wa-
runek proporcjonalnodei jako warunek dostateczny. .

Druga cze$é pracy, zawierajgea p. 4, 51 6, dotyczy plyt MEodksztalcalnych posta-
ciowo. W tej czebci prrzedstawiono szczegdtowa analize warunkdw optymalnosci
w odniesieniu do tego szczegdlnego przypadku plyt. Analizy tej dokonano na przy-
ktadzie plyt skonstruowanych z pretdw o prostokatnych przekrojach poprzecznych.

Na zakoficzenie rozwaZan przytoczono przyklad obliczen.

2. ZALOZENIA 1 PODSTAWOWE ZWIAZKI

Przedmiotem rozwazan pracy sa plaskie pretowe ustroje siatkowe w plytowym
stanie napreZenia i odksztalcenia. Siatki tych ustrojow, geste i regularne, skonstruo-

wane sg z pretéw pryzmatycznych o dilugosciach /(x%). Prety siatek sg uloZone
A
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stycznie do dwoch jednoparametrowych rodzin linii A=1I, II, przecinajacych sig

pod katem & (x*). Osie pretow sa pochylone wzgledem osi x' pod katem a (x%)

(rys. 1} 4
Kierunki giowne, opisujgce cechy geometryczne siatki pretowej, oznaczono-

za pomocg trzech wektorow ortonormainych D;, D,, D;. Kierunki osi wzdinznych
A A A
pretéw 4,1, =T oraz kierunki D,, leza W plaszezyznie plyty x' 0’ x*. Natomiast
A A A
kierunki D; sg prostopadle do tej plaszcezyzny (rys. 2).
A

xi

Rys. 1

W zwigzku z przyjetym polozeniem kierunkow ghéwnych mozna je wyrazit za
pomocg WZordw
D,=T=cosi;+sinai,,

A A 4 A
2.1 D,=—sina i +coswiy,
) 4 4 4
D3=i3 .
A

Wiasnosci mechaniczne plyty siatkowej opisuja nastepujace sztywnosci pretdw 4:
sztywnoséc skregtna

2.2) St=G I,

A 44
sztywnosé gigtna

(2.3) 522 22,
A 4 4
sziywno$¢ poprzeczna

12ET%?

A 4

T PR+ iA
A

4 A4 A

(2.4) R33
Pl
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Wystepujace W powyzszych wyrgieniach symbole oznaczaja:
U geometryczna sziywnosé skrecania preta 4,
1}22
A

glowny moment bezwladnodei przekroju poprzecznego prgta 4,
pole przekroju poprzecznego pregta 4,

modut Younga,

modul cdksztalcenia postaciowego,

wspolczynnik Poissona oraz

N L N

wspolczynnik liczbowy charakteryzujacy ksztalt prrekroju poprzecz-
nego {por. np. [5]).

Drzielac sztywnodei §71, 827 i R%? przez diugodci odpowiednich pretow siatki [
. 4 4 4 b4
(5 =1, 11, X5t A) okre§lono gestosei poszezegdlnych rodzajow sztywnodci preta A
za pomoca symboli S?1, §77 i R*¥. Podobnie okreslono gestobel rozmieszezenia
A A A
materiatéw o{=4/l W ustroju.
4 4 F

Plytowe stany napie¢ okre§laja nastgpujace wektory gestosel sit wewnetrznych:

Pi=p3 D,

55 A A4 A

@.5) MA=M*“D%, A=12 a=12
4 4 4

zaczepione w przekrojach srodkowych pretow 4.
Stany odksztalcenia ustroju okreslaja: wektor odksztatcen postaciowych ez
preta 4 oraz wektor odksztalcefi skretnych i gietnych ¢ weztdw siaiki. 4
4

Skiadowe stanu napigcia i odksztalcenia sg zwigzane przez zwigzki fizyczne

(por. np. {1])
P3=R33 €3,
A 4 4

(2.6) MA=SAB g, przy SAP=0 dla A#B.
A

A A 4
Skiadowe stanu odksztalcenia moiemy wyrazié przez przesumigcia w=ws (X%}
i obroty u, (x%) wezldw siatek pretowych w nastgpujacy sposob (por. ap. [1]):

(2.7 ey=T*(W ,+&,  ug), 9a=D4Tu,,.
A A . A |

Po wprowadzeniu wyrazen na skladowe y,3 =7, 1 x,; tensoréw odksztalcenia plaskich:
oérodkow

(2.8) Vu=W o8 Ug,  Kap=Up q

do zwiazkdw geometrycznych (2.7) otrzymujemy

2.9 e;=T%y,, @a=D%T%rg,.
A 4 A

A A
1
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Wynikaja stad tez nastgpujace wzory:
{2.10) ea=T"7y =11y,
4

A A A
Réwnania réwnowagi plaskiego ustroju siatkowego, wyprowadzone w pracy {11],
maja postad

(211 o et f=0, e W =0
w obszarze £ plyty. Warunki brzegowe sg nastepujace:
{2.12) P u,=p, mPn=m

na brzegu I” o normalnej zewngtrzne] n,. ‘

Wystgpujace w rownaniach (2.11) wielkodei p** =p* i m** sg odpowiednio skta-
dowymi tensora naprezen i skfadowymi tensora naprezedh momentowych w plycie
siatkowej. Sgq one okreflone przez gestosci sit wewngtrznych preta:

2.13) pP=XT*p3, mr=XT*D M

A A A 4 4 4 A
Wielkosei f3=f 1 h” sa obciazeniem silowym, normalnym do plaszezyzny plyty,
oraz obciaZeniem momentowym o wekiorach lezgcych w plaszezyznie @ plyty
réwnolegltych do osi x*,

Uwzgledniajac wzory (2.9) 1 (2.13) mozna zwiazki fizyczne (2.6) zapisaé naste-

pujaco:
pr=A" p=XT*TA R p,,
A4 4 A
@14 = CoM e, — 5 T TV D D S4% e,
AA A A 4 A

Wymienione w jednej z alternatywnych postaci zwiazki fizyczne, geometryczne
oraz réwnania réwnowagi, wyprowadzone m.in. w pracach [1, 2, 11 i 12}, opisuja
plytowy stan deformacji plaskich ustrojéw siatkowych.

3. ROWNANIA T WARUNKI MAKSYMALNET SZTYWNOSCI

W punkcie tym wyprowadzono réwnania i warunki, jakie musi spetniaé plyta
optymalna spoérdd plyt tak samo podpartych i obcigzonych. Przez piyte optymalna
rozumiemy tutaj taka plyte siatkows, ktdra w klasie‘plyt wykonanych z tych samych
materialdw o stalych wlasnosciach w obrebie poszezegdlnych rodzin pretéw odzna-
cza si¢ maksymalng sztywnoscia odksztalceniowa przy niezmienionej objetosci
materialdw. Ma to miejsce w przypadku, gdy energia odksztalcen sprezystych,
kt6ra po uwzglednieniu wzoréw (2.9), (2.13) i (2.14) zapiszemy w postaci

1 1
@Bl U=52| (PPes+Mip)do=— f (A y, yp+ CP* k0 1oy} A2,
2 4 8 A 4 4 4 2 o

-0sigga minimum.
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Plyty siatkowe, wsrdd ktdrych poszukiwaé bedziemy plyty optymalnej, ré2nid
sig moga wiasnoéciami struktury pretowe]. Wplyw struktury siatek pretowych na
energic odksztalcenn sprezystych okreflono przez rdinice energii

AU=U--U,

'\nagromadzonych w ustroju dowolnym spodréd optymalizowanych i w ustroju
optymalnym [1]. Kéleczkiem oznaczono wielkodei odnoszace sig do ustroju do-
wolnego, a symbol przyrostu oznacza réinicg odpowiednich wielkodei tych ustrojow.

Przeprowadzajac obliczenia analogiczne do przedstawionych w pracy [1] rdznice
AU mozemy okreéli¢ nastepujaco:

i 1
(3.2) A== (449 4 ACT ey ) 2t [ (0F d@.
2 £
gdzie
(3.3) (0= — A4 Ay, py— AC™™ Arc g 10, >0

Z rownoscl (3.2} 1 {3.3) wnioskujemy, Ze jezeli A4 =01 AC¥*2=0, to AU=0.
Réinice A4 i ACHw spowodowane 53 réznym rormieszezeniem materialow

A+ A oraz odmiennymi kierunkami D T DA w ustrojach optymalaych i dowol-
Fid 4 4
nym, Réznice te na podstawie zwigzkéw (2.14) mozemy przedstawi¢ w postaci

A48 = D [ARY T TP+ AR A4 (T Tﬂ)+R33 A(Te Tﬂ)]

A A A A £l A4 4 4
(34) Acaﬁvn > [ASAB sz Dﬁ T; D.u +ASAB A (TaDH TVD;;)-FSABA (TncDa TVD;;)]
A A 4 4 4 4 4 4 A A 4

W dalszych rozwazaniach rozpatrywaé bedziemy u‘stroje, ktére skonstruowane
sa z pretéw o okreflonych jednakowych ksztaltach przekrojdw poprzecznych.
Zbiér parametrow okreslajacych ksztalt przekroju poprzecznego i dlugoéé segmentu

A oznaczymy przez {am am a("’} Przyjmiemy, ze réinica Ao{ = A—A wynika
A A A

7 nierdwnosci a(");—‘a(” (k) & {(1) (D, ...(n)}. Powyisze zalozenic mozemy przedsta-
wi¢ w postaci?

[d]au:0=9{n
4 4 4

skad réwniez mamy _
{_R33]Aﬁ=0:R33, {SﬂAB]Ag{ = S4B,
A 4

4 4 4 4

Rozwijajac R¥ 1 §4% w szeregi Taylora wzgledem zmiennej 4<f, po uwzglednieniu
A A4 A
powyzszych réwnoéci 1 wprowadzajac oznaczenie

N

35 C o d 0=

Rozprawy Inzynierskie — 9
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Zznajdujemy

i
AR33=AHA (R”)'-l-z(zlgf)2 R +...,
A A A A A
(3.6) 1
ASABﬂA.SI(E (SAB)-' +E (ASE)Z (SAB)H + ...
A A .| A A
Wystepujace we wzorach (3.3) réznice 4 (T¢T%), A (T¢ D, Tv DY), wynikajace
4 4 4 A 4 4

z odmiennych kierunkow D %Dy, wyrazimy jako funkcje katow ,1, zawartych

A A
pomigdzy kierunkami D , i D,. Rozwijajac iloczyny T”‘ TEiT" D‘B iid D“ w szeregi
A A A 4 A 4 4

Taylora wzgledem zmiennych A po uwzglgdnieniu plerwszych dwéch wyrazdw,
otrzymujemy

AT T?) = /l[a’(T“T")]x 0+—(ﬂ)2 [a* (T“Tﬁ‘),x ot
(3.7 4 4 A
A(T* DA TY Diy= z[d(T“D"’ i D“)]A 0+ (A)2 {d? (T“D” T“D;;)

4 4 4 4 A A 4

We wzorach tych wprowadzono oznaczenia

a" ()
e = du)”]

Réznice 4U mozemy przedstawic teraz w postaci sumy
AU=§U+* U

w ktdrej wariacje 8U i 62 U, po uwzglednieniu (3.2), (3.4), (3.6) i (3.7), wyrazaja
sle wzorami

1
3.8) U=—-=35 f A [(RFFY (e5)> +(S*®Y 94 ps) dQ2—
2 A a A A A 2| A A
i , e eq o s
B E 2|4 {{d (Ta T =0 R3 yu e+ 1d (T Dfi 1" D)la=o S4B Ky Koy 482,
A o A 4 A 4 A 4 4 A 4 A A
i B
U= ——5 f (AAY [(R3)" (e + (S g ps]d2—~
4 A P4 A A A A VB |
1 . .
o % [ (RS 8 (s e pat 50 107 (1 Dl
4 A A Fi | A VN | A A 4 4
2,

oo 1 -
T Dg)]ﬁso Kag Kvu} dQ——2 | A2 {(Rss)l fd (1" TB)}A;O X
4 4 4 P 4 A 4 4 4 4

o og o @ 1
X7yt (540 [d (P D4 7 Do g e} 42+ [ (@2 2.
o 4 4 4 A A o
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Uwzgledniajac zaleznosci pomiedzy D 4 i D, wyrazone za pomoca funkcji kata 1
4 4 . A
[1} oraz dokonujac przeksztalcenn rachunkowych, wariacje §U i 62 U przedstawimy

w postaci wygodniejszej dla dalszych rozwazan:
1
(39) SU=-—2 f AL YR () 4+ (S45)" @, 9] dD—~
2 A & A A | A A A
—zfz.[—Pf D y,+ M4 (g €%, — DP D2 e, V1 d2
A o A P | A 4 yi| A
1
(10)  6U= =72 [ [(R*)" (€ +(S)" g, pyld2~
a A yi | A A A A
2
1 =
- —Zf(/l)z [R37 (y23)* + Z S (?BE?A“ K24t 1dQ+
2 A A A A 4 A - i
Q A=1
1
+5x f (02 [P €5+ 2MA (g0 ke py® )] d2—
A a A A A A A A
1
= 3 [ ASUART €05+ (S pa(pes,+es M1d+ o [ @ ae.
a A A. A | i A A A A 29

W powyiszych zwigzkach wprowadzono oznaczenie:

(311) JCAB=DzDg Kaps y23=Dg Fo+
A A4

A A A

- Energia U odksztalcen sprezystych osiaga warto$¢ minimalna, jezeli, zgodnie z pod-
stawowym lematem rachunku wariacyjnego [3], wariacje 6U i 6% U okreélone wzo-
rami (3.10) i (3.11), spelniaja nastepujace warunki:

(3.12) éU=0, & U>0

przy dowolnych wartodciach funkcji 447 i katéw A. Pierwszy z tych warunkéw jest
A A

warunkiem koniecznym, a drugi dostatecznym.
Warunki (3.12) powinny by¢ spelnione przy zafozeniu, ze objetodé poszezegdl-
nych rodzin pretéow plyty siatkowej
v= | o dQ
/*

jest stala. Z zaloZenia tego wynika, Ze

=

Aw:%«fu:fdszfl dQ=0,
4 4 g

4 A

Poniewaz warunki (3.12) musza by¢ spelnione przy dowolnych wartoéciach pa-
rametréw optymalizacji 497 1 A, przeto uwzgledniajac powyZsza réwnoéé na podsta-
’ A 4
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wie wzordw (3.10) i (3.11) wnioskujemy, Z¢ Wa_runek (3.12); jest spelniony, jeieli
zachodza nastepujace rdéwnosei:

2

R33 ' 2 SAA ’ ’ 2= -,
(A ) (e3) +2(d ) (jﬁ) ) const

(3.13) 4 A=l
M4 gy S?A—D; (P* Yok MY ’Can)=0-
4 4 A4 4 4

Natomiast warnnek dostateczny (3.12), jest spelniony, jezeli prawdziwa jest nie-
réwnodé ‘

1 |
G187 [P IR (e + (S (01 +(57)" (927 42~
4 P A 4 A A 4 4 A
1 2
o [P IR Qo+ Y| S4(gnel a2~ P2 (e =
24504 4 a4 = 4 4 4 4 4
Q A=l
.
—2M4 (pa+rc2pER )] dQ“EJ AT A[(RF) e3925+
A 4 4 ) A o 4 4 4 i R |

(542
A

4

|
pathc 2, + 16, )] d2+— f () dQ >0,
A A
(2]

Réwnanie (3.13), moina, po uwzglednieniu réwnosci

(3.15) D=, TF,

A d
wynikajacej z definicji (2.1), przeksztakci¢ do postaci

MAE®, pt T e, (PP yut MY 1c5)=0.
4 A 4 ) 4 A

Mnozac nastgpnie powyzsza réwno$é przez €,y T° T'° znajdujemy, po wykonaniu
odpowiednich przeksztalcen przy wykorzystanin wzordw (2.1), (2.5) i (2.9), inng
posta¢ warunkow koniecznych:

Pécos 3 ez—es)+ M [sin 9 (py;—pzy—cos d{p;— )]~
I I I I 11 T i1 I

—M? [sin 8 (p;— @, )+cos 3 (p.—92)]=0,
Iy I b B
(3.16)

P3 (cos Qe;—eg)+ M [sin 8 (p;—¢z)+cos 3 (p;—p)i+
1L II 1 1T H I H I

+M? [—sin & (p;— 1) +cos 3 (pa—92)]=0.
i I T nooi

Roéwnania (3.13), (3.10) 1 (3.14) sa ogdlnym rozwigzaniem problemu optymali-
zacfi na minimum odksztalcalnodci plyt siatkowych.
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4. WARUNKI OPTYMALNOSCI W PRZYPADKU SZCZHGOLNYM PLYT NIEOPKSZTALCAL-
NYCH POSTACIOWO

W dalszych rozwazaniach niniejszej pracy pominiemy wplyw sit poprzecznych
na odksztalcenia pretéw plyty. Uwzglednienie tego wplywu stanowi obszerne za-
gadnienie 1 bedzie przedmiotem dalszych prac autora.

Przyjmujac wigzy kinematyczne e;=0, eliminujemy z wyprowadzonych w p. 3
- A
warunkdw optymalnosct wyrazy zawierajqc&; sity poprzeczne. Zalozenie to, stano-

wigee hipotezg Love’a-Kirchhoffa, spelnione jest przez przyjecie R37 =00 [1 1 11].
A

Z warunku e;=0, na podstawie zwigzkdéw (2.8); i (2.9), znajdziemy
4 ’ .

@1 Ye=W, 4t 8 =0,
a stad
4.2) . : Uy=E" W 4.

Podstawiajac (4.2) do (2.8), znajdujemy

4.3) Kap =87 ¥, s
skad rowniez wynikaja zwiazki

4.4 £y Kpy=8"g ICgy.

Wprowadzajac rdwnoéé (4.3) do zwiazkow fizycznych (2.13), i dalej do rownas
rownowagi (2.11), otrzymujemy rdéwnanie analogiczne do rdwnania plyty anizo-

tropowej (por. np. [7]). Mnogac obie strony réwnofci (4.4) przez 7%T* mamy
4
(T’ ) TP kg, =(TP ") T Ky i
A z = A

a po uwzglednienin (3.25) znajdziemy
4.5 Dy TP sy, =D% T i, .
4 X 4 =

Uwzglgdniajqc wzory (2.10), z (4.5) otrzymujemy zaleinosé
(4.6) . D; ¢, D4=D, p, D*.

4 X X x A A
Ze wzoréw (2.1) wynikaja nastepujace zaleznosci

D2D2:COSS, DZ To—-_‘TDz—Sln'S
4 Z I In

po wykorzystaniv kidrych (i po przeksztaicemach) z (4.6), znajdujemy
@7 cos 3 (g2—gpz)=sin F{p;+¢,).
R R i 1 ou
Warunki optymalnoscei (3.22)1, (3.23) i (3.25) po uwzglednieniu e3=0 oraz zwiaz-

kow (4 7) przyjmuja uproszczong postac Warunki konieczne (3 22) 1163 25) mozna
zapisaé w postaci nastqu]acej

@8 MW(WVHWQWV - C=const
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oraz
@; {G I [sin § (p,— ¢z)—cos & (p;— o)1 +2E I?? g, 8in 8}=0,
(4 9) I I1I T 1 1L I 11 I

0y {G I'! [sin 8 (py— p2) +cos $(p,—¢)]—2E *? p;sin 9} =0.
o ouun T o1 oI 1

Warunek dostateczny ma postaé nieréwnosci:

A

1
@10) 5 Z [P (51 (g ()" (9?1 d2—
4 o 4 A 4 A A
L 2 .
_Ezf(i)z{z SA4 (pp 8% 41— 16,007 — 2M* (@4 +E74 ’Czn)] a2 —
AQ 4 Y] 4 4 4 Fil A i)

- i
5 [ A (S g5 (petsS o) O+ f (0% d2>0.
4 A A 4 il il A 5

Prosta postaé warunkéw koniecznych (4.9) pozwala wnioskowaé natychmiast
o mozliwosci ich rozwigzania, Warunek (4.9); jest spetniony, gdy

4.11) pr=0
I
lub
(4.12) G I [sin 9 (p;— p2)—cos 8 (g — )] +2E P2 ¢, sin 3=0,
I I ST e I

a warunek (4.9), jest spelniony, gdy

(4.13) 0,=0
11
fub
(4.14) G I [sin 8 (p,— p2)—cos 8 (p;— ¢ )1 —2E I?? pysin $=0.
nmn I 1 11 T nmir 1

Poniewaz warunki (4.9), i (4.9), musza by¢ spelnione réwnoczesnie, przeto mozliwe
sg nastepujace kombinacje powyzszych réwnosci: 4.1 1 (4.13) lub (4.11) i (4.14),
Iub (4.12) i (4.14). 7 zestawionych tutaj par réwnosci nalezy wybraé te, ktdrej rozwia-
zanie spelnia warunek dostateczny.

5. ANALIZA WARUNEOW OPTYMALNOSCI W PRZYPADKU PLYT NIEODESZTALCALNYCH
POSTACIOWO

Rozpatrzmy 7 kolei warunki optymalnosci dotyczace przypadku szczegolnego
plyt nicodksztatcalnych postaciowo, wyprowadzone w poprzednim punkcie. Analizy
tych warunkéw dokonamy na przykladzie plyt siatkowych, ktérych prety maja
prostokatny przekréj poprzeczny. Uwzglednimy przy tym kolejno nastgpujace
proporcje miedzy wymiarami tego przekroju (rys. 3):
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Jak juz wspomniano parametrami optymalizacji sa katy o i funkcje gestosci roz-
4
mieszezenia materialdow of. Przy czym A« jest funkcja jednej zmiennej (tzn. b, A
4 4 4 4
lub ). W pierwszej kolejnodci przyjmiemy jako parametr optymalizacji szerokosc
z

przekroju b.
A

a h»b b bosh
A4 A Fd A
- U ”‘:H paE Lo R —" R o
A Ty T p k
b JZ!L L r
I o
Rys. 3

5.1. Przypadek hzb
A A

Gdy wysoko$é przekroju jest znacznie wigksza od szerokogci, wyrazenia na
charakterystyki mechaniczne preta przedstawimy w postaci [5]

1

1 1
5.1) SU== GO h, S?=rzEb(
4 Al
x

4
342 4 12 444

z

W poprzednim punkcie podano trzy przypadki, w ktorych mozna okre§li¢ warunki
konieczne, Nalezy sprawdzié, ktére z nich spelniaja warunki dostateczne (4.10).
Wstawiajac do warunku-{4.1) pochodne funkgji okreslajace sztywnodéci obliczone
wedlug wzoru (3.5)

1
() =G B)?, (S”) = E(h)2
A A 4
(8" >0, (Sﬂ)"=0,
A 4
warunek ten moZemy zapisaé w postaci nastgpujacych nieréwnodei:

—(SH)" (p)* =0,
A
)[IG(E:')2 . E(h) ( )]
- - g —x
P Azz 3,7 dﬁ; 24 (171 22
1 1
(5.2), -+ {paticy;) EEUT)Z @z‘EG(b)z(Wz'l'Kzr) =0
i 4 4 4 4 A4 4 P

i
~G (B gy (patrz)t 2 EMm? p,(~@it+rz)=0.
44 4 4 4 4 4 4 4 4
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Pierwsza z tych nieréwnoséci moze byé spetniona jedynie wiedy, gdy ¢, =0. Wniosek
: . §

ten pokrywa si¢ z réwnoéciami (4.11) i (4.13). Uwzgledniajac tg réwnos¢ w warunku
koniecznym (4.8), otrzymamy

1
(5.3) — E(h)* (g02)2 C const. .
) 12 A4 4 K| .

QOznaczajac przez
2 oy 2
R (1 . )2
(3) k E 722 | "\ g f2
44

A

kwadrat liniowych jednostkowych odksztalcenn dolnych widkien segmeniu preta 4,
réwnolegtych do osi wzdhiznych T i oddalonych od nich o 4/ [10], znajdujemy
A 4

1
C“—E(F)Z—COHSt
3 4 4

Wrioskujemy stad, ze odlcsztalcenia 2 sa stale, a poniewaz maja warto$ci maksymalne

A
w precie A, przeto zachodzi réwnosc

g=gsigne,
A 4 A

gdzie a oznacza jednostkowe wydluZzenia dopuszezalne materialu preta A, s>0
gdy dolne widkna sg rozciggane, .9<0 gdy dolne widkna sa $ciskane.

Uwzgledniajac dalej (4.11) i (4.13) w réwnoéci (4.7), otrzymamy

(5.4) Pa=3
1 11
ub
(5.5) cos $=0.

Grupujge odpowiednio réwnamia (4.11), (4.13), (5.3}, (5.4) i (5.5) doprowadzimy
je do dwdch nastgpujacych ukladdw réwnad

&

A

(5.6) p;=0, Pa=102 P2= T

.4 1 iI A 1

A

oraz,

, &

e - T py=0, cos8=0, g92=2;l—',
il i

2

w ktorych niewiadomymi sg: funkcja vgigeia w(x¥) i katy o,«.
. S _ 1
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Uklady réwnan (5.6) i (5.7) przeksztalcimy wykorzystujac wzory (2.1), (2.9),
i (4.3). Pierwszy z tych ukladéw mozemy po uwzglednieniu a=a+9, §#£0, £ =/2
przedstawi¢ w postaci ‘ moI

(5.8) —W, 3= —W, =2

£
4
PR W,l:zEOQ
A4

o 1 o sy dowolne.
11
Natomiast uktad réwnas (5.7) zapiszemy nastepujaco:

A

£e
11T
Wog oo (W, 12)2=4H:
I
& £
: 1 i
(5.9) ’ _w,ll"““w’zz:z I“}‘Z?,
I I
. 2w 12
tg 20.= , oa=a+m2.

1 W= W I 1

Sprawdzimy teraz, czy funkcja ugiecia w (x*) okreslona wzorami (5.8) i (5.9} spetnia
warunek dostateczny (4.10). Uwzgledniajge wzory (5. 8)2 we wzorach (2.8) i (3. 11)
zna_]dujemy
@atrs; =0, 1,,=0.
A A 4
- Po wykorzystaniu tych wzoréw oraz (4.11) i (4.13) na podstawie (5.2) stwierdzamy,.
#¢ nierdwnodci te sa spelnione, a zatem 1 warunek dostateczny (4.10) jest spelniony.
W przypadku ogélym rozwiazania rownai (5.9) nie mozemy stwierdzié, czy
spelniaja one warunek dostateczny, Rozpatrzymy dla przykladu dwa przypadki
szczegOlne rownan (5.9):

a) gdy h ﬂﬁ H, i ;&:I% =g, gdzie f=const,
b) gdy h=h=H i &=-¢=s.
- 1on 1w

W przypadku a) réwnania (5.9}, , sprowadzaja sie do réwnania
.10y BW aa=w 11 =(1=BPw 11w 2+ +H*(w, 1,)*=0
Przyjmujq_é W tym réwnaniv =1 .znajd.ujemy

Woi1=W g2, W 1,=0.

Jak sprawdzahsmy poprzednio, funkqa ugiccia okreslona powyzszymi wzorami
-spelnia warunek dostateczny (4.10). Qtrzymallsmy zatem rozszerzenie rozwigzania
réwnan (5.8) na przypadek siatek ortogonalnych.
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W przypadku b) réwnania (5.9); , przyjmujg postac
82

(5.11) —W 11 W (W 12)P=4 n, Wt w =0,
HELT H

co wskazuje, ze powierzchnia ugigcia jest powierzchnig minimalng o zerowej krzy-
‘wiznie $redniej [8]. Podstawiajac réwnoéé (5.11), do (2.9), i (3.11) znajdujemy

902:7621, Haa=0.
A

Na podstawie tych réwnan oraz (4.11) 1 (4.13) stw:erdzamy, 7e nierdwnosc (5.9},
ma postad

S A4+ 67> B,
A A A

a nieréwnos¢ (5.9); jest spelniona. Przyjgte proporcje pomigdzy wymiarami 7 1 b
zapewniajg prawdziwos$¢ powyiszej nierdwnosci. 4 4

5.2. Przypadek b h
A A
Sztywnoscl preta okreslone sa w tym przypadku wzorami

1
{5.12) S = —G, S”——b (0 E
A 4

4

1 1
Po obliczenin  pochodnych tych wzordw (S”)'=ﬁ.G(h)2, (S”)’=—E (h)z.
(S”)” S”)”-0 i podstawieniu ich do (4. 10) dochodzmy do nastg;pujqcych

nieréwnosci ;

1
((01 ffzz)[ T(H‘V) (9’1_’C22)]+
A A A A

~

1
(5.13) +7 (p2tra) [(1+v) p2— (924521120
4 a4 a4 4

A

. 1,
— 1 (4024"‘721)‘5‘*2' (A +v)p2(p;—riy2)2 0.
A A A A A A A

Warunek dostateczny, przedstawiony w postaci nieréwnosci (5.13), nie pozwala
‘wnioskowaé, ktdra z réwnoéei (4.11), (4.13), (4.12), (4¢.14) lub (4.11), (4.14) mamy
wybrac. Nalefaloby te pary rozpatrzyé kolejno, a nastgpnie sprawdzi€, czy nieréw-
noéci {5.13) sa spelnione.

W poniZszych rozwazaniach rozpatrzono ullad (4.12), (4.14) prowadzacy do
ciekawego rozwigzania. Jest ono rozwigzaniem szczegdlnym tego uktadu i ma postaé
{5.14) p,=0, cos 8=0.

A
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Wykorzystujac wzory (5.14) z warunkéw koniecznych (4.8) i réwnoéci (4.7) otrzy-
mamy po przeksztalceniach nastepujacy uklad réwnan:

2

T
4
(W,IZ)Z_W,IIW,22= E s Wb W a,=0,
(5.15) 4
2% 12 7
cig 2o=——"—_, a=at .

S —
1 W= Wi w1 2
W powyzszych zwigzkach oznaczono przez

7=hGp,;=V3GC=const

4 A4d4d AA

maksymalne naprezenia styczne wywolane skrecaniem [9] o wartodeiach stalycﬁ
i réwnych danym naprgZzeniom dopuszezalnym Ir] Taop- Podstawiajge (5.15), do
wzordw (2.9), i (3.11) znajdujemy

(5.16) or—1i,=0, 1;=0.

A Vil F]

Po wykorzystaniu tych wzordw i rownosci g02=0 stwierdzimy, Ze nieréwnofdci (5.13)
34 spelnione.

Otrzymane uklady réwnan (5.8), (5.9) 1 (5.15) stanowia podstawg do wyznaczania
katéw « 1 powierzchni ugiecia plyty — przy zatozeniu, ze parametrem optymalizacii

A
jest szeroko$¢ przekroju b. Parametr ten wyznaczamy po okreflenin powierzchni
A

ugiecia rusztu na podstawie zwiazkow fizycznych i geometrycznych ustroju.

Z kolei rozpatrzymy warunki optymalnosci przyjmujge jako parametr optymali-
zacii- wysokosé A.

A
5.3, Przypadek h> b
A A

Pochodne wyrazen na sztywnodei (5.1) maja w tym przypadku postac

1 1
Sy =Gy, (S”) = £y,
4 344 4 14

(81" =0, (§%%)">0,
4 4
Po podstawieniu tych wielkoséci do (4.10) otrzymujemy nastgpujace nierownosci:
= (82" (p2)*2 0
A A
RRCAY)

1 1
=— G @ (er+r2)——F EW? g9 ~K22=0
30474 47 4 4 447 474 4

oraz nieréwnosé (5.2),.
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Pierwsza z powyzszych nieréwnosci spetniona jest jedynie, gdy ¢,=0. Na pod-
stawie rownodei (4.12), (4.14) i (4.7) mamy ... - A .

cos 9=0, ¢;+e,=0.
11

Stad po przeksztalceniach dochodzimy do uktadu réwnafi (5.15). Korzystajac ze
wzoréw (5.16) stwierdzamy, 7e nieréwno$¢ (5.17), jest spelniona. Natomiast nie-
réwnosé (5.2), sprowadrza si¢ do postaci

@¥—+vEF=0.
4 4 4

Powyzsza nierdwno$é przy przyjetych proporcjach wymiaréw jést nieprawdziwa,
a zatem warunek dostateczny (4.10) nie jest spefniony.

75.4. Pr'éypadek b h

A 4

Wstawiajac pochodne funkeji (5.12)
(57)7>0, (§77)">0
| il
do warunku (4.10) otrzymujemy jedna z nieréwnosci w postaci
—(5™)" (p2)? — (573)(92)" = 0.
A 4

Nieréwno$¢ ta jest nieprawdziwa dla dowolnego stanu odksztalcenia rusztu. A wige
warunck dostateczny (4.10) nie jest spelniony.
Na podstawie rozwazan przedstawionych w p. 5.3 i 54 wnioskujemy, Zze dla
wysokoéci 4 jako parametru optymalnodei warunki optymalnoscei- nie sa spelnione.
A

6. WNIOSKI KONCOWE

W wyniku przedstawionych w pracy rozwazafn dochodzimy do nastgpujacych
wnioskow: " :
1. W przypadku, gdy prety plyty siatkowej maja prostokgtny przekrdj poprzecz-
ny wysoko$ci h, oznaczajace wymiar przekroju prostopadly do powierzchni plyty,
M _

nie moga stanowi¢ parametru optymalizacii.

2. Wymiary A i & nie moga w przypadku ogélnym plyty optymalnej mie¢ dowol-
’ 1 I
nie danych wartosci, poniewaz istnienie rozwigzan optymalnych zalezy od zwigzkow

pomiedzy tymi wielkoSciami. Przykladowo rozwigzanie (35.15) wymaga, aby byt
spetniony zwiazek
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3. Postugujac sie wzorami na kizywizny gtdwne «, i 1, wyprowadzonymi w pracy
{41 w postaci

k1= (W irtw, zz)'f‘-E/ 70— w0 (1),

. 1 1
iy :?(W, 11+ W, 22} — E/wél— W, 11w 22+ (W, 1207,

znajdujemy, ze i, =1k, gdy W 11— W, 22.=0, w 1, =0. Powyzsze rownofci pokrywajg

sie 7z rozwigzaniem (5.8) spelniajacym warunek dostateczny. A wige réwnoéé krzy-

wizn gléwnych powierzchni odksztalconej plyty pocigga za soba istnienie rozwigza-
nia zagadnienia optymalizacji niezaleznie od fego, czy A» b albo b A
Pl A A A

Zestawione powyzej stwierdzenia odnosza sig jedynie do plyt, w ktdrych moina
pomingé wplyw sit poprzecznych ma odkszialcenia.

W zakoniczenin rozwazan przedstawiono przykdad liczbowy, ilustrifacy tok postgpo-
wania w konkretnych przypadkach konstrukeyjnych przy zastosowaniu otrzymanych
W pracy rozwiazan. Rozpatrzono plyte siatkowa kwadratowa, podparta w czterech na-
rozach i wzmocniona belkami obwodowymi (rys.4). Plyta skonstruowana jest z pretow

xEey 4
Lh_
S :_;r
[w]
o
| . |
Rys, 4

o przekrojach prostokatnych o proporcjach wymiaréw h » b. Wszystkie prety plyty
4

wykonane sa z jednakowego materiaty o danych parametrachE i &. Piyta obeigzona
jest réwnomiernie rozlozonym obcigzeniem o intensywnoscei f i momentami M wzdluz

wszystkich brzegow plyty. Obhczema wykonamy dla przypadku edy h*h H=
1I
=const. Funkcja ugigcia w (z“) musi spetnia¢ warunki (5.8); ,. Stad mamy m’

=m22=0,Réwnania rownowagi (2.11) moina teraz zapisa¢ w postaci

“”112,'11“Fm21,22ffﬁ0
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a warunki brzegowe w postaci
m'2(a,)=m(—a,y)=M,
m (x,@)=m*' (x, —a)=M.
Przyjmujemy dalej oznaczenia x'=x, x®>=y. Funkcja ugigcia ma postat

eq® ( x? +y2)

w="r \1 2a®

H

Katy « sa réwne odpowiednio 0, 7/2. Po obliczeniu sktadowych tensora naprgzen
A .
momentowych i wstawieniu ich do réwnania réwnowagi znajdujemy

12if
(?),xx + (ibl), wo EsH? '

Rozwigznjac powyzsze réwnanie i uwzgledniajac warunki brzegowe znajdziemy

6l
= 2 __ 42
? YL [2M +f1 (a® —x™)],
: 2,2
Illw .EgHz RM+f(@*—y .

Funkcje te okreslaja zmienng szeroko$é pretow przy statej wysokosci H. W roz-
wigzanym przypadku oszczedno$¢ materialu konstrukeyjnego plyty optymalnej
w poréwnanin z plyta siatkowa o statych przekrojach pretéw wynosi do 359 w za-
leznodei od stosunku parametréw obciazenia f1 M.

Rozwiazanie podobne do przedstawionego powyzej otrzymano w pracy -[6]
dia plyty zelbetowej krzyzowo zbrojonej, podobnie podpartej. Otrzymane w obu
przypadkach funkcje ugiecia maja jednakowa postaé. Podobiefistwo rozwigzan
wynika z tego, 7e w przypadku plyt optymalnych o stale] wysokosci funkcja ngigcia
jest wielomianem drugiego stopnia.
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Peamome

0 HEOBXOIHMBIX M JOCTATOYHBIX VCIOBUAX OITUMK3ANAKW VIIPYVIHX
PEIETHATHEIX ILIWT HA MWHUMYM JAEGOPMITPYEMOCTH

B paboTte IpesCcTABICHO peuienHe HpobieMEl ONTHMHZALEKM PEIDETIATHIX HITHT W3 CTCPAHEH
¢ TPOUIBOABHBIMM HONGPECYHEIMH CoueHU#ME, Kax kpHTepHil ONTHMANEHOCTH GNHAT UPHHAT M-
HUMYM YOpyToi medopmupyemocts. Omupasick Ha CIIOIHYIO MOJETs BOMOKHUCTOR Cpeapt cthop-
MyFEPOBANA BAPHALMOHHAS 3878494 ONTEME3ALNHE, KOTOPas 3aTeM peiena IOApOGHEIM 0OpasoM,
APHBORA K HEOGX 0 {MMETM ¥ {OCTATOTHEIM YCIOBHAM ONTAEMATBHOCTH PeIleTdaThix N, Hpeacras-
NEHROE PEMISHHWE TPOAHATH3MPOBARD IO OTHOIIEHHIO K IHUTAM W3 CTEPHHEH, KOTOPEE HE MCIE-
ThBaroT gedopManii CABATA.

SUMMARY

ON THE CONDITION OF NECESSARY AND SATISFACTORY OPTIMALIZATION OF
ELASTIC LATTICE PLATES ON MINIMUM DEFORMATION

In the paper introduced is the solution of the problem of lattice plates optimalization of rods.
with arbitrary transverse cross-sections. As a criterium of optimalization of plates a minimum
elastic deformation was accepted. On the basis of a continuous model of fibrous center, formulated
was the problem of variational optimalization, which was then dissolved in general manner, giving
the necessary and sufficient conditions of optimalization of lattice plates.

The performed solution was analized with reference to the plates of rods not suffering the:
shape deformation.
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