ROZPRAWY INZYNIERSKIE, 21, 4,677-691, 1973, Polska Akademia Nauk, Instytut Podstawowych Problemdw Techniki

SZCZELINA GRIFFITHA 1 WALCOWA TNKLUZJA KOLOWA
W ANTYPLASKIM STANIE ODKSZTALCENIA

ANDRZE] KACZYNSKI (WARSZAWA)

1. OZNACZENIA 1 PODSTAWOWE ROWNANIA
Wykaz wazniejszych oznaczen

a, b wspolrzedne wierzchotkow szezeliny (wzdluz osi x),
promien inkluzji,
{a-+-b)/2,

a1/} ab,

k (b—ayr/dab=s5* 4> —1,

A afe,

B ble,

T wartos¢ o,. w nieskonczonoéci,

7, t{a er)/Z]/E:r us,

Pt (b~fa)2/4ab]/ab:1 wk,

#  modul scinania (odksztalcenia postaciowego) materialy poza inkluzia

(matrycy),
# modut Scinania inkluzji,
o (— )/ (et 1)

Rozwiazywanie zagadnied teorii sprezystodci dla antyplaskiego stanu odksztalce-
nia jest znacznie atwiejsze niz w przypadku plaskim ze wzgledu na prostszy opis
matematyczny.

Wektor przemieszczenia u w tym stanie moze byé przedstawiony w przypadku
statycznym w postaci

(11) UZ[O: 0, w (xa y)]:

jesli of deformacji jest skierowana wzdluz osi z prostokatnego kartezjariskiego
" ukladu wspotrzgdnych (x, y, 7).

Z réwnan geometrycznych oraz z prawa Hooke’a wynika, Ze jedynie niezerowe
sktadowe tensora odksztalcenia ¢, ¢,, 1 napreZenia o, 0,, sa funkcjami dwdch
zmiennych x i y i moZna je wyrazi¢ za pomocy skiadowej przemieszczenia w (x, y)
nastepujaco:

1 ow 1 aw
(12) sxz_? 5;5 ayz—j 8—_})

Rezprawy Inzynierskie — 10
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oraz
13) Jw 5 dw
. = = I z = & z = s
Tz =280 = Tye=2ME =1 5

gdzie u jest modulem §cinania. Jedyne réwnanie zwartofci ma zatem nastepujica
..postac:
08y, Oty

(1.4) T

Uktad réwnaf réwnowagi Lamégo sprowadza si takze do jednego réwnania,
ktére w przypadku braku sit masowych staje sic dwuwymiarowym réwnaniem
rézniczkowym Laplace’a

80, 00 w atw
(1.5) = -

dx )E'?y_—# dx? +5J7

Tak wigc przemieszczenie w(x,y) jest ptaska funkcja harmoniczng.
Korzystajac z podstawowego twierdzenia teorii funkcji zmiennej zespolonej,

stwierdzamy, Ze harmoniczna funkcja w (x, ¥) jest czgécig rzeczywisty albo urojona

pewnej funkcji analitycznej f(z) zmiennej zespolonej z=x +iy. Przyjmijmy tutaj, Z¢

(1.6)° w(x,p)y=p"t Im [f(2)],

gdzie Im [f(z)] oznacza czgé¢ urojona pewnej funkgji analitycznej f(z) zwane] dalej
potencjatem zespolonym. ‘

Biorac pod uwagg (1.3) i warunki Cauchy’ego-Riemanna, ktére spefnia funkcja
analityczna f(z), moina pokazac, ie naprezenia daja si¢ przedstawié w postaci

(1 7) ayz -+ ia'xz =f' (Z) s
czyli
(1.8) op=Re [F(2)], 0x=Im[F@)],

odzie F(z)=f"(z) jest funkcja analityczna. Tak wigc
przemieszezenie w{x, ) oraz napreZenia o, (x, ¥)
i 0, (x, ¥) wyrazaja si¢ za pomoca jednego niezna-
nego potencjatu zespolonego f(z).
" Przechodzac do wspétrzednych cylindrycznych
r,0,z (rys. 1) otrzymujemy Wzory

g, =0y, €08 O+ 0,, sin B,

(1.9) |
G4y = — Gz SN O+ 0,, COS T,
czyli
Ope+ 10, = et (oyst+ i0,2) -
Zwiazki (1.3) przyjmuja postac
ew 1 ow

(110) arz:#MBT: Uez=,u7 3_0'3
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skiadowe za$ stanu przemieszczenia (1.6) i naprezenia (1.7) wyrazaja sic w nastepu-
jacy sposéb przez funkcie f(2):

(1.11) w(r, 8) = % Im [f(re'®)],

(1.12) | Ooptiog=e’ f'(re?)

czyli

(1.13) oo:=Re[eF(re?)], o,=Im[e® F(re'?)].

2. SZCZELINA GRIFFITHA W ANTYPLASKIM STANIE ODKSZTALCENIA

Rozwazmy w antyplaskim stanie odksztalcenia statyczne zagadnienie rozkladu
‘naprezeft w nieskosiczonym, jednorodnym osrodku sprezystym, zawierajacym szcze-
ling typu Griffitha (rys. 2), czyli
cigcie S okre§lone w prostokat-
nym ukladzie wspétrzednych x,
¥, Z nastepujaco:

a<x<hb, y=0, —eco<z<oco.

Ze wzgledu na to, ze wszystkie
wiclkosci opisujace stan przemie-
szCzenlia 1 naprezenia sa Tiezales-
ne od zmiennej z, rozwazania
nasze moZemy ograniczyé do pla-
szczyzny xy. Wzdluz osi x szcze-
lina ma sKonczona dlugosé wy-
noszaca b—a, liczby za§ ai b sa
wspotrzednymi jej wierzcholkéw Rys. 2
(O<a<b).

Zaktadamy, Ze w nieskoficzonosci panuje réwnomierny sian naprezenia taki, Ze -

2.0 T (X, )=7, 05(x,)=0 da x*+3’->o00, '
brzegi za$ szezeliny sa wolne od naprezef
2.2) o, (2,0)=0 dla xe(a,b).

Biorac pod uwage niecigglo$¢ przemieszczenia w (x, y) na powierzchni S oraz
powyisze warunki brzegowe, mozemy stwierdzié, Ze potencjalem zespolonym (1,7)
realizujacym tak postawione zagadnienic brzegowe [1] jest funkcja

2.3) F@=tV(z—a) z—b),

stad

2.4) F@)=f(5) =t
. Zz “'f (Z)—fl/(z_a) (Z—-_b) P

gdzie s=(a+5b)/2.
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Stosujac oznaczenia zgodne z rys, 3
s—a=r e, z-b=rye®, z—s=r.e",
—n 0, dla i=a by

i korzystajac z (1.8) otrzymujemy

g 1
G, (%, V)=1 ———=c08 |8 — 5 (0.t 6 ],
vz (X, 1) l/f'a " [ 2 ( )
(2.5 ) :
I
O (%, VY=T ——5in {95 ———{8,+8 )]
A=, 2 ’

Nietrudno sprawdzi¢, ze powyzsze naprezenia spetniaja warunki brzegowe (2.1)1(2.2).
Analizujgc wzory (2.5) do-
_ chodzimy do wnioskow, Ze
By modut kata [0,—4 (0,+0,)=

44

=L "2 (pys. 3) jest Dbliski

zera dla punktéw nie lezacych
w poblizu wierzchotkdw szcze-
liny, czyli niezerowe napreze-
nia &, $3 lez tam male; na
osi x za$ mamy

Rys. 3 (2.6) 0,(x,0=0 dla x<a

oraz ‘ _ © o Jub x>b
2.7) (x,0) s dl lub x>b
. G {2, 0) =1 ————— a . x<a lubx>b, .
’ V(x—a) (x—b)
czyli naprezenia o, {x, 0) maja dobrze znana w teorii szczelin 2] osobliwos¢ w pun-
keie x=a 1 x=b, Wspotczynniki intensywnosci naprezen w wierzcholkach szeze-
liny oznaczone odpowiednio przez K, i K, i zdefiniowane zgodnie z {2 1 3] wynoszg
R e =
K,=lim V2 (a—x) o,. (%, 0)=lim V2 z—a) F(z) =< ,

X—>a Z-a

e

(2.8)

o

K,=1lim V2 (x—b) 0, (x, 0)=lim V2 (z—b) F(z) =7 }/T

x—+bt 2]

]

3. METODA ROZWIAZYWANIA

Interesujacym nas modelem (oznaczanym dalej przez M } bedzie (rys. 4) nieogra-
niczona przestrzef sprezysta, znajdujaca sie W antyplaskim stanie odksztatcenia
pod wplywem réwnomiernego obciazenia Gy, (ov)=7 i zawierajaca walcowg inkhizje
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kotowa wykonang z materialu o innych wiasnosciach sprezystych o promieniu ¢
i osi symetrii z oraz szczeling Griffitha o wierzchotkach @ i b na osi x, przy czym
O<e<a<b. Stale y, i u oznaczajg odpowiednio moduly Scinania dla inkluzji i osrod-
ka sprezystego,

Rys. 4

Rozwigzanie zagadnienia odpowiadajacego temu modelowi ma na celu zbadanie
wplywu inkluzji pa stan naprezenia wokdl szezeliny., Ze wzgledu na trudnosci
w otrzymanin Scistego rtozwigzania spetniajacego wszystkie warunki brzegowe
models M postuzymy si¢ metody przyblizona, polegajaca na kolejnym uwzglednia-
niu wplywu inkluzji i szczeliny, stosujyc przy tym uproszczone modele ofrodka
zawierajzgéego albo samg szczeling, albo samg inkluzje. Tak wige zastosujemy meto-
de kolejnych przyblizen (iteracii), ktéra w odniesieniu do, naszego modelu polega
na tym, ze stan napre¢zenia odpowiadajaey mu otrzymuje si¢ z sumowania odpowied-
nio naprezen pochodzacych od samej szezeliny i od samej inkluzji. Jednak w celu
uwzglednienia ich wzajemnego oddziatywania na siebie bierzemy pod uwage kolejno
naprezenia wynikajace z rozwigzania zagadnienia ze szczeling w obszarze zajmowa-
nym przez inkluzic 1 odwrotnie. Wyznaczenie naprezen dla M mozna symbolicznie
przedstawi¢ w nastepujacy sposdb:

G3.1) ()= (M) + (M) + (M) + (M) + ..

gdzie (M) oznacza stan naprgenia pochodzacy od samej szezeliny, (M;,) oznacza
stan naprgZenia pochodzacy z oddziatywania inlduzji poddane] dzialaniu naprezef
(Myy), (M2) oznacza dodatkowe naprezenia pochodzace od szezeliny poddanej
dzialaniu naprezen (M), (M;,) oznacza dodaticowe naprezenia od inkluzji przy
uwzglednieniu stanu (M,,) itd. _

Nie wnikamy tutaj gleboke w problem zbiefnodel szeregu standw naprezedt
wystgpujacych w (3.1), jednak mozna siwierdzié, Ze zastosowana tu procedura
bedzie tym szybciej zbieina, im dalej sa polozone od siebie szczelina i inkluzja.

Dla otrzymania przyblizorego rozwiazania ograniczymy sie w (3.1) tylko do
pierwszych trzech skiadnikdw sumy. Ponadto obliczenia nasze bedziemy przepro-
wadzaé dla pierwszego | diugiego przybiizenia ze wzgledu na zawily charakter
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rozwiazania (M,,), pochodzacego od szezeliny w obszarze zajmowanym przez
inkluzje. Otdz z rozwigzania (2.5) i (2.7) otrzymamy pewna zakrzywiong powierzchni¢
T naprezed o, dla r< ¢ przedstawiona orientacyjnie na rys. 5. Pierwsze przyblizenie

Drugie przyblizenie ! Pierwsze preyblizenie

sijz (%0)

o

A 2

N
— S
Rt Wl gl

~

Y
|
\u:\ \

A

11

- .

=L

Rys. 5

bedzie polegato na tym, 7e rzeczywisty stan naprezenia, wywolany przez szczeling
w obszarze zajmowanym przez inkluzje, aproksymujemy réwnomiernym stanem
napregenia

(3.2 ob(x, =11, 0y, x3)=0,
gdzie 7, jest wartoécia naprezenia (2.7), oznaczonego tutaj przez aj; (x, 0) w $rodkn
symetrii inkluzji, czyli

a+b
3 ' = s1 = — .
(3.3) 7, =05.(0,0) Tzl/ab>r

Poszukujac interpretacji geometrycznej stwierdzic nalezy, ze pierwsze przybliZenie
polega na zastgpieniu powierzchni T plaszczyzna o, =1, réwnolegla do plaszczyzny
xy (rys. 5). Drugie przyblizenie natomiast bgdzie aproksymowalto faktyczny stan
napreZenia za pomoca stanu

(3.9 o2 (x,)=px+11, O (%,))=pY,
gdzie

d A G a)?
(3.5 p= {;1'; 05 (%5 0)],;:0 = dab ]/CEJ_ ‘

Oznacza to zastapienie powierzchni T napreZen gy, i oy, plaszezyznami stycznymi
do nich w érodku symetrii inkluzji (rys. 5). Jak latwo zauwazy¢, drugie przyblizenie
jest uogdlnieniem pierwszego oraz moze okazaé sig konieczne dla szczeliny polozo-
nej blizej inkluzji.



SZCZELINA GRIFFITHA I WALCOWA INKLUZJA W ANTYPLASKIM STANIE.. gg3

4. PIERWSZE PRZYBLIZENIE

Zgodnie z p. 3 stan napreZenia odpowiadajacy modelowi M w pierwszym przybli-
Zeniu otrzymamy przez sumowanie nastgpujacych standw naprezen (rys. 6):

4.1 (M= (M) +(M )+ (M),

Symbol (M,,) oznacza stan naprezenia pochodzacy od samej szczeliny, ktéry
realizuje potencjal zespolony (p. 2)

“4.2) Fo(@)=

T{z—35)
V(z—a) (z—b)

Symbol (M},) oznacza stan napreZenia pochodzgcy od oddzialywania inkluzji przy
zaloZzenin, Ze w obszarze zajmowanym przez inkluzj¢ panuje réwnomierny stan
naprezenia o,,=7; wywolany przez szcreline. :

Powstaje problem obliczenia naprezen 0dp0w1ada]qcych M}, W tym celu
rozpatrzmy dwa dodatkowe modele (rys. 6): N; oznaczajacy nieskoficzone ciato
sprezyste, obcigZzone w nieskonczonobci silami o, (ce)=1, 1 zawierajace walcowa
inkluzje kotowa oraz N*, oznaczajacy to samo cialo sprezysie obcigZone w ten sam
sposdb, ale jednorodne (bez inkluzji). Stosujac zasade superpozycji, dla obszarn
poza inkluzja mamy

4.3) (ND =N+ (M),
stad
4.4) (M=) —WY.

Zajmijmy si¢ wigc znalezieniem stanu napreZenia (N]). Warunki brzegowe
w nieskoficzonodei i na krawedzi inkluzji maja nastepujaca postaé:

0y, (00) =14, O =T, S0 0
czyhi dla  rooo,
Ty (00)=10 g, =Ty CO8 0
@5 Grr=07, dla r=ec,

w=wt dia r=c,
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gdzie indeks gorny i odnosi sig do inkluzji. Potencjaly zespolone realizujace tak
postawione zagadnienic brzegowe maja postac. [4]:
ac? . act
Finy=7,lz+—1, Fly=f"(2)=14 1—-;7 dla  rze,
z
(4.6) .
" JiD)=1,alz, Fi@)=f"{z)=1 ¢} dla r<e.
Stale o i o obliczone z warunkow (4.5); 1 (4.5), przy wykorzystaniu wzordw (1.10)—
(1.13) wynosza
TR

2p;
@7 am B T
Mt g mtnu

przy czym «=1 odpowiada przypadkowi doskomale sztywnej inktuzji (gfu,—0),
a a=-1 — przypadkowi otworu cylindrycznego (pustki walcowej) (pf p—0).
Stan naprezenia modelu N spelniajacy warunki (4.5) bedzie wige okreSlony przez
funkcje

T, e'sind dla r<e,

Grp= wc?
T, (H— T"z_) sinfd  dla rze,
(4.8) '
Jrl atcos () dla r<e,

Toz = ac?
Irl (lfr—z) cos? dla rzec.
Uwzgledniajac wzory (4.4), (4.6) i prosty potencjal zespolony ¥ (z) =17, rozwiazujacy
model N!, otrzymamy nastepujacy potencjat zespolony F; (z) realizujacy model M hH

T, 00?

(4.9) , Flz)=— 3 dla |z|>e.

Przejdzmy teraz do modelu MY, dla kidrego rozwigzanie polega na obliczeniy
naprezefi pochodzacych od szezeliny przy uwzglednieniu oddzialywania inkluzji
z M} na szczeling. Rozwazmy wige zagadnienie rozkladu naprezen w nieograniczo-
nym ciele sprezystym, zawierajgeym szezeling Griffitha obciazona naprezeniem
oy (%, 0) dla x € (a, b), kidre jest przeciwnego znaku niz napreZenie otrzymywane
z modelu M|, Warunki bizegowe beda zatem na mocy (4.9) mastgpujace:

T et

Ty tX, 0) =+ dia xXe (ﬂ', b) R

1 G
(4.10) x?
Gye (60)= 75 (00) =0

Zagadnienie powyisze rozwiazuje potencjal zespolony [4, 5]

@10 Fi(a) =~
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W celu obliczenia calki wystepujacej w (4.11) przedstawia si¢ ja w postaci kom-
binagji nastepujacych catek:

b b

ot

dt
@12)  Iy()= fi;—i.;)l/R(r) 11=!;..V,R..a§, fz=afm,

gdzie R (f}=(r—a) {b—1). Ca}kQ 1, (z) oblicza sie za pomocy twierdzenia o residuach;
wynosi ona

T
4.13 L(Z)=—F——— dla zgé(a,b),
@4.13) R P s
pozostale za$ catki wynosza [6]
(4.14) Il‘: wu, F,=msu®,

gdzie wprowadzono oznaczenie u=1/}/ab.
Po dod¢ zmudnych obliczeniach otrzymujemy w - koiicu

(4.15) PO (‘mz 1)
: s2lZ)="3 —————
z

Z

Z Z

Reasumujac nasze rozwazania, bierzemy pod uwage (4.1}, (4.2), (4.9), (4.15)
i otrzymujemy kofcowe wyrazenia na potencjal zespolony F! (z) realizujacy pietwsze
przybliZzenie: &
' 7(z—s)

4 1 ~F,, 1y . 1_’ m—:_,_::—lﬂ
(4.16)  F (@)= F, (@)+F; (2)+F,(2) Voo Gob

TosC su? 1
’l"—“‘“t (——+—'2—) .
Vie-ayz-b)\ 7 2

W powyzszym wyrazeniu pierwszy skladnik sumy odpowiada lokalnemu stanowi
naprezen pochodzacych od samej szezeliny, natomiast drugi wyraz przedstawia
wkiad do stanu naprezenia wynikajacy z wystepowania inkluzji. Z postaci jego
wnioskujemy, ze wplyw inkluzji na stan naprezenia wokol szezeliny ma charakter
ilogciowy, a nie jakosciowy.

5. DRUGIE PRZYBLIZENIE

Padobne rozumowanie jak w p. 4 przenosi sie na przypadek drugiego przybli-
Zenia {p. 3). Mamy wiec (rys. 7)

.1) (M) (M) +(MD+ (M),

Dla wyznaczenia stanu napreZenia (M;), pochodzacego od oddzialywania
inkluzji, konstruuje si¢ model N} (rys. 7), ktéry bedzie teraz oznaczat nieskoficzone



686 ANDRZEJ KACZYNSKI

cialo sprezyste, zawierajace walcowa inkluzje kolowa z nastgpujacymi warunkami
brzegowymi w nieskoficzonodci 1 na krawedzi inkluzji zgodnie z (3.4):

GPZ (Oo) :Px+1—]_ ]

Oz (00)=pY,

{5.2) .
Ty =00y 5 dla r=e,
w=w?, dla r=¢

oraz model N2 oznaczajacy to samo ciato, ale jednorodne (bez inkluzji) i tak samo
obcigzone w nieskoficzonoéci.

(M)
Rys. 7

Z zasady superpozycji wnioskujemy, podobnie jak w p. 4, Ze

5.3) (M)=(N7)—(V?).

Potencjaly zespolone rozwiaznjace N7 maja postac [4]:

f(z):g—(zwrﬁzf )+1:1 (24—%0 )

z

4 2
) F(z)—w—f'(z):p(z—%?)“m(lwa;c ) dla rze,
ra=L g anats, F@=f"@=plirtre da ree.

Statew,, B, b i f, obliczone z warunkéw brzegowych (5.2); 1 {5.2), przy wykorzy-
staniu wzordw (1.10) — (1.13), wyrazajg sig w prosty sposob przez stale o 1 o'
(55 wy=fy=a,  ah=fi=al.

Uwzgledniajac zwiazld (5.3) - (5.5) oraz potencjat zespolony F(z)=pz-+t1y
tealizujgoy model N2, otrzymamy nastgpujacy potencjal zespolony Fy*(z) dla modelu
M
ac? (1, z+pc?)

3 dla  lzl>ec.

(5.6) B e
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Takie same postgpowanie, jak przy modelu M, w p. 4, prowadzi do nastepuja-
cych warunkéw brzegowych dla M7,:

ac? () x +pc?)
o,. (x,0)= —lx—a—* dla  xe(a, b),

6.7

Ty (OO) =Gz (OO) =0

oraz potencjatu zespolonego rozwigzujacego ten model {4 1 5]

(5.8) FH (2=

ac? f]/(t—a) (b—1) (z, t+pc?)
— - — .
7 V(z—a)(z—b) t*(t—2)

[

Calke, wystepujaca w powyiszym wzorze, oblicza sic podobnie jak w p. 4, przed-
stawiajac ja w postaci kombinacji calek (4.12) i dedatkowe] calki I; réwnej [6]:

&

Do dt 1
5.9 I,= J e A3k D),
gdzie wprowadzono oznaczenie k=s2 u*—1.
Ostateczny rezultat tych obliczen ma postac

oc? (T, z+pe? e [P (2 +0,5¢% k2
(74 g Iy )—I" : [ ( )Jr

(10 Fh@=—- Viz—a)(z—b)

z

— 2 a2 2
L Si—kite )+k_c].

K 2

z z®

Biorac zatem pod uwage (5.1), (5.3), (5.6) i (5.10) otrzymamy wreszcie wyrazenie
na potencjal zespolony: F? (z) realizujgcy drugie przyblizenie
2

t{z—5) ToC

+ x
Vi—a)z=b) V(—a)(z—b)

X[(Wuz S2+ S)Jﬁ z(wkuz +Su2+ 1)]
iz—zz'kc 2z 2 Al

(511)  F*@=F,(@+F@+F (@)=

W powyiZszym wyraZeniu, znowu pierwszy skladnik sumy odpowiada stanowi
naprezen pochodzacych od samej szezeliny (p. 2), natomiast drugi wyraz przedsta-
wia wkiad do stanu naprezemia, wynikajacy z wystgpowania inkluzji, przy czym
wyrazenia w okraglych nawiasach ilustruja odpowiednio zmiang napreZen w pier-
wszym 1 drugim przyblizeniu.

6. DYSKUSIA WYNIKOW

Dia okreslenia wplywu inkluzji na stan naprezenia wokdét wierzchotkow szezeliny
zastosowano przyblizona metode kolejnych iteracji w pierwszym i drugim przyblize-
nin. Z rozwigzaf przedstawionych w p. 4 1 5 wynika bezpoérednio, Ze wplyw fen
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ma charakter losciowy, a wiec wystepowanie inkluzji w ciele zawierajacym szczeling
nie zmienia charakteru osobliwodci naprezed w wierzchotkach szezeliny 1 powoduje
jedynic zmiany iloéciowe naprezen w sasiedztwie szczeliny. Jako miarg tych zmian
przyimujemy odpowiednio stosunki wspdiczynnikow iniensywnoéci naprezen
w wierzchotkach a i b szczeliny: K}/K,, K/K,, K;/K, 1 K}/K,, gdzie indeks g6rny
11 2 odnosi si¢ odpowiednio do pierwszego 1 drugiego przybliZenia, a K, K, s3
okreélone przez (2.8). 7 definicji tych wspélezynnikdw (2.8) wynika, Ze

¢ Fi(z) Kt Fi(z)
6.1 e tim e Ty
©D K, “imasy kTR |
Biorge pod uwage wyrazenia (2.4), (4.16) 1 (5.11), obliczamy granice wystgpujace
w (6.1} 1 otrzymujemy ostatecznie nastgpuface rezultaty dla pierwszego przyblizenia:

i=1 lub 2.

6o K! ,ath K} N a+b
(6.2) A T A

a

oraz dla drugiego przyblizenia

K? ath (a+3b) (b—a)y?
—=1—ac?—5——ac* e .
K, 2a° b 16a* b

(6.3)
K} a+b (Ba+b) (b—a)?
—=1—ae®— —oct — =53
K, 2ab* 16a3 b

Wygodnie jest wprowadzi¢ nastgpujace wielkodci bezwymiarowe:
(0.4) Si=4, —=B;
C

wowcezas zwiagzki (6.2) i (6.3) przyjma postad

©5) ]("‘_! A+B K—;ﬂ A+B
' K. %m0 ok, 0 “24B2
K? A+B (A+3B)(B— A4y
KV EE T T et
(6.6)
K7 A+E  (BA+B)(B—A4)?

K V0 T el e

Przejdzmy do analizy oirzymanych wynikéw. Stosunek wspélezynnika intensyw-
nosci naprezefi z inkluzja do wspdlczynnika intensywnosci naprezen bez inkluzji
jest funkejg czterech zmiennych a4, b, ¢, ¢ lub trzech argumentdw 4, B, a.

Rysunek 8 przedstawia zmiang K /K, 1 K'/K, w zaleznodci od o (p. 6.5) ustalonych
trzech potozen szozeliny wzgledem inkluzji, czyli itustruje wplyw sztywnoéci inkluzji
na zZmiang naprezel W sgsiedzéwic szczeliny. Analiza tege rysunku prowadz do
nastgpujacych wnioskdéw,
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1) Wystepowanie bardziej podatnej inkluzji (y; <u) powoduje zwickszanie sie
wspolezynnika intensywnodci naprezef, podezas gdy sztywna inkluzia (u,> p)
zmniejsza go; zmiany te sa tym wigksze, im szezelina polozona jest blizej inkluzji.

bi ficq B kp/Kp

A=5 B=1
A=3, B=6
A=2 B=4
| | | | |
i ! . l ! 1 P
- o -7 14 7
Dfwir «
kolgsvy

Rys. 8

2) Wptyw inkluzji na napr¢zenia w otoczeniu wierzcholka b szczeliny jest duzo
mniejszy niz w wierzchotku . Na przykiad otwor cylindryczny (aw= —1) zwieksza
wspolczynnik intensywnofci napr¢zen w wierzchotku @ w przyblizeniu o 209
i w wierzchotku b o 107, podczas gdy doskonale sztywna inkluzja zmnigjsza go
o taki sam procent przy zaloZeniu, e 4=2, B=4, '

4
Kq/Kg
™ I |
|
12 I \:\ :
a==1 i ! [ — A=?
L R S e
a1 kotowy I - |
I
I
i
16 e
|
I
g9 ;
a=1 | F : ; s
Dinskonale ! : [Pt -
ash Selywna | [ |
’ ; S R t
tnkluzja 1 T :
i// ! 1
i 1
i i 1 1
1 1 \ ! ! : ! 1 . o
7 7 A=P i 4 A=5 5 7 W
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Rysunek 9 przedstawia zmiang stosunku K'/K, w zaleznoéci od diugosci szczeliny
(zmienia si¢c b lub B) przy ustalonych a i ¢ (4 =a/e) dla dwdch skrajnych przypadkéw:
otworn kotowego i doskonale sztywnej inkluzji. Dla krétszych szczelin obserwunjemy
zwiekszanie si¢ (zmniejszanie) wspélezynnika intensywnosci naprgzen w obecnosci
otworu {doskonale sztywnej inkluzjt).

Dokonujemy jeszeze Tormalnego przejicia do szezeliny pdlnieskoficzone] (o wierz-
chotku b—oo). Wéwezas z (6.6}, otrzymamy

K? 1 3

7 K 124 1ot

Na uwage zastuguje ponadto fakt, ze w rozwaZzonych przez nas przykladach
juz pierwsze przyblizenie prowadzi do zupelnie zadowalajacych wynikéw. Swiadezy
o tym analiza Wwyrazen wynikajacych z drugiego przyblizenia: nawet wiedy, gdy
szczelina znajduje sie stosunkowo blisko inkluzji kolowej (Ad=afc=1,5, B=bfc=3),
to widaé z ponizszego zestawienia, 2e wklad drugiego przyblizenia jest znikomy
(tablica 1).

Tablica 1
Pierwsze przyblizenie Drugie przyblizenie
K:I'Ka Kr}be KuzllKa szn"Kb
Otwor kolowy (o= —1): 1,33 - 1,167 1,34 1,17
Inkluzja sztywna {(a==1): Q0,67 0,833 0,66 0,83

Wyniki otrzymane w tej pracy sa zblizone do rezultatéw pracy [7], gdzie rozpa-
trzono podobne zagadnienie, ale w plagkim stanie naprezenia ; otrzymano rozwigzanie
dokonujac dosé skomplikowanych obliczedn numerycznych.
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Pesrome

HIENL I'PHEGNCA U HATHHAPHYECKOE KPYTOBOE BEKIKOYEHWE B AHTUTLIIOC-
KOM OE®OPMAIIMOHHOM COCTOAMWUA

BeckoneuHoe YApyroe Teje, COofepxaBmice mene THOx 1'pAdGOHCA ¥ NMITHHIPHEECKOE Kpy--
T0BOC BKIFOYEHHE U3 JPYTOTO YIPYTOTO MATEPHANA, HAXOAWTCH B AHTHINIOCKOM Red)OpMALHORHOM
COCTGSHWH TOf] BIHAHMEM DABHOMEPHON HATPY3KH KacaTeMbHbIMH CWAAMHM. [HNaBHOH HERALIO pa-
OOTLl ABAMETCA OHPENENCHHE BIHSHAA BKIOYCHWS HA HALDDKCHHOE COCTOSNHHEE BOKPYT INENH,.
4 B YACTHOCTH HA KOMDPHOUCHT HHTCHCHBHOCTH HANDSEHNA B BEpIIWHAX THenm. J{in moryYeHuns
perenus Tax IOCTABICCHHOM 3afavy MPUMEHEH METO7 HOCTEHOBATCALHMX NPADIIKCHAN H Y-
TEHET NEPROE M BTOPOE NPHOIIKCHAL.

SUMMARY

A GRIFFITH CRACK AND A CIRCULAR CYLINDRICAL INCLUSION IN ANTIPLANE
STATE OF STRAIN

Aninfinite elastic body containing a Griffith crack and a circular cylindrical inclusion of
a different elastic material, is subject to an antiplane state 6f strain under the action of uniformly
distribufed shearing forces. The main aim of the paper consists in the determination of the influence:
of the inclusion on the state of stress around the crack, and on the stress intensity factor. at the
crack tip in particular. A method of consecutive approximations (the first and second approxima-
tions) is used.
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