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WsTEP

W pracy rozpatrrono tarcze siatkowe utworzene z n (n=2, 3) rodzin smuklych
pretdow pryzmatycznych wykonanych z izotropowego, spreZystego materiafs. Ogra-
niczono si¢ do rozpatrywania tarcz o tak gestej i regularnej siatce pretdw oraz na
tyle lagodnic zmiennymi obclgZeniami, 72 moZnra uzyskaé zadowalajace wyniki
postugujac sig cigglym modelem osrodka dyskretnego [6]. Zatozono, Ze przekroje
poprzeczne pretéw sa symetryczne Wzgl@dem giéwnych osi bezwladnoscl, lezacych
w plaszczyinie parametryzowanej kartezjaiskim ukladem wspdhrzednych xF,

Stan napigeia i odksztalcenia tak okreflonych ustrojéow pod wplywem dziatania
obcigzen zewngtrznych mozna okre§li¢ poshugujac sig modelem plaskiego, cigglezo
ofrodka mikropolarnego. o . _

W pracy rozpatrzono mozliwoéé wprowadzenia do ustroju wstgpnych odksztal-
cen {dystorsji), wywolujacych okre§lony stan wstgpnych napigé. Wprowadzenie
wstepnych odksztalcen do tarczy siatkowej umozliwia regulacje pdl sit wewnetrzaych
i deformacji, wywolanych okreslonym 6bcia2eniem zewnetrzonym i dostosowanie
ich do wilasno$ci mechanicznych i geometrycznych ustroju. Mozna takie tg
droga zapobiega¢ skutkom niepozadanych zmian warunkéw pracy konstrukcji,
Jjak np. zmiennosct obclazen zewngtrzaych, wplywu zmian temperatur, osiadania
podpér.,

W p. 1 pracy omowiono ogdlne zaleinosci okreélajace wplyw dystorsji na stan
deformacji ustroju siatkowego. Rozpatrzono przypadki tarcz siatkowych o wezlach
przegubowych. W p. 2 pracy podano propozycje wykorzystania wpsowadzonych
do tarczy dystorsji do regulacji pdl sit wewngtrznych i stanu deformacji ustroju.
Sformulowano tam problem takiego doboru dystorsji, aby koficowy stan napiecia
tarczy spelnial warunek minimum pewnego funkcjonahs. ' _

W p. 3 zilustrowano powyisze rozwazania przykiadem zagadnienia kolowo-
Symetrycznego. '

Rozprawy Inzynierskie — 11

.
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2

1. STATYKA PRETOWYCH TARCZ SIATKOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM WPLYWU
DYSTORSII

W rozwazaniach postuzono sig cigglym modelem oérodka dyskretnego, opraco-
wanym w publikacji [6].

Stan deformacji ustroju mozna opisa¢ funkcjami 6%, », ktére w weztach przyjmuja
wartodci ich przemieszczen i obrotéw, a migdzy nimi moga by¢ w przyblizeniu
traktowane jako linlowe. Zwiazki geometryczne. przyjmuja postal

(1-1) yk[:ul,k-{_gik‘vs Ick:‘v,k.
Stan napiecia ustroju mozna opisaé polami tensorowymi p*' = 3 ptly, m*= > miy,.
A A
Funkcje pf, mf, przyjmuja w polowie rozpigtosci pretéw wartosci

Pl =1t (Wl Pyt i Py "1 »

(1.2) ,
Mgy =ty M 10
;T" a pomiedzy tymi punktami traktowane sa
? 7 7, A} w przyblizeniu jako liniowe. Wielkosci

P, P, My i 'Ly, wystepujace W zwigz-
42 - > kach (1.2), opisujg odpowiednio wartosci
sity normalnej, sily stycznej, momentu
L‘;? \/\ zginajacego w plaszezyznie tarczy, odle-
glosci pretéw rodziny A w polowie roz-

Rys. 1 pictosei preta (rys. 1) (wektory t5, ‘t§
zaznaczono ha rysunku).

Podstawowe zwigzki opisujace statyke tarczy siatkowej przyjma, zapisane
w prostokatnym uktadzie kartezjafiskim x*, postac [6]:

réwnania réwnowagi

(1.3) Pttt =0,  m e P HR=0;
warunki nierozdzielno$ci

(L4 & ym 1 Hm=0, i, =0;

zwiazki fizyczne

(15) Pkl:AkImu Vo s mr= R Ki»
przy czym
Ay 12E 7,
(4} 7{4) " AN A 4
= 3 A= X fé'ﬁo( o ottt o)
(1.6) ”

0 3ty Sttt
= (@ '1 " I




REGITLACTA STANU DEFCRMACJI W PLASKICH USTROJACH PRETOWYCH 695

gdzie &, oznacza symbol Ricciego, bf, i skladowe sitowe i momentowe obcigZent
zewnetrznych, E,, A, modut Younga i przekrdj poprzeczny preta A, J, moment
bezwladnosci przekroju preta 4 wzgledem osi prostopadiej do plaszezyzny tarczy.
W zwiazkach (1.6) przyjeto doskonala sztywnosc weztdw.

Napigciowe warunki brzegowe przyjma postad
(1.7 Plo=P" i, Mgy=m*ny,

gdzie m, oznacza skladowe normalnej zewngtrznej do brzegu.

W dalszych rozwazaniach rozpatrzono mozliwos¢ wprowadzenia do ustroju
pewnego pola wstepnych odksztalcen (dystorsji, por. [3, str. 474]).

Poniewaz rozwazania prowadzone sg w modelu ciaglym oérodka dyskretnego,
przeto ograniczono si¢ do rozpatrywania takich pdl dystorsji, ktére daja si¢ opisaé
za pomoca pol tensorowych ¥y, &y i ktdrych skiadowe sg funkcjami odpowiednio
regularnymi. Zalesno§¢ pomigdzy stanem napigcia ustroju, stanem odksztalcenia
oraz dystorsjami mozna wyrazi¢ przez zmodyfikowane zwiazki konstytutywne:

(1 '8) pk[ = AM"U' (}Jﬂln - ;H!H) > mk: Ck"t (Km - ?‘ém) 2

co stanowi vogdlnienie zaleznodci podanych w pracy [3, str. 474] na oérodek mikro-
polarny.

Wielkosci
(1.9) 7311:’(’:1) t(IA) ?;m,' 3—34=rE‘A) 'f(lA) 7ﬂ’kla EA=t(kA) f ’Ek
okreslaja w polowie rozpigtoé¢ preta A odpowiednio jego wstgpne wydluzenie,
réznice pomigdzy katem wstepnego obrotu cigeiwy preta A a §rednig wartoscig
katéw wstepnego obrotu wezléw ograniczajacych
pret A oraz tréznicg katow wstgpnego obrotu
wezldw ograniczajacych pret A (rys. 2).

W przypadko rozpatrywania dystorsii wywo-
fanych jedynie wydluzeniami pr¢téw nalezy na
pola 7, &, narzucié dodatkowo warunki ogra-
niczajgce:

Y

1y "y Y =9,

(1.10) .
Kk:O'

Ograniczono zakres rozwazan do poél dystorsii wywolanych wewnatrz ustroju,
przyjmujac zalozenie, e na brzegn rozpatrywanego obszaru zachodza warunki

4

Vg WE=0 Pra 1 =0
(1.11) . }na 4, @ }na A,
Kk nk=0 . Kk tk=0

gdzie 4, oznacza czgéC brzegu z danymi warunkami napigciowymi, A, czeéé brzegu
z danymi warunkami kinematycznymi oraz * wektor jednostkowy, styczny do
brzegu.



696 . JAN HOLNICKI-SZULC

'

Uklad zwiazkéw opisujacych statyke tarcz z uwzglednienier dystorsji, wyrazony
w odksztalceniach, mozna uzyskaé wstawiajac zwigzki fizyczne (1.8) do réwnan
rownowagi (1.3) oraz dopisujac warunki nierozdzielnodei (1.4) i warunki brzegowe
(1.7 1 (L.11):
[Aklmn ('}’mn - ymn)], et b=

{(1.12) . o

- [CF (1 — Km)],rc + &g A (P~ Vi) + =0
oraz ’
(1.13) 8y =0, g =0

z warunkami brzegowymi
. | péﬂ) = Ak!mn (ymn - }o’mn) M

(1.14) . o Mgy = CH™ (e — ’ch) iy

' Y H*=0, . gnt=0,
Wstawiajac zaleznodci geonﬁetryczneﬂ (1. 1') do réwnad réwnowagi (1.12) i wa-
ronkdéw brzegowych (1.14), nzyskuje si¢ uktad zwmzkow Wyrazony w przentieszcze-
niach u* i obrotach v:
[Ai'tlnm (um P + En ?)) k+bt - (Ak[mu 'J;mn) k:O

(1.15)
(CI(m m‘) .'c'{'glc[ AkImn (um n+£mrr ‘U)"l“/'l Eu1 Aklnm (Ckm K’ )k—o

z warunkami brzegowymi
PE,, = gRtn (ui;i'! nt & 7}) = ARimn yuum Hy,
(1.16) m(,,): C WY o Hy— C¥ Ky 1y,
ymn nt= 02 ,‘TCT.H A== 0
na czesci brzegu 4, oraz

(1 17) ' u(") =Hy, ‘v(n) =v, '}3nm M= 0 |

. ey t"=0
na czesei brzegu A, : : i

Z. postaci zw1qzkow (L. 15) (L. 17) w1dac 7e wplyw dystorsy moina traktowaé
przez analogie jako dodatkowe obciaZenie polem sit i momentéw masowych w ob-
szarze oraz sit I momentéw powierzchniowych na brzegu. MozZna zatem zamiast
poszukiwaé rozwiazania z uwzglednieniem dystorsii 7, fck rozwigzaé przez analogie
zagadnienie, w ktérym nie wyst@pujq dystorsle natomiast wystqpia obciazenia

masowe:
(1 18) bn - bu_ (Aklmn ;Juﬂ),k L
]:: gy, ARetmn ];mn _ (Ckm ;Cm),k

oraz powierzchniowe na czedci brzegu A5 na ktérej okreslono warunki brzegowe
napigciowe:

¥, ikl o

Pr(lu) p(u)+ AFima P T s

I(I ' 1 9) o
m(,,) =gyt C™ Ky 1
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Otrzymane pole przemieszczen i, v, bedzie w obu przypadkach identyczne
(przyjmujace te same warunki brzegowe przemieszczeniowe na czefci brzegun 4,).
Jest to uogdlnienie na ofrodek mikropolarny zasady podanej w pracy [3, str. 475],
gdzie za punki wyjdcia przylgto rozwaZzania energetyczne.

Rozpatrzmy tarcze wtworzone z trzech rodzin prgidw, faczonych przegubowymi
wezlami.

‘W omawianych tarczach prety przenosza jedynie sity osiowe, na skutek czego
[6, str. 89] mozna przyjad

E A
mn n _(A) )
(1.20) A BT gl thy i Bl 7
o (4)
oraz
(1.21) | N CH=0.

Ze zwigzkéw (1.20) wynika, ze mF=0, p*'=p™. Jezeli k=0, to uklad warunkéw
(1.1) - (1.7) sprowadza si¢ do ukladu réwnan klasycznej teorii sprezystodci [6]
zatem ograniczajgc pole dystorsji do y,=7%, otrzymuje sig:

»
réwnania réwnowagi

,(122) pfm,k_l_bn=0;
warunek nierozdzielnosci . odksztalced

(1.23) Y1122 V22,11 =2Y12, 123

zwiazki fizyczne

(1.24) ' D= A (e — Y
zwigzki geometryczne

(1.25) Yt = U, 1y5
warunki brzegowe napieciowe

(126) l p:n) :pk! .

Uktady réwnait (1.11) - (1.14) oraz (1.15) - (1.17) sprowadzéja sie do réwnan
{por. I3, str. 476])

w odksztalceniach

(1.27 LA™ (P — Po) ], e+ B =0
Or;&Z .
(1.28) P11,22F¥22,11 =212 12

z warunkami brzegowymi

(}- 29) p:r!) = Aklmri (ymn - ‘Jl';mn) Hi, J‘;kl nk =0 ;
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w przemieszczeniach

um n + un,m a
(1.30) [Aklmu (_’_2 — y"m):l k+ bl =0

z warunkami brzegowymi

U, + ull m L3
p(ln): Ak (_m_,fT—,_ - ymn) .
(1.31) . na A4,
P n*=0,
oraz
Uy = Hgl)
(1.32) . na A,.
Y 16=0

Rozpatrzmy jeszeze szezegdlny przypadek tarcz kratowych utworzonych z dwu
rodzin pretéw, laczonych przegubowymi wezlami, Niech trajektorie kierunkdw
gléwnych pél tensorowych y,; i ¥, pokrywaja si¢ i wyznaczaja ortogonalna siatke
pretéw. '

W omawianym tu przypadku nalezy zazadal, aby przemieszczeniowe warunki
brzegowe zapewnily: 1) geometryczng niezmienno$é ustroju, 2) mozliwos¢ wpro-
wadzenia do ustroju pola dystorsji wywolujacego stan samonapigeia (np. vnieru-
chomione wezly brzegowe).

Réwnania (1.27) — (1.32), napisane w ukladzie wspélrzednych & zwigzanych
z rodzinami pretéw, przyjma postaé (zastosowano rézniczkowanie kowariantne):

w odksztalceniach

[AREMY (ppeny — }3MN)11K +b4=0,
Y122 T P22(11=2F12)125
AKEME (e — Paaw) Tix =P(Ln) }
na A,:

;KL =0

{1.33)

w przemieszczeniach

[AKLMN (M_ }‘;MN)]M_I_ =0,

2
Pyt Mg -
(1‘34) AKLMN( 2 m_"yMN)nK:p{:l) na AD’
iKL n¥=0
U =1 (n)
GK “ }na. Ay,
Pret®=0

Ze wzgledu na szczegdlnie dobrany uklad wspolrzednych &%, tensory ygp 1 YL
wystgpujace w powyzszych rownaniach maja jedynie po dwie niezalezne skladowe:
Pits Y22 1 Vi1» Vaa. Réwnanie (1.10) jest w rozpatrywanym przypadku speinione
tozsamodciowo, co ogranicza pola dystorsji do takich, ktére mozna wywota¢ jedynie
przez wydluzenia (skrécenia) pretdw siatki.
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2. O MOZLIWOSCI REGULACII STANU DEFORMACIH PRETOWYCH TARCZ SIATKOWYCH

Jezeli do ustroju wprowadzono okreslone dystorsje ¥, Ky, to réwnania (1.12)
i (1.13) stanowia uklad szefcin réwnaf ze wzgledu na sze$¢ niewiadomych Y, i,
a zwigzki (1.15) stanowig uklad trzech réwnan wzgledem trzech niewiadomych
i, V.

Ponizej podjeto probe sformufowania zagadnienia odmiennego, mianowicie
regulacji stanu deformacji ustroju przez wprowadzenie odpowiednich dystorsji.

Celem zatem poszukiwan bedzie znalezienie takich pol odksztalcen wstgpnych
Vu1> Kz, aby koncowy stan odksztalcenia obciaZonego ustroju yy, i spelniat obok
rownaf (1.12) i (1.13) nastgpujacy warunek regulacji:

2.1) [ [ FGus %45 Fias ) do=min,
)

Dila sformufowania przykladéw warunkéw regulacji celowe jest zdefiniowanie
charakterystyk odksztalcenia eq;, ¢4 i napigcia p?, m* odniesionych do pretow
poszezegolnych rodzin 4 [1]:

ar ] dt
2.2 e =Yals, P4 t";
Oraz
~
A A p A

Warunek na minimum energii wewnetrznej ustroju ma postaé
1
2.4 J;)f 7(113’”c e+ mt o) do=min,
Prowadzi on po uwzglednieniu (1.8) do przyjecia na f nastgpujacej funkeii:

i o 1 .
(25) fEmj_ Ak[rrm ('V:a"* ykl) ymn+? C“ (Kk'—fck) Ky

Warunek na minimum odksztatcalnodcei ustroju sprowadza sig¢ do przyjgcia

(2.6) f=6"(0% ek Cort Pa Pa)
gdzie 542 & to symbole Kroneckera.
Po podstawieniu (2.2) znajdziemy

Q.7 =82t (v vy i k).

Analogicznie, warunek na minimum dzialania prowadzi donfunkcji
(2.8) F=042 1]t (P 7y 51K K ).
Warunek na minimum napiccia ustroju prowadzi do funkeji

2.9 ‘ F =040 (6 p™ p® -+ mt m®);
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korzystajac ze zwigzkdw {(2.3), funkcje f mozna przedstawié inaczej:

(2‘10) j ('})H yk[) (})U }}u) é @ 5»1;1 A“mu f A”r" r@r,_!_
+ (fcm Km) '(TC,,“*TDC,,) 5A¢ ijm rAk quﬁn t@l -

W celu uiyskania rozwiazan technicznie dajacych sig 'z1ealizowac’ nalezy zagwa-
rantowad, aby stany qdksztatcenia ustroju Vit zck oraz dystorsji y,,, 1, nie przekra-
czaly stanow dopuszczalnych

W zw1qzku Z lym NarZucono nast@pujacce ogramczema na WIGUCOSCI Vs Vs Ky
Vi Faa fen (L, 9)

—E4 % t(kzi) I{[A) Vi S €45
(211) 5Aétm) f{A) Va4,

~ Qa1 Ly e S P
oraz

_EA < t(kA) t([/[) ';'k[ "-<~§A 3
212 *5A‘<~IECA) (4) ?kz\@u

— Qa1 Iy K< fas

przy czym wielkosei ¢4, ..., §, sy nieujemne, okreSlone dia danego materiatu i spo-
sobu polgczen pr@té\;f w weztach,

Tak wige omawiany problem prowadzi do zagadnienia wariacyjnego poszukiwa-
nia minimum warunkowego funkcjonahu (2.1) z wigzami nicholonomicznymi w posta-
ci réwnan (1.12) i (1.13) oraz ograniczeniami w postaci nieréwnosci (2.11) i (2.12)
ze wzgledu na dwanascie funkcji niewiadomych: 7, %k, Yers %, z warunkami brze-
gowymi (1.14), '

Mozna zauwazyé, e w przypadku gdy ograniczenia (2.11), (2.12) nie ingeruja
w rozwiazaniu, warunek regulacii (2.1) i (2.8) prowadzi do przyjecia y,=0 oraz
76, =0.

Wyrazajac w rownaniach (1.12), (1.13), (2.1) 1 (2.11) odksztalcenia v, x, przez
przemieszczenia 1 obroty na podstawie zwiazkéw geometrycznych (1.1), uzyskad
mozna problem wariacyjny wzgledem dziewigein niewiadomych funkcji w9,
',;kl. 1 "“Ck'

Rozwigzanie tak sformuiowanego problemu jest trudne. Rorwarmy zadanie,
w Itorym ograniczen (2.11) i {2.12) nie uwzgledniono i okre§lmy warunki konieczae
na ckstremum funkcjonatu (2.1). Okreslenie warunkow dostateczaych jest skompli-
kowane i nie bedzie w tej pracy rozpatrywane.

" Jezeli znalezione rozwiazanie spetniajace warunki konieczne ekstremum funkejo-
natu (2.1) daje wartod¢ catld (2.1) mniejsza niz rozwiazanie zagadnienia (1.15),
(L.16) i (1.17), w ktérym nie uwzgledniono wplywu dystorsji (przyjeto Y =0, 70, =0),
to wprowadzenie okre§lonego pola dystorsji jest technicznie przydatne, JeZeli tak
okreslone rozwigzanie nie spefnia ograniczen (2.11) i (2.12), to nalezy poszukiwaé
najlepszego [w sensie kryterium (2.1)], dopuszczalnego rozwigzania na brzegu
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obszaru opisanego warunkami (2.11) i (2.12) takiego, ktdre daje najmniejszq wartosé
cabla (2.1).

Poszukujac warunkéw  komiecznych ekstremum warunkowego funkcjonatu
(2.1) (wyrazonego wzgledem v, i v) z wigzami w postaci réwnad (1.15), wprowadzo-
no funkcjonal zastepezy o funkeji podcatkowej

F=F (U, 13 e, 105 V30,150,005 Vs Prgyms i3 05 A (305 a(3,))
takiej, ze

(2 1 3) F:f (Mk,l 2 U5 7), 1» ;k! ; ]Ek) + ’1.! {[Ak[nm (um, n =+ En 7])], k + bl - (Ai':lmn ?‘;mn),k} +

a

+o [(C“ b, I), k& Akt (um, n T Emy ﬂ) +h— ARtoin Yonn— (C“ ;(I),k] =0.
Pierwsza wariacja funkcjonata J= [ [ F(z y; 24; 2) dw, gdzie z moze przybieraé
Fig

wartoéci‘ jednej z poszukiwanych funkcji u,, v, %, %, 4,, &, ma postad
Q18) o= [{0z[(F o Ddr,—F o ydxy—F | dxe,+F ) dx—
¢

(P2 52— (Fe o dia]462,1 [F g dy— By diy]
+07,, [—F s %, +Fq o d]} ds+
+ f f oz [F ,—(F (=, 1 "(F,(z, a2t =, oL+ (F (s, )2zt
? F(F e T o) 12l do.
Przyjeto tn oznaczenje F ,=0dF/ds.

Warnunek konieczny osiggnigeia ekstremum, warunkowego przez funkc:jonal-
(2.1), 6J=0, prowadzi w obszarze D do ukladu dwunasty réwnan rézniczkowych
Fulera z dwunastoma niewiadomymi funkcjami u,,, yy, i, A, o, powstatych
z przyrownania do zera wyraZenia wystgpujacego pod catka we wzorze (2.14):

“(F e Dt ¥ F g ) n=0,
F o= (F o )t F o 0)a=0,
(2.15) F o= F g =0,
F o=, p).0=0,
Eop=0, £,=0.

Je§li poszukiwane funkcje nie mialyby narzuconych warunkdw brzegowych
(ich wariacje na brzegu bylyby dowolne), to przyjelyby one naturalne warunki
graniczne, wynikajace z przyréwnania do zera wyrazenia pod catka krzywoliniowa
(2.14): "

dx, dxy dx, dxy

+F

@216)  F g

RE R P N R N

dx, dx;
- ‘F,(z,“) ds ,2+ E(Z,lg) ds ,120’
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dx, dxy —o
(2.16) Fow g Hawy =0
[c.d.]
dx, dx,
—F gy g 0

gdzie s oznacza styczna wspohrzedng brzegowg oraz gdzie z nalezy zastapi¢
przez funkcje poszukiwane u,, 9, Py, iy -

W przypadku, gdy na poszukiwane funkcje narzucone sa warunki brzegowe
(1.17), musi ich by¢ szesc:

217 =0, wv—o™=0, y,*=0, «,*=0

oraz sze§é réwnafi wynikajacych z warunkéw (2.16) nastepujacej postaci:

(2.18) C Pam =0, K, m=0.

B 3. PRZYKEAD TARCZY KOLOWOSYMETRYCZNE)Y

Rozpatrzono przypadek kolowosymetry-
cznej tarczy ztozone] z dwu rodzin prgtow:
obwodowych i radialnych (rys. 3), obciaZzonej
kolowosymetrycznie. Cigzar whasny tarczy
pominigto. .

Wprowadzajac do ustroju pole dystorsji
vir Spelniajace warunek kolowej symetrii,
uzyskuje si¢ pola tensorowe y,; i 75, ktérych
, trajektorie kierunkéw pgléwnych pokrywajg
Rys. 3 sie z liniami biegunowego ukladu wspdlrzed-
nych & (a jednoczesnie z liniami siatki tarczy).

7

Ukiad réwnan opisujacych pola odksztalcen (1.33) sprowadzi sig, po wypi-
saniu go we wspohrzednych ¢¥ i uwzglednieniu kolowej symetrii, do nastgpu-
jacego:

ErAr a ErAr o EBAﬂ o
(3.1 " (o= 72) r+T(%—?r)“T(yrya)+b=0,

(3.2) rye,rr+?0,rwyr,r:0:

EI‘ Ar Q )
(3.3 PE..) = T (. ) s »=0 mna Ap.

Zwiazki (3.1) - (3.3) mozna takze uzyskac z réownaf (1.12) — (1.14), przyjmujac
na podstawic kolowej symetrii wy=xz=0, y,,= Y21=712= Y21 =0. Zatem sposob
polaczen pretéw w wezlach (przegubowy lub sztywny) nie wplywa w tym przypadku
na stan odksztalcenia ustroju.
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Réwnania (3.1) - (3.3) mozna wyrazi¢ w przemieszczeniach radialnych oraz
w skladowych obwodowych i radialnych pola dystorsji:
réwnanie réwnowagi

E, A, . E A, . Eydy (u .
l(34) F —_(u,r_yr) + (u,r_yr)__— ) +b=0,
lg s lﬂ I,. 4

warunki brzegowe

ErAr o a
'(35) pf,,) = T (u, r yr) ’ ¥r =0.

Rozwazmy przyklad tarczy wirnjacej, ktérej siatka pretéw spehia warunki
geometryczne (rys. 3) i mechaniczne:

{3.6) [=l,=r0,, E,=FE;=const, Arfﬁe=ar'.

Przytoczenie tego przykladu, pomimo malego jego znaczenia prakiycznego,
uwazam za celowe jako ilustracje ogdinej metody regulacji stanu deformacii. Rozwia-
zywanie innych przykladéw prowadzi z reguly do koniecznosci stosowania nume-
rycznych metod obliczeniowych.

Z. ograniczen (3.6} wynika, 7e

EP‘AI‘ EgAg __] _ A.,-l,-“‘i’Ag'lg
I, = I =h=const, p= i,

3.7) =const,

gdzie p jest funkcja gestoéci rozmieszczenia materiafu. Pomiiajac cigzar wihasny
tarczy réwnaniu réwnowagi oraz warunkowi brzegowemu na obwodzie r=r
mozna nadaé postac

] ) u . p(b‘zf‘
(38) r(u,r_?’r),r_*_(u.r—y’)m —;‘_?0 + h =0,

3.9 u,=0, 7=0, gdy r=r,

gdzie e« oznacza predkosé katowa obrotow tarczy oraz por*r masowy silg odsrodko-
wa. Poszukujemy takiego pola dystorsji %> Yo» aby wirujaca tarcza znajdowala si¢
w stanie minimalnego napiecia, co odpowiada warunkowi regulacji (2.1} i (2.10),
kt6ry przyjmie postaé

ry

2
(3.10) f [h2 (uw,—y )y +n (?— - ;39) ]dr: min.
Q

Przyjeto, ze ograniczenia (2.11) i (2.12) nie ingeruja w rozwigzanie zadania.
Poszukujac minimum warunkowego funkcjonatu (3.10) z wigzami W postaci
réwnania (3.8), nalezy wprowadzi¢ funkcjonat zastgpezy o funkeii podcatkowe]

(2.13):

o u .\ . . u L\ pwtr
(3.11) F:hz(u,r—y,.)2+h2(7_ye) “i“f{[r(u,,.—yr),,,—!-(u,r—yr)—(—r——ye)+ p ]

z czterema niewiadomymi funkcjami: z, ., yo i A
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Warunkiem koniecznym dla- minimum warunkowego funkcjonatu (3.10) jest
spefnienie ukfadu czterech réwnan Eulera (por. (2.15)):

2

d2

d
F(u rr)”“0 Fﬂ_l_FA(;f,r)ZO: F:‘;,B:O, -F,j.=0>-

d
*‘F,fu,r)_} » Y CII’

312y F,——
(.12) Fu—
~ktére przybieraja postad

2h? 2h% o
3 u——yﬂ—l—w%z w'+2h%y, +A" r=0
r

¥

2

(3.13) 2R — 247y, — A r=0, u—2h% Jp— 10,

Pty

u
T AR T LA N AR
gdzie ( Y=didr ().

Widaé, 2e trzy pierwsze rownania nie sg niezaleine. Jezeli trzecie rdéwnanie
podzielimy przez r i odejmujemy od niego drugie zréziniczkowane wzgledem »,
to otrzymamy rownamnie pierwsze. Spelnienie réwnan drugiego i trzeciego gwarantuje
zatem spelnienie réwnania pierwszego. Dysponujemy wige ukladem trzech nieza-
leznych rownaf z czterema niewiadomymi: u, y,, yﬂ, A

Rugujge z rownaf (3.13),, (3.13); funkcje A i dOplSlleC (3.13)4, otrzymujemy
uktad dwéch réwnan z trzema niewiadomymi: u, y,,, Yot

u o, ar o , a i po?r
(314) 7,“"%4‘?%=0, T'(ul—%)q“(“, —')"r)— __VH —l— h =0

Rugujac z tych réwnan funkeje u, dochodzimy do réwnania;

pwtr
(3'15) r yr +2}‘yr—%+1 ? ﬁﬁ’ J"s _3’?o+“/e+ h =09

ktdre musza spelniaé sktadowe dystorsji, aby spelniony byl warunek komieczny dla.
ekstremum funkcjonatu (3.10).

Rozpatrzmy dalej szezegdlny przypadek, gdy na sldadowe pola dystorsji narzu-
cony jest nastgpujacy warunek:

(3.16) =0,
~
Réwnanie (3.15) przyjmie posta
Grs pa) r
(3.17) P29 4209 — 5+ C+ =0,

gdzie C=y,=const jest nieznana wartoééia statych dystorsji obwodowych.
Catka ogélna tego rownania ma postad

—14¥5 —1-y5

o L w? r
(3.18} w=D,r * +Dyr °* -i—C—p

i
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Stala D, musi znikaé, pdyz w przeciwaym razie dysto&sje osiagnelyby przy r=0
wartoéci nieskoniczone.
Stale € i D, okreslimy z warunkow brzegowych (3.9), ktére po skorzystaniu
7 rownania (3.14); przyjmuja postad

(3.19) [ liee, =00 W]icy,=0.
Wyznaczone stale majg wartoéei
2p? 1-Vs 5 —-3) pw®
(3.20) D= T CZMLH_
/5 — ) W/5-Dh
Ostatecznie sikdadowe dystorsji maja postaé
2 3—¥3 —1+V3 —14V% 2
/ e s SUNLEL LI B AT OIS
’ T Ys-1 h ' h o

@3.21) B
o V53 gt
ye—' }/ngl h Fg.

Korzystajac z (3.14) mozna wyznaczy¢ funkcje przemieszczenia:

2 P’ Ta—yE  14Ys —14¥5 o2
{3.22) u!mf'yr="1l/§*_1 *72—?'-1 2 (" 2oy 2 )“ P (r*rry).

Skiadowe stanu napiecia sa nastgpujace:

; 315 —14y5
P=h' —p)=p®(ry 2 1 P =),

(3.23)

u ) 5 3—Y5 —14|5 —1+¥3 2
ezkm_owz[_f. A __+T.m]
P A,\" Jo|=pe® | 5y 1 ( ry )-r 5o

Dla poréwnania rozpatrzmy tarcze wirujgca bez wprowadzonych dystorsji.
Z réwnania rownowagi (3.8)

2

u pow

(3.24) \ r'u”—l—u'*7+ P r=0
otrzymujemy catke ogdlng

3.25 C C 1_+pa)2 2
{3.25) u—]_i-!-zr TR

Stata C, musi znikaé, gdyz [w},-,=0. Stala C, wyznaczymy z Wa.ruﬁkﬁ_'_(:'o‘" )¢
skad wynika ' L E

2pw?
(3.26) Ci= Fy.
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Ostatecznie otrzymuje, si¢

2 pa)z( rz)
) N Y

2
{3.27) = hu’:?pwz (ri—r),

o 2 2( r)
prEhmE et i)

Zmienno§¢ funkeji dystorsji i napiccia tarczy w obu rozpatrywanych przy-
padkach naszkicowano przy zafozeniu ;=1 na rys. 4.
Napigeie catkowite ustroju

(3.28) [y +(r1dr

wynosi: 1) bez wprowadzenia dystorsji okolo 0,85 p* w*, 2) po wprowadzenin
dystorsji okolo 0,65 p? w*. o '

Znalezione rozwigzanie spelnia warunek konieczny dla minimum funkcjonah
(3.10) i daje rozwigzanie o muiejszym napigein tarczy niZ rozwigzanie bez wprowa-

r
5 B T T e e 4
© ) bez dystorsfi
AT
- Lpu?
Tl TI(—T—TIH’I T o°
z dystorsjami
;LLAJ_AJ_MJ_LLLLUQJ\HngZ Pﬂ

Soof EIILTITETTE i
deo TR T L

Rys. 4

Ina
o

put fo

dzenia dystorsji, Wprowadzenie zatem do tarczy wirnjacej okreflonych wyzej skré-
cefi pretéw promieniowych (3.21);, i obwodowych (3.21), jest uzasadnione.
Dogodne technologicznie mozliwosci wprowadzania dystorsji przez wydiuzenia
pretdw daja wszystkie metody wykonywania ustrojow siatkowych, ktdrych montaz
polega na skrecaniu typowych elementéw: pretdéw i wezldw (ap. «Mero-System»).
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Zastosowanie w tych konstrukcjach gwintéw przeciwskretnych na koncach
pretéw pozwala w bardzo dogodny sposéb wprowadza¢ do zmontowanej konstruk-
c¢ji dowolne wydtuzenia poszczegdinych lacz-
nikéw przez odpowiednie ich obracanie woko!
osi podiuznej. a (A) b

W opisanym wyZe] przykladzie wpro- — = '
wadzenie odpowiedniego pola dystorsji spro- FROLDY
wadza sie do takiego stopniowego, réwno-
miernego obracania poszezegolnych pretow -
wokol osi podfuznych, aby ich konce wy-

FEm

[\
ma

12

FEm Tyl

sunely sig¢ poza wezly o odcinki *l,, Yo =
1
:90 Yo W przypadku pretéw  obwodo- Rys. 3
1
wych oraz o odeinki —- l 7= —r0 7, w ptzypadku pretéw promieniowych (rys. 5).

Otrzymany stan odksztalcema tarczy jest identyczny z takim, w ktérym skrocilibySmy
kazdy z pretéw o wyznaczona wielkos¢ I, e 1ub 1, 7,, a nastepnie tak je ponaciagali,
aby tarcza zostata zlozona w jedna catos¢, dajac ciggly stan odksztalcenia.
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TR NE S

PeczomMme

PEI'VIIMPOBAHME JIEGOPMAIIMOHHOI'O COCTOMHMIA B IINIOCKUX CTEPXHEBBIX
CHACTEMAX

1empio paboTEl ABIACTC QOPMYTHPOBKA 3AMAYH BECASHNA B CTEPXNHEBLIE POTICTIATEIC HUCKH
BCTYIHTENGHEX Aedopmanuil (mreTopcHii), ¢ KOTOPHIME CBA3AHO HEKOTOPOE COCTOARHE BCTYIMH-
TEILHOTO HANPDKCHHAS,

BBeleHue BCTYMHTEIBHELY Ae(OPMAi B CHCTEMY MOXKET OLITL OPETOJHEIM B 3aa4aX pery-
NIpoBAENS BehOPMANEOHEOTO COCTOAHIA CHCTEMEL TICABEPTHYTOH NEHCTBATO HCKOTOPOM BHEITHEH
Harpy3Ku.

B paboTe DArOTCH COOTHOMCHHEA IS MAOCKOH 3a/@9H TSOPHHE YIPYTHCTH ¢ yISTOM BREJIEHIOTO
HOJIA HHCTOPCHE B COMOLYHOE MOMEIM DELUeTYATHIX EHCKOB. 3ateM chopMymposada 3afaya
takoro moafopa TONS OHECTOpeui, YTOOH HANPSHKCHHOS COCTOSHME CHCTEM»I YAOBHRETBODIIO
HEKOTOPOMY YCHOBKS DETYIHPOBAHHH, KaK HANPHMED MAHHMYMY TOTHOTO HANPMAXCHMHA CHCTCMEL.

B a3axmiovcHEe oDCYRHEHE NpUMEp KPYTOIO-CHMMETPHYHON 3afaum.
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SUMMARY

CONTROL OF THE STATE OF STRAIN IN PLANE ROD STRUCTURES

The aim of the paper is to formulate the problem of introducing initial strains (distortions)
to plane rod structures, and to create a ceriain state of initial stresses. This may prove usefil in the
problems of regulation {conirol) of the state of strain of structures subject to external loading.
The equations governing the plane elasticity problem of continuous lattice models with distortions
are derived. Formulated is also the problem of a suifable selection of the distoriion field leading
to such final states of stress which satisfy a certain control condition — for instance, the minimum
of total stressing of the system. A rotationally symmetric case is presented as an example.

POLSEA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 13 czerwca (973 r.





