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WYZNACZANIE NAPREZEN WZDEUZ OSI SYMETRII
W ZAGADNIENIU IZOMETRYCZNYM
NA PODSTAWIE
ELASTOOPTYCZNEGO OBRAZU IZOCHROM

RYSZARD WO TNA R (WARSZAWA)

1. Wyznaczenie stanu naprezenia w dwuwymiarowym oérodku sprezystym
na podstawie obrazu clastooptycznego samych izochrom wymaga numerycznego
rozwigzania ukladu dwu réwnan rézniczkowych czastkowych 11 2], W szezegdl-
nofci w celu okredlenia naprezenia w danym punkcie P oérodka nalezy rozwigzad
te rownania przynajmuiej na calej powierzchni krzywoliniowego tréjkata, ktérego
dwa boki sa identyczne z nawzajem ortogonalnymi charakterystykami ukladu prze-
cinajagcymi sig w punkcie P, a bok trzeci pokrywa si¢ z brzegiem obszaru.

Jesli badany osrodek posiada of symetrii, to dla znalezienia napreZenia na tej
osi nie ma potrzeby rozwiazywania zagadnienia powierzchniowego, lecz wystarczy
rozwiazanie zwyczajnego réwnania rézniczkowego [31(') z nieznang funkcia f:

ap 5o ( ’m  ’m )
W T m A\a )
przy czym 0§ x prostokatnego uktadu wspdhrzednych xy pokrywa sig z osig symetrii,
funkcja m(x,y) jest wyznaczona na podstawie obrazu izochrom za pomocg
réznicy naprezef glownych
M=, —0,,

ﬁ = 81',;),/3}' .

Proste wyprowadzenie tego rownania zamieszczone jest w dodatku 2.
Zatem szukana skiadowa naprezenia zostaje wyznaczona przez scalkowanie
rézniczkowego réwnania rownowagi:

oraz

@ zeo‘xn—fﬁdx.
X

Numeryczne rozwiazanie rownania (1) ze wzglgdu na jego srieliniowodé 1 malg
dokladno$é znajdowanych graficznie lub. numerycznie drugich pochodnych
czastkowych funkcji m jest trudne i moze prowadzi¢ do nieprawidlowej postaci
funkeii .

~ {Y) Metoda podana wezesniei w [4] jest na ogOl mnieodpowiednia, gdyZz korzysta z przy-
blizonego zalozenia (patrz dodatek 1},
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2. Ponizej wykaze, ze moznd uniknaé rozwigzywania réwnania (1), gdy tra-
jektoric naprezed gtéwaych ¢ (x, y)=const, 7 (x, y)=const odpowiadajace napre-
zeniom gléwnym o, {x, ), o, (x,y) stanowia w calym rozwazanym obszarze izo-
metryczna siatke krzywych, tzn. gdy zachodzi tozsamo$é

o 2

Jesli ma miejsce tozsamodé (3), a of x ukladu wspdlrzednych jest osig symetrii, to
napreZenie panujace na brzegu swobodnym daje si¢ przedstawié w postaci [5]

: C
4 = :
) O T (x> +y?)+-Bx D
lub po odpowiednim przeksztaleenin ukladu wspdlrzednych

_c
ar*+b’
Wspélezynniki 4, B, C,D,a 1 b sa pewnymi stalymi.

Ponadto 7 rozwigzania, ktére podal THEOCARIS [6], Wymka ohowigzujacy
w calym obszarze warunek na rdzmicg naprezen gtownych:

(5) o= rr=F2492,  %=%(x,y), F=Fx»).

(6) o m=—[4 (x*+y>)+Bx+D1 h*.
Stad _
m
(M . - gE T A2 +y)+Bx+D
oraz
(8) B2 = N
A (P +y?)+Bx+D

Jednoczesnie przedstawimy réwnania Lamégo-Maxwella w postaci [6]

60'1 01—0'2 ah 80'2 0‘1'—0’2 3h

Y S i A R i

lub po podstawieniu

2p=0,+0;
w postaci
' d 1 3 {m & 1 d (m
(9) ._.P_ _._hz ___( , ._p_=__h2_,,.__ (_2).
aE 27 8¢ dn 2 o \h

Na osi symetrii £=x mamy y=0. Zatem po scalkowaniu pierwszego z réwnan (9)
z uwzglednieniem (7) i (8) otrzymujemy

1 m
10)  p=po=y f % (Ax*4-Bx+D)dx=

Ax*+Bx+-D Bx
24x-+-B p
TPoT Ty f’" AP LBx1D
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© Staly p, zZonajdujemy na podstawie wartodci napreZenia brzegowego znanej z obrazu
jzochrom; na brzegu swobodnym, ze wzgledu na znikanie naprezenia gléwnego
prostopadiego do brzegu, o, =0, rdznica naprezen brzegowych réwna sig tozsamoscio-
wo ich sumie oraz pozostalemu naprgzeniu brzegowemu: m=2p=o,,

Roéwniez wspolczynniki A, B i D wyznaczamy dopasowujac do doswiadezainego
przebiegu napreZenia bizegowego przebieg postulowany w réwnaniu (4). Na potrzebg
takiego pordwnania obu przebiegdow zwrocil uwage juz NEUBER [5]. Poniewaz zgodnie
Z praca, [6] spelnienie przez napreZenia brzegowe rownosci (4) jest warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym izomefrii trajektorii naprezen gtéwnych, przeto mozliwosé
dobrania takich 4, B, Ci D, po wsta-
wieniu ktorych (4) opisywaloby napre-
zenia brzegowe w danym problemie, jest
warunkiem koniecznym i dostatecznym
stosowalnoéci proponowanej metody.

3. Dla przykladu znajdziemy na
podstawie obrazu izochrom w tarczy
kotowej $ciskanej wzdtuz érednicy -—
naprezenia na osi symetrii prostopadiej
do kierunku dzialania sily zewnetrznej.
Izochromy catkowitego rzedu w takiej
tarczy pokazuje rys. 1 (wg FROCHTA
[7]). Promiefi tarczy R=2 cm, jej gru-
boéé t=0,5 cm, sita Sciskajaca F=123,5 '
kG, elastooptyczna stala modelowa
K=31,2 kGfem, .

Z rys. 1 wida¢, ze na brzegu spelnione sa warunki o;=¢,=0, Dlatego na pod-
stawie (6) mamy na brzegu

(11) “A(x*+y*)+Bx--D=0,

Ze wzgledu na symetrig problemu nie tylko wzgledem osi x lecz réwniez wrgledem
osi y spehiony jest réwniez warunek B=0 i z réwnania (11) znajdujmy D= — AR>.
Zatem na osi symetrii y=0 mamy

Ax* D= —A(R*—x?).

ylem)

x[er]

Rys. 1

Po skorzystaniu z tej réwnodci otrzymujemy zgodnie z (10)

Fomx
p=p0+f——R2__x2 dx

Calkowanie numeryczne przeprowadzamy metoda trapezéw z krokiem Adx=
={1{5) cm, posuwajac si¢ wzdluz promienia od érodka kola ku jego obwodowi:

1{1 1
Pi=Po +"§ (E"fu +fit o +Ef:) B
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gdzie
f T Xi
= 2 2 -
R —x;

Wyniki catkowania uwidocznione sg w tablicy 1. Celem wyznaczenia wartosci
i graniczne) funkeji podcatkowej w punkcie x=R=2cm przeprowadziliémy gra-
' ficznie jej ekstrapolacie (rys. 2). Staly calkowania po wyznacza znany z obrazu
izochrom warunek brzegowy

[p (x)]x=R=03
t0 Znaczy
11 i
Po= “?(Efo+f1+---+f9+3f1o),
skad
K-1p,= —%-6,3869# —1,277.

Na rys. 3 poréwnali§my uzyskane w powyZzszy sposodb rozwiazanie (linia ciagta)

v rozwigzaniem teoretycznym
—F R*—x%~
P= R R4

(linia przerywana). Réznice obu rozwigzan nie przekraczaja 2 &7, co §wiadezy o przy-
datnoéci zaproponowanej metody. '

4. Widzimy wige, Ze dla zagadnien z izometrycznymi trajektoriami naprezer
gtéwnych mozliwe jest znaczne uproszezenie procedury wyznaczania naprezed na

K—'f I

R 2
98 AN
| / ™~
/ N _p"rK [
as / RS 12 PP
/ S
/ )
g4 // — ' 08—
/ N
oz |/ - 04| ——t— \\
/ AN
B . "
e o4 08 12 16 20 0 o4 08 12 18 20
¥[em) . xfem]
Rys, 2 Rys. 3

osi symetrii. Funkcja podcatkowa w réwnaniu (10) bedaca odpowiednikiem funkcji
£ w réwnaniu (2) moze by¢ znaleziona za pomoca elementarnych dziatari algebraicz-
nych. Podana metoda powinna w szczegdinosei znale?é zastosowanie do opraco-
wywania badai elastooptycznych niezbyt glebokich karbow (por. prace [5D.
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Tablica 1
i X; .
: A== K
i X mifK f R*—x} S(pi—po)(K K
[em] R=2
0 0 5,2 0 0 —1,277
i 0,2 49 0,2474 0,1237 ~—1,253
2 0,4 4,5 0,4689 04818 =~ —I,181
3 0,6 3,8 0,6262 -1,0294 —1,072
4 0,8 3,2 0,7619 1,7235 —0,933
5 1,0 2,4 0,7999 2,5044 —0,777
6 1,2 1,8 0,8438 3,3262 —0,612
7 14 1,2 0,8236 4,1599 —0,445
8 1,6 0,7 0,7778 4,9606 —0,285
9 1,8 0,3 0,7105 5,7047 —0,136
1,9 0,14 0,6821
10 2,0 0 0,65 % . 6,3869 0
(*) Warto$c z ekstrapolacii
DopATEK 1

Oznaczmy kat utworzony przez normalna m do izochromy z osia x przez 8.
Kat utworzony przez styczng do trajektorii naprezef gtéwaych £ z ta osia wynosi @
(rys. 4).

CHRISTODOULIDES wykazal, ze pochodna fupkcji ¢ wzdtuz tuku izochromy s
jest identyczna z pochodng wzdhuz trajektorii naprezefi gtéwaych #:

v %9 v}

s an’
W dalszym wywodzie skorzystal jednak -
z nieprawdziwego na ogdt wzoru n Q),& &4
' - &2 . ¥

30 a9 $ &

a5 ds” g \?

wskutek czego wynikl mylny wniosek, X
7e w kazdym punkete osi symetrii traje-

ktoria napregzen gldwnych ma t¢ samg Rys. 4

krzywizng, co izochroma przechodzaca :

przez ten punkt. Stwierdzenie to bylo podstawg zaproponowanej przez nicgo
metody. Tymezasem (por. rys. 4)

Izochroma

_ 39;3« do
ds o5 B,

Rozprawy Inzynierskie — 4
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to znaczy
1 Jda 1

P - ds - Pu ’

gdzie p jest promieniem krzywizny izochromy, a p,, promieniem krzywizny tra-
~ jektorii naprezen gléwnych. Na osi symetrii «a=0, ale na ogét de/ds#0; dlatego
promief krzywizny izochromy jest inny niz trajektorii naprezeni gléwnych, Na poda-

Rys. 5

nym przykladowo rys. 5 (wg [7 1 8]) widzimy, Ze jedynie na obwodzie tarczy izo-
chromy i trajektorie maja te samg krzywizne. Na poziomej osi symetrii nie ma nawet
zgodnodei znakdéw krzywizny izochromy i trajektorii.

Dobatek 2

Wyrazimy warunek ciaglodci odksztalcen

ey + 82‘81, — & Py
8y ax*  dxdy

w wygodnej dla elastooptyki postaci przez funkcje m opisujaca réznice naprezefi
glownych i funkcje ¢ podajaca kierunek utworzony przez wicksze z naprezen
glownych z osia x. Zgodnie » prawem Hooke’a wyrazonym za poinocs zwigzkdw
Mohra

e - 1 14y 1+v )
(:):E 1-vlp+4 2 mcos2e], Y=g msin2g

otrzymujemy

1 1—v(32|32) (32 82)(m 2) 82( _2)
(12) 1 \aee T |27 \G ~ g2 )\ 5 cos2e) T org, \mein2e )
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Z drugiej strony, jak wiadomo, moZna przedstawi¢ warunek cigglodci odksztalcen
korzystajac z prawa Hooke’a i rézniczkowych réwnan réwnowagi w postaci—

2 a2 1+v {dg, g
(13) ( s+ ) p=- ( +—=),
dx dy 2 dx dy
przy czym g, i g, oznaczaja sily masowe.
Jezeli prawa strona (13) wynosi zero, co ma w szezegdnosei miejsce przy sitach

masowych niezaleznych od polozenia, to otrzymujemy z poréwnania (12) i (13)
2

(e 5] (5 ot 553 mnar) 0.

- ax? a7t )\ 2“8t axgy \mein2e)=0.

Po wykonaniu w (14) rézniczkowan otrzymujemy dla osi symetrii, na ktorej ¢=0,
réwnanie Dobrowolskiego (1), a na osi symetrii na ktérej p==/2, réwnanie

ﬁ=£2_ 1(32 32)

ox m 4

ap* ox?

Réwnanie (15) przechodzi w réwnanie (1) po zmianie znaku przed m.

(15)
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PesmomMme

OIPEAEJEAWE HATIPAXFEHIN BAOIE OCH CUMMETPHM HA OCHOBE IOJSAPH-
3ALIMOHHO-OIITHYUECKO KAPTHHR CAMBIX M30XPOM B M3OMETPHUIECKOM
CIIVHIATIO

Amanms HAOPAKEHHOrO COCTONHAS Ha OCHOBE 00pa3a caMEX H3OXPOM, NPENCTABIAET TPYEO-
eMRYI0 3a7ady, Hake BIOTEL OCH CHMMCTDHH, AJIF KOTOpoH H3BCCTHHL HAFPABACHAA TNABREIX HA-
upspxenwit, B sToMm mocnendem cnyuae Tpebyercs, B ofmeM, pelars Henmdeiiroe nrddepenmrab-
HOC ypaBHEHHS THOoAa PHKKaTH.

QOxasplpaeTess OOHAKO, YTO MOXHO OOPSACIHTE HANPMKCHAA OTHOCETENBHO NPOCTEIM CIIO-
¢co00M BIOAER OCH CEMMETPHH B 33[34aX C M30OMETPHYCCKHMM TDACKTOPESIMHA TNABHEIX HaOpd-
sKeRmEd. Jng YCTAHOBICHES CYDIECTBYET IR W30METPHN TPAEKTODHM HPHMEHASTCH TECT MPenao-
xennit yme HeilOopom, cocTosingii Ha CPaBHEHHH KPASBHIX HAHDSKCHMH W3BECTHBRIX KApTRHBL
H30XPOM ¢ HEKOTOpOi dyERImeit H';)onopuvfoﬂanb}ioi& ¥ 06pardHocTd KBaxpaTHol dopmer, Tpen-
TMOMEHHBIA METOX aHanw3a XapTHHE H30XpoM A0DABOTHO OOOCHOBAH HPHMEDOM,
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SUMMARY

DETERMINATION OF STRESSES ALONG THE AXIS OF SYMMETRY IN THE
ISOMETRIC CASE ON THE BASIS OF ISOCHROMES ONLY

Analysis of the state of stress on the sole basis of fringe pattern image is a very time-consuming
procedure, even in the case when the axis of symmetry is only concerned along which the directions
of principal stresses are known. In that case it is usually necessary to solve a nonlinear differential
equation of the Riccatti {ype.

It is shown, however, that the stresses along the axis of syminetry can be determined relatively
simply in the case of problems characterized by isometric principal stress frajectories. In order
to find out whether the trajectories are isometric, we apply the test which has been proposed already
by Neuber; it consists in equating the boundary stresses fo a certain function inversely proportional
to the quadratic form. .

The method of isochrome image analysis on illustrated by an example.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEF AKADEMIT NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnig 15 kwietnia 1971 r.





