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OPTYMALNE SPREZANIE OSRODKOW O STAEEJ] GRUBOSCI
W PEASKIM STANIE NAPREZENIA

JANHOLNICKI-SZULC

1. Wsrtee

W pracy rozpatrzono sprezysty, jednorodny, izotropowy oérodek o stalej gru-
bosct znajdujacy sig w plaskim stanie napreZenia. Jego naprezenia dopuszeczalne
na rozcigganie i sciskanie wynosza odpowiednio ¢ i o (630, a=20).

Przyjeto, 2e pod wplywem przyczyn zewnetrznych wywolany jest w oSrodku
stan naprezenia of? (7, j=1, 2). Celem pracy jest poszukiwanie takiego dodatkowego
pola naprezen o,;, ktore po wprowadzeniu do ustroju, pozwoli uzyskaé stan napre-
zenia ¢{P+a;; o sk}ddowych gléwnych nie przekraczajacych w zadnym punkcie
wartosci dopuszczalnych ¢ i .

Dla wyznaczenia a;; przyjeto mi@dzy innymi kryterium wyboru zadajace, aby

catkowita energia wewnegtrzna — f f (75 £5) dxy dx, wprowadzona do oérodka

przez stan o;; osiagala minimum. ;

Dysponujac wyznaczonym polem naprezenia o, mozna poszukiwaé przyczyn,
kiére ten stan wywolnja. W pracy rozpatrzono mozliwosé wywolania pola oy
przez wprowadzenie odpowiednio dobranego kontynualnego ukladu ciegien spre-
zajgcych.

Po sformutowaniu zagadnienia w przypadku ogénym, rozpatrzono jako przykiad
zagadnienie kolowo symetryczne.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przyjeto, ze na ofrodek dzialaja obciazenia zewnetrzne na brzegu p, oraz sﬁy
masowe X (™,

Oplsujacc zagadnienic w naprezeniach, otrzymuje si¢ na gruncie teorii sprezystosel
ukiad réwnan pozwalajacy wyznaczyé wywolany stan naprezenia a“’) Sa to nastepu-
jace réwnania:

réwnania rownowagi
(2.1) o) +XP=0;

rownanie cigglodei odksztalcen

o &
2.2 2 g X =]
©.2) Vi =X, V= i Ton,om
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oraz warunki brzegowe
(2.3) pi=oPny,

gdzie n; oznaczajg kosinusy kierunkowe normalnej do brzegu C.
W pracy poszukiwany jest dodatkowy stan napr¢zenia o;; pochodzacy od spre-
senia, spelniajacy analogiczne réwnania

Uij,j“i’Xi:O;

2.4
@9 Viou=—(1+m X

z warunkami na brzegu C oérodka-

qi=0;
oraz z wytezeniowymi warunkami ograniczajgcymi
(2.5) e<[o®t ), <@, k=12,

gdzie
ptay__ L(P
o' D=gP+0;5,

oraz gdzie [o{8*®], oznacza wartosci napreZed glownych tensora ot a 0,0
wartodel dopuszezalne naprezen gidownych.

Postulat (2.5) stanowi 2adanie nieprzekroczenia dopuszezalnego wyteZzenia
wedhig hipotezy ekstremalnych napreZen glownych. Otfrzymano uklad trzech nie-
zaleznych réwnan (2.4), , i dwu ograniczen (2.5) z piecioma funkcjami niewiadomy-
Mi Gy, sz, T1z, X1, Xp. W szezegdlnym przypadku, gdy o=0=0, z warunkéw
(2.5) oraz (2.4); wynika, z¢ nalezy przyja¢ jednoznacznie okreslone rozwigzanie
o,=—0®, X=X Réwnanie (2.4); spetnione jest toZzsamoéciowo.

W pozostalych przypadkach istnieje pewien domkniety przedziat {g, o) zawie-
rajacy liczbg 0, w ktdrym musza zawierac sig sktadowe gléwne tensora alzt® (2.5).
Dobér rozwigzaf jest wtedy wieloznaczny (jednym z nich mogg byé wzmiankowane
wyzej pola o= —a®, Xy= —X¥). Celowe jest zatem wprowadzenie pewnego kry-
terium wyboru, pozwalajacego na wyszukanie rozwigzan optymalnych (w sensie
tego kryterium).

Jako warunek optymalizacji mozna przyja¢ zadanie, aby catkowiia energia
wewngirzna wprowadzona do ofrodka przez stan oy osiggala minimum:

14v v .
(2‘6) ff("zfo‘” Jij_'ﬁauajj)dxldx?(zmln.
D

Jezeli wigcej niz jedno rozwigzanie uktadu (2.4);,5 1 (2.5) wprowadza t¢ samg
minimalna energie (2.6) do ustroju, to sa to rozwigzania réwnie dobre w my$l kry-
tertum (2.6) 1 zadowalaé bedzie nas znalezienie jednego 7 nich.

Obszar catkowania D w zwigzku (2.6) opisuje powierzchnig calej rozpalrywancj
tarczy. W punkcie 3 rozwazono mozliwo$¢ sprowadzenia sformutowanego wyzej
zagadnienia do rozwigzywania go w poszczegdlnych podobszarach D¥ przy zacho-
waniu kontaktowych warunkéw naprezeniowych na ich granicach.




OPTYMALNE SPREZANIE OSRODKOW O STALEJ GRUBOSCI 219

Po wyznaczeniu z ukladu warunkéw (2.4), », (2.5) i (2.6) stanu naprezenia oy,
mozna z téwnan (2.4); okreslic obcigzenia ¢;, jakie nalezy przylozyé na brzegu
w celu zachowania rownowagi. Znane zatem bedg sity X, ¢,, jakie powinny dziataé
na uklad dia uzyskania odpowiedniego pola oy,

Z zasady superpozycji wynika, Ze znaleziony stan o,; bedzie mial t¢ wlasnosé,
7e wypadkowy rozklad naprezen off ™ spelnia¢ bedzie wszelkie warunki réwnowagi
i cigglodci odksztalcen przy jednoczesnym nieprzekroczeniu w Zadnym punkcie
obszaru D* dopuszczalnego wytngenia materiahu,

Rugujac z rownania (2.4); &;, po vwzglednieniu réwnan (2.4),, otrzymano
(2.7) V2 U”=(1 +V) Jij, ije
. o+o, | 01—0 . .
Wyrazajac sktadowe tensora o;; przez o= 5 T i7 =—-—2——_—, gdzie oy 10, 83

to wartodci gléwne tensora, otrzymano:
oy =0+T1c08 20,
(2.8) 01,=0—17 08 240,
T1,=7Tsin 2o,

gdzie « (x,, x,) oznacza kat pochylenia kierunku gléwnego (odpowmdajqcego 7y)
do osi x,.
Wstawiajac (2.8) do (2.7) otrzymano

2.9 2V o=(1+v) [V a+(7 cos 2a) 41+2(z sin 2a), 4, — (7 cos 2a)_ ,,].

Uklad zaleznoéci (2.4),,,, (2.5) i (2.6) moZna réwnowaznie przedstawi¢ w postaci
(2.4),, (2.8), (2.9), (2.5) 1 (2.6), skad uzyskujemy ukfad warunkéw (2.9), (2.5) i (2.6),
wyrazonych przez niewiadome g, 7, & 1 niczaleznych od X;:

-4y
g,11+0, 27T, [(r cos 2a) 1, 1+2(7 sin 2x), 15— (7 cos 2w} 5],

- 1
(2.10) ffE{(I—V)02+(I—i—v)’cz]dx1dx2:min,

o< o+oP4 l/('r cos 207 cos 20y 4 (7 sin 2a-+-7') sin 24P < 7,

0 < 6+0—V (t cos 2a--77) cos 262 | (1 sin 2a+ 7 sin 20PP < 5.

Jezeli znalezione zostanie optymalne rozwigzanie o, 7, « ukfadu (2.10), to mozna
na podstawie zaleznoéci (2.8), a nastgpnie (2.4); 5 znalezé uklad sit masowych X;
oraz obcigzen brzegowych g;.

Majac okreslony stan naprgzenia o2 w obszarze D, mozna wyr6zni6 trzy rodzaje
podobszaréw D#, D?, D¢:

a) podobszary, w ktérych o<o{’<s i <o < ;

b) podobszary, w ktérych (¢”>¢ lub a“’)<cr) i (6P>0 ub 6P <0);

¢) podobszary, w ktdrych jedno z napreren gldwnych przekracza naprezenia
dopuszczalne o lub o.
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Jezeli dopudcimy wystepowanie pewnych nieciaglodci w rozwiazaniach wzdluz
granic obszaréw C% 0(k, I=a, b, ¢), to zadanic poszukiwania pola naprezen oy
(2.10) prowadzi do postawienia tego problemu w poszczegdlnych D, o ile zapewnimy
spelnienie kontaktowych warunkéw zgodno$cei na C*b:

(2.10) o® ple D= — g nlh ",

gdzie symbole n, (k,I) oznaczaja kosinusy kierunkowe normalnej zewnetrznej do
brzegu C% Y ograniczajacego obszaru D, oraz nth* opisuje normalna zewnetrzna
do brzegn C* ograniczajacego D'

Spemienie warunkn (2.11) gwarantuje, Ze wprowadzenie pewnego stanu napreg-
Zenia w obszarze D* nie powoduje zadnych zmian w polach naprezen innych obsza-
réw. W obszarach D? poszukiwanym rozwigzaniem jest stan ¢,;=0, ktory spelnia
wszystkie warunki (2.10).

Nalezy zwrécié uwage pa fakt, Ze rozwiazanie uzyskane przez zloZenie rozwia-
zaf z poszczegdlnych obszaréw D¥ wprowadza do ustroju mie wigksza energie
(2.10), niz rozwigzanie zagadnienia spemiajace (2.10) w calym obszarze D, gdyz
dziedzina funkcjonatu (2.10), zostata rozszerzona o takie o i, ze wraz z « nie musza
spetniaé warunku (2.10); na liniach C® D,

Majac okre§lony stan naprgZenia ¢,; mozna wyznaczyé z warunkow (2.4) s
pole sit masowych X; oraz obciazen brzegowych g,, jakie go wywoluja.

3, WYWOLANIE POLA SIL MASOWYCH X; I OBCIAZEN BRZEGOWYCH ¢

Przechodzge do realizacji wyznaczonego pola sit masowych X; i obcigzeni brze-
gowych g;, rozwazyé mozemy wprowadzenie odpowiedniego ulladu ciegien spreza-
jacych.

Zalozono o ciegnach, Ze sa dowolnie cienkie i rozmieszczone dowolnie gesto,
tak Ze ich pole przekroju oraz kat pochylenia moga byé trakiowane jako odpowiednio
regularne funkcje wspdlrzednych (klasy €1). Ciggna moga mie¢ przebieg kizywoli-
niowy oraz zakotwienia zaréwno na brzegu jak 1 wewnatrz ofrodka. Ciegna oddzia-
tywuja na oérodek jedynie przez zakrzywienia i zakotwienia {model kontynualnie
roziozonych kabli sprezajacych).

Przy tak przyjetych zatozeniach [6] rownania rownowagl wigzki ciggien w prosto-
katnym ukladzie kartezjanskim x, x, przyjmuja posta¢ [3]

1
(S cos? p), 1+ (Ssin 20) o =X,
(3.1)
1
— (§sin20), +(Ssin® g) ;= X,

gdzie S (x4, x,) oznacza gestosé sity w ciegnie oraz ¢ (x;, X;) kat pomiedzy styczng
do ciggna a dodatnim zwrotem osi x;.
Réwnania (3.1) mozna napisaé ogdlniej (por. (4.21) i (4. 22)) wprowadzajqc pojecie

(s}
stanu napigcia o;; panujacego w wiazce ciggien. Stany naprezen oy, i cr” opisuia
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roZne pola tensorowe, sprzezone ze soba za poérednictwen wzajemnych oddziatywas
sit masowych X,.

Znajac pole X; oraz obciazenie g;, mamy okreslone zagadnienie brzegowe dla
quasi-liniowego, parabolicznego ukiadu réwnan (3.1) [2] z nastgpuigcymi warnnkami
na brzegu C obszaru:

32) S(cos? pn,sin pcos g ny)=—gq,,
' S{cos g sin g ry+sin® g uy)=—q,.
Na rozwigzanie zagadnienia (3.1) i (3.2) nalezy narzuci¢ dodatkowy warunek
konstrukeyjny

3.3) . S=o0.

¢o oznacza, Ze ciggna przenosza jedynie sily rozciggajace.

Zagadnieniec wprowadzania pola sit masowych X; i obciazen brzegowych ¢;
wywotanych przez wiazke sprezajaca (3.1) i (3.2), spelniajaca warunek (3.3), zilustro-
wano przykiadami zginanej belki i kolowo-symetrycznege zagadnienia Lamégo.

Rozwazmy przyklad belki poddanej czystemu zginaniu (rys. 1). Przyjmijmy,
Ze naprezenia dopuszczalne materialu wynosza o=0, g=—0,. Zatem w obszarze
belki mozna rozrézni¢ dwa podobszary D? i Df,

p g
G A Ojf ij 6":?f 5 B )
pe A5 AN
c : _ ; . D I
DC ¢’ ’ Xq
£ = = - F
Gy . Gp G Gy Op
X2 ¥
Rys. 1

W obszarze D¢ nie wprowadzamy zadnego spr¢Zenia, natomiast w obszarze D°
nalezy wprowadzi¢ takie pole g,;, ktdre spelnialoby warunki (2.10) oraz warunek
zgodnodei (2.11) na brzegu €, kiéry sprowadza si¢ do ukladu warunkdéw =0,
=0, =0 pa '

T.atwo si¢ przckonaé, Ze poszukiwanym stanem o;; jest lintowy rozklad napreZzed
oy, przedstawiony na, rysunku. Stan koficowy ol spelnia warunki wytgZeniowe
materialu, Spetnia on takze warunki réwnowagi w calym obszarze D. Nie jest jednak
zachowany warunek nierozdzielnoéci odksztalcen (2.10); na granicy obszardw C'.

Z réwnan (2.4) wynika, Ze pole sit masowych spehnia warunki X;=0 w obszarze
D, natomiast z warunkéw (2.4); mozna okreslié wymagane obcigzenia brzegn CE
i DF. Zatem poszukiwanym ukladem ciggien sprezajacych wymuszajacych stan o;;
{okreslonym przez (3.1)-(3.3)) jest uklad ciggien prostoliniowych o ggstosci rozlo-
sonei liniowo na gruboidci podobszaru D° (rys. 1).
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Powstawaniu nieregularnoéci deformacji wzdtuz linii €’ mozna zapobiec przez
wstepne spreZanie w obszarze D°, a nastgpnie przez dolaczenie (bez oddzialywan)
czeSci belld opisane] obszarem D® Po wprowadzenin obciazenia zewnetrznego
ciaglo$é deformacji zostanie zachowana w calym obszarze D.

4, ZAGADNIENIE KOLOWO SYMETRYCZNE

Zastosujemy powyisze rozwazania do przypadku farcz kolowo symetrycznych
z obcigzeniem p, i X® zachowujgcym te sama symetrig.
Przechodzac do opisu zagadnienia we wspdotrzedinych biegunowych r, 8, przyjeto

X
4.1) ri=xi+xl, O=arc tgx—z.
1

Stan mnaprgzenia o; okrve§lony bedzie odpowiednio przez skladowe 6., Gy, 0.
Transformmjac réwnanie (3.1); do ukladu r, 8 (r=r(x;, x;) 6=0(x,, xz)),
nalezy przyjaé

sin @
ry=cosf, 6,=-— P
4.2)
cos &
Fa=sinf, 08,= ;

Jezeli mamy funkcje y (x4, x2)=w [x1 (r, 0), x5 (r, 6)], to
W, 1=W,, Ccos 9-—r—y/,g sin 8,
) 1
W, 2=, ,sin 9+7w_9c059,
2 1 )
¥, 11=W, . COS? G—TW,,,, sin # cos 9+T w . sin® 84
2 1
+r7 ¥, g 8in & cos EH—;Z— W, g0 SIN30,

4.3)
2 1
W a3 =Y . sin® 9+T W, rq Sin 8 cos 6—1—-;-1#, L cos 8 —
2

1
— Ve sin 6 cos 8+";5 W g0 cOS® 0,

1 1
V. 2=, .50 cos 9+7 & . COS 29—?5;/,99 sin @ cos 0—

T2 W0 008 20 Ve sin & cos ..
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Wykorzystujac wzory (4.2) 1 .(4.3), réwnanie (2.10), przedstawié mozemy we wspol--
rzednych biegunowych w nastgpujacej postaci:

i 1 1+v
4.4 o, ,,-%—7 a, ,—I—?g gy =1——v (z cos 200) ,, cO8 28—

sin 0 cos & cos 268
—4(zcos2a) o — —(zcos 2u),, ——
sin & cos 0 cos 20
+4 (7 cos 2} o 2 T (v cos 2a) g 2
_ ) cos 28
+2(z sin 2a) ., sin 8 cos 812 (7 sin 2a) 4 —
_ sin @ cos 8 ) cos 260
—2(rsin2a), g9 T —2(zsin 2a) 4 f;A -
) sin # cos 8
—2(rsin 20y , —————(=&(,0)

7 kolowej symetrii zadania wynika, Ze kat pochylenia trajektorii naprezed giownych
stanu of?) spetnia warunek a’=0. Dla zachowania kotowej symetrii nalezy przyjaé:
takze

4.5) | a=f#, o=0@F), t=1().

Uwzgledniajac to, réwnanie (4.4) mozemy przedstawi¢ w postaci

1 3
(4.6) (I—V)( ; )(1+V)(Trr - r)qu(r)'

Wyrazajgc w tym réwnaniun o i T przez napreZenia gléwne:

47 _ a0 _ 0,—04
47 o= 5 TETTSTT

otrzymamy réownanie

2-+y
4.8)  vo, .. +—r“ O v =0y ot

14-2v
+

ap, =P (F),
Rys. 2
odpowiadajgce réwnaniu (2.10),.
Poniewaz a=aP=80, wiec (2.10),_5,, prowadza, w przypadku obszaru D ogra--
niczonego dwoma okregami r=ry i r=r; (rys. 2) do warunkéw mnastgpujacych:.
ry 1
4.9 Y3 (62+0; —2v0, 05) dr =min

fa
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oraz
oo <o, <Lo—al?,
{4.10) - _
g <op<Lo—all.
‘W ien sposob uzyskano jedno réwnanie (4.8) i warunek optymalizacii (4.9) z ogra-
niczeniami (4.10) wzgledem dwu niewiadomych o, () i 6, {r). Przyimujac o, =1 (r),
otrzymujemy z (4.8) rownanie rézniczkowe zwyczajne postaci

1+2y
(4.11) Ji,—i——r—fz(ji(r).
Rozwigzaniem ogdlnym tego réwnania jest funkcja:
4.12) S() =0y =g (1420107 [61 _ f & (F) e +2M lnrdr] ,
zatem
(4.13) oo [ [0 p=020 [ @ () 142 dr| drtes.

Wykonujac catkowanie przez czeSci wewngtrz nawiasu oraz calkowanie funkeji
w klamrze otrzymujemy
]+cz.

(4.14) Tp = "ﬁl'-'[f D {ry rdr— ! f D) Pt de
) ¢ 2y P

€1
1.2\'
W wyniku analogicznych operacji mozna ofrzymaé

2

I __i 24 2
{4.15) g, = —7[f D{ryrdr—r ° f@(r)r Vo 7 c3]+g4.

Majac okre§lony stan naprezenia off) w obszarze D, mo’na wydzieli¢ cztery
nastepujace rodzaje podobszaréw D?, D°, D¢ i D%

a) podobszary, w kidrych o <o <0 i a<of” <0

b) podobszary, w kirych (6@ >0 lub ¢/P<%) i (¢f>0 Iub of” <a);

¢) podobszary, w ktdrych (o(”>0 lub o <0) i o< o< 0;

d) podobszary, w ktérych (o <<o®<0) i (6{>0 lub 6§ <T).

Jezeli mie uwzglednimy warunku nierozdzielnosci odkszialcen (4.8} na brzegach
obszaréw D D?, D¢ i DY to zadanie poszukiwania pola naprezen o;; (4.8) i (4.10)
prowadzi do postawienia tego problemu w poszezegdlnych obszarach pod warunkiem,
7e zapewnimy spehnienie kontaktowych warunkow zgodnosci na brzegach C®P
(k, {=a,b,c,d) Q.1I):

(4.16) | 6@ pl D= GO o8,

W obszarach D® nalezy przyjaé o;;=0.
W obszarach D® nalezy przyjaé na podstawie (4.10)

(417) gr=§-—g£p)’ 0’a=§_—0'§p)’
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gdzie symbol o oznacza odpowiednio ¢ lub o, zaleznie od tego, ktdra z wartoscei
ograniczajacych ¢ i ¢ zostala przekroczona przez odpowiednia sktadows tensora
o®. Taki stan papreZenia ¢,, wprowadza do ustroju, przy zachowaniu warunkdw
(4.10) minimum energii sprezystosci a zatem spefnia kryterium (4.9). PoniewaZ
¢® spelia warunki réwnowagi i ciggtodci deformacji, wige takZze warunek (4.8).
Funkcja o?*9 spetnia zwiazek (4.8) tozsamofciowo, gdyz "D =const 1 oy F =
—=const; stad o,;=0*?—g{)) takze musi spemiaé to réwnanie (zasada super-
pozycjil,
W obszarach D° na podstawie (4.10), nalezy przyjaé

4.18) 0, =5

oraz g, wyznaczy¢ z warunku (4.8).
W obszarach DY na podstawie (4.10), nalezy przyjac

{4.19 Go=0—a5"

oraz ¢, wyznaczy¢ z warunku (4.8).

Tak wprowadzone stany o;; speiniaja takze warunek (4.9).

Jezeli przy szukaniu rozwiazah w obszarach D narzucimy na skladowe o,
wyznaczane na podstawie réwnania (4.8) warunki brzegowe, to otrzymane pole
naprezenia o,; spelnia warunki réwnowagi w calym obszarze D, moze jednak nie
spetniaé warunku nicrozdzielnosci odksztaicen (4.8) na brzegach poszczegdlnych
podobszaréw, co omdéwiono szczegolowo na przykladzie zagadnienia Lamégo.

Znajac funkcje o, (r) 1 o4 (r), moina wyznaczyé z réwnania réwnowag,

O.— 0

(4.20) | Gr.r +—-~r—l’+)(r =0,

rozklad sily X, oraz z warunkéw brzegowych obciazenie g, 1 g, takie, ktére wymusza-
ja stan gy;.

Pozostaje jeszcze do omdwienia realizacja ukladu obeigzen X, g,, go przez wigzke
ciegien sprezajacych.

Zdefiniujmy dla dowolnego zagadnienia we wspohrzednych kartezjanskich
symetryczny tensor stanu napigeia wigzki:

8),, ar . L.
(4.21) a)”'q—*Sa‘af, ada=1,

gdzie S oznacza gesto$é sily w ciegnie, @' jednostkowy wektor kierunkowy ciggna.

()
Przyjmiemy przy tym, ze uklad poddany jest dziataniu pola sit masowych X te - X

. s (=), ; . . .
w obszarze D i obciazen brzegowych. ¢ ‘= —¢' na powierzchni. Przy tych zatozeniach
uklad (2.7)-(2.10), mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej:
réwnania réwnowagi dla obszara

(s}
(4.22) (Sata’) ;+-X'=0, dd=1,
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brzegowe réwnania réwnowagi
(9
(4.23) Sa' @’ ny=q';

warunek ciggien rozcigganych

4.24) S04 Sata’ 6,3 034=0,
iJ

gdzie symbol §,; oznacza delte Kroneckera.

Roéwnania (4.22); jako réwnania tensorowe mozna napisaé w dowolnym, krzy-
woliniowym ukladzie wspdtrzednych, postugujge sig rézniczkowaniem kowariantnym:

' (8)
(4.25) (Sa' i, +X=0,
Odnoszac réwnania (4.25) do ukladu wspéirzednych biegunowych 7, 8, otrzymujemy:

Sa'a® S@a—a’a® ©
(&wjﬁlﬂrll%“—j—m—+XEm
(4.26)
(Sa®a” , 28a"a®  ®
——+(Sa" a% .+ +Xx%=0.

.

2

W przypadku wigzki ulozonej kotowo symetrycznie i poddanej kotowo symetrycz-
® &)
nemu ukladowi obcigzen nalezy przyjaé S=S (), a'=a" (r), a’=a° (r), X' =X"(r),
(s)
X°=0, co pocigga za soba znikanie pochodnych wzgledem 6.
Jezeli dopudcimy wystapienie tylko jednej rodziny ciggien, to musi to byé
a) wigzka ciegien radialnych (rys. 2) lub b) wigzka ciggien obwodowych (rys. 3).

Rys. 3 Rys. 4
W przypadku a) nalezy przyja¢ a'=11 &*=0, co speinia (4.22), i sprdwadza
uktad (4.26) do jednego réwnania

s
@4.27) St =X,
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W przypadku b) nalezy przyja¢ a"=0 i a°=1, co spelnia (4.22), i sprowadza
nklad (4.26) do réwnania '

(4.28) : S=—rX,.

Widaé, ze warunek (4.24) jest w tym przypadku réwnowazny .warunkowi
{4.29 X0,

Warunki brzegowe (4.23) prowadzg do warunkéw nastgpujacych:

Su,=—q, dla r=ry,

{4.30)

g,=0 dla 8=6,
lub
@31) q.=0 dla  r=rq,

Sng=—q9 dla 9:90.

5. PRZYKLAD

Rozwazmy tarczg pierScieniowa o promienin wewngtrznym ro i zewngtrznym r,
poddang ciénieniu wewngtrznemu (rys. 4). Stan naprezenia o) tego ustroju opisuja
skladowe [4]

pri ; pri r
.1) o= = (—2-— 1) crép>=—,.-2-'3,2—( =+ 1)

2 )
Fo—rg A1 e

Za?cozmy, s¢ mamy do czynienia z materialem o naprezeniach dopuszezalnych
o=p, 6=—2p. Z zaleznosci (5.1) wynika, Ze dla r,=2rq istnigje obszar DY, w ktd-
Tym a(")>a i 0 <o <o oraz obszar D%, w ktérym o<oP<oiag<ofi<a(rys. 5).
Granice obszaréw D? i D* ozpaczong przez r; wyznaczyC mozna z warunkn

(5.2) [¢8],.,,=P.

Zatem z réwnania (5.1) otrzymuje sie

5.3 —]/ riro
G3 Y oz

Bedziemy poszukiwaé pola maprgzefi sprezajacych oy; spetniajacych warunki
{4.8)—(4.10).

Jezeli dopudcimy powstanie niecigglo$cl stanu deformacji na obwodzie r=ry,
to rozwigzanie nasze sprowadza si¢ (w my$l rozwazai z p. 4) do przyjecia w obsza-
rze D?o,;=0, a w obszarze D¢

2z
5.4 a,,:p_agﬂ):p—%%;y (LL—H) FoSr<ry.
a

ry

Zajmiemy si¢ okresleniem skladowej o, w przedziale ro<<r<r;.
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Wstawiajac (5.4) do (4.8) otrzymuje sie

4w—1)prir? 1

5.5 S(ry=———5—5— —.
(5.5) ) I‘f HI‘S *
" .
_g__'l"o_ D ﬁiﬁ_'ﬂr,, ne @Tzra r
i
(o}
14 E[Hﬂimuumumumﬁ.#_,_‘_, an

El 2
P @ﬂ[ﬂﬂmlm Mﬁﬁmﬂmmﬂﬂﬂﬂmﬁ;ﬂ s

%U ST I s ey ’ O
~0.57p
éﬂj}m]—[[mﬂﬁlhr &
~ 113 | r
‘ . giPHe
p E[’ ] Emjr:D:lLL.E - r
3 Z
£ 2P L i)

o T T T T T e o

P BT ! ‘ g

J §
D e |

Rys. 5

Wprowadzajac tak wyznaczona funkcje @ () do zwigzku (4.15) otrzymano:

P21 vC
(5.6) g =-t0l1 Vs

ri—r2 2 2p2h
Na rozwigzanie g, nalezy narzuci¢ warunek brzegowy (4.16), ktéry przyjmuje postaé

(5.7) [, =r, =0.

Ze wzgledu na to, Ze wywolujac pole o;; przy pomocy wiazki ciggien obwodowych
nalezy spetni¢ na brzegu r=r, warunck (4.31)(, na funkcje o, nalezy narzucié
drugie ograniczenie

(58) [Ur]l'=ru=0'
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Na podstawie warunkéw (5.7) 1 (5.8) wyznaczy¢ mozna stale C; i Cy z ukiadu réwnan

pri v
2_ 2 A.2v Ci+Cy=0,
e 2r;

(5.9 )
Mo _ C3+Cy=0
ri—rg 2r7 »HCa=0.

Otrzymuje sig
2 _r g

(5.10) O
PP rE—i3 12
e e
Zatem ’
prird 1 R 1 pGei—sdedl)

1) o=— o

o F<Fy.
i—te ¥

P T =) (=)

Wstawiajac (5.4) i (5.11) do (4.20) wyznaczy¢ mozna rozklad sit masowych X,:

512) X, @~y pril 15" L prat 1 <r<
( . ) r— v(rlz,'v_rg;v) r2,fv+] r'f"’wré"’“ P FoSFsry.
1

PoniewaZ 0<v<3 oraz ry>re, Wiee X,<0 w calym przedziale {ro, ri).

Poniewaz ¢, na brzegach obszaru D? znika, przeto obcigzenia brzegowe g, takie
znikaja. Wynika stad, ze na to aby uzyskaé optymalie sprezenie rozpatrywanej
tarczy pierScieniowej, naleZy wprowadzi¢ w obszarze roir<r; pole radialnych
sit masowych X, (5.12).

Pozostaje do omdwienia problem realizacji pola sif masowych (5.12). Rozpatrzy-
my dwie mozliwosci: a) sprezanie wigzka ciggien radialnych, b) sprezanie wigzka
ciegien obwodowych

a. Przypadek ciggien radialnych (rys. 2). Warunek réwnowagi wiazki (4.27)
jest liniowym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym. Jego rozwigzanie ogolne
ma postac

(5.13) S (Fy=e= [c+ f X, et dr] ,
skad

I 1
(5.14) S=-;-—3—Ter,dr.

Wstawiajac (5.12) do (5.14) otrzymano

o [(,.1)2/\» ¢ ]
(5.15) S=aran|\y ) T
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‘Stala ¢ wyznaczymy z warunku minimum wprowadzonej objetodci ciegien:

(5.16) f Sdr=min,
Pochodna funkcji S,
)
{5.17) e T T Pl el +ef+1y,

jest w calym przedziale {ry, r,> dla ¢=0 ujemna, co wynika z faktu, ze 0 <v <12
oraz ry = rzro>> 0. Zatem S jest funkcjg malejaca i w celu spetnienia warunku wybo-
1 (5.16) oraz ograniczenia (4.24) nalezy stala ¢ wyznaczy¢ z warunkn

(518) {S]r=r1=03
skad otrzymujemy ¢=0; zatem

pral”

P2 |\ .

Jezeli cheemy spetni¢ warunck brzegowy (5.8), to nie moZzna wprowadzac za-
kotwien ciegien na obwodzie r=r,, lecz nale?y przeprowadzi¢ je przez otwor §rod-
kowy 1 kotwi¢ w symetrycznie roztozonych przeciwlegtych punktach tarczy (rys. 2).

b. Przypadek ciggien obwodowych (rys. 3). Poniewaz X,<0 w omawianym
przedziale, przeto spetniony jest warunek (4.29). Wstawiajac (5.12) do (4.28)
otrzymano:

(5.19) S=

L E=TTA R
—1 Is F=Fr.
AT Al ’ om=TT

(5.20) 5=
r

Jezell przyjmiemy np. Ze tarcza wykonana jest z materiaty, dla ktorego v=1/4
oraz ze ry=2r; [wtedy na podstawie (5.3} rI:]/ 2r,], to wstawiajac te parametry
do wzordw (5.1}, (5.4), (5.11) i (5.14), otrzymac moina rozklady vzyskanych napre-
Zefl i gestodel sprezenia w zaleznodei od parametru ciSnienia p, co naszkicowano
na rys. 5. .

Uzyskane w efekcie pole naprezenia ¢i/*® spetnia w calym obszarze D warunki
réwnowagi, jednak nie spelnia warunku ciaglosci deformacji na linii #=r; (nieciagtosé
funkcji oy, i 6,,). Aby zapewni¢ cigglo$¢ deformacji w calym obszarze D, nalezy
wstepnie sprezyé pierscien D, a nastepnie (w stanie odksztalconym) wpasowaé go
bez wzajemnych oddziatywan do pierfcienia D% Jezeli za stan poczatkowy przyjmie-
my okreSlony stan: stan naprezenia oy; (rys. 5) i stan odksztalcenia &,;=0, to po
przylozeniu obcigzenia p uzyskany zostanie poszukiwany stan naprezenia offt®
(rys. 5) oraz ciagly stan deformacji odpowiadajacy polu naprezen o (rys. 5).

Jezeli tarcza wykonana ma byé z betonu sprezonego, mozna uzyskiwaé taki
efekt przez wst¢pne wykonanie sprezonego pierfcienia DY, a nastgpnie dobetono-
wanie pierfcienia D?,
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Peamowme

ONTHUMAJIGHOE CXATHE CPEJ] IIOCTOSHHOK TONIIHAHEL
B ITOCKOM HATIPSIXEHHOM COCTOSMHIH
)

B craree ofcy#aetes BONPOC ONTHMMIANAT MPENBAPHTEIRHO HATPSKEHHLIX TTHT fIOCTOSMH-
HOH TOMAIMAHLL B IUTOCKOM HATIDSDKEHHOM COCTOSHEE. IIPMHUMAETCH, UTO OIHCHLIBAEMAS cpena
ABJACTCA YUPYIOH, ogHOPOAHOH H H30TPOHHOM,

B pabore dopMynmpyeTcst BONPOC OUPEHeNeHES TAKOTO HAIPSLKEHHOIO COCTOSHIS G5, HPO-
HCXOMIMCTO OT CHATHS, KOTOPOE BBEno OBl B CHCTEMY MBHHMYM YUpYroit SHEpTRY ¥ OfHOBpS-
MENHO, obecreurto Gkl HempesbIIDCHAE WK B ONEOH TOUKE OBNACTHE o TPOYHOCTH MaTEPHAIA IPHE

HanpAXEHHOM COCTOAHNM o)+ cr(") {rAe o], ~ HAPAXEHHOS COCTOSHUE MPOMCXOMSNICE OT BHEI-
Hex Herpysox). OOGCYAQaeTcs TaKxe METOH BEIHYACICHES TAK OOPENEHHOTO TIONH HANDIDKSHUS
OyTeM BBERCHHA CHCTSMEI IPOMIBONBEO TOHKOH DasMEINEHHOR HempephlBHO ApMATYDEL

Bo propo#f wacTi PaGoTEL 3TOT BOIPOC OIMCHBACTCA B HOISIPHBIX ROOPHUHATAX AAA KPYEO-
CHMMETPHIECKHX Clly%aeB, DTOT BONPOC WIMIOCTPHUPYESICH Ha OpHMepe 3amaym Jlame.

SUMMARY

OPTIMAL PRESTRESSING OF LAYERS OF CONSTANT
THICKNESS SUBJECT TO A PLANE STATE OF STRESS

The medium considered is assumed to be elastic, homogeneous and isotropic. The problem
ts formulated of such a state of stress oy, resulting from prestressing which would jntroduce into
ihe system the minimum amount of energy and which, together with the stresses produced by
external loads, would not exceed a prescribed valne of reduced stress at any point of the region of
the layer.

The method is also discussed of introducing the stress fields thus determined by means of a
suitably shaped, dense lattice of elastic tables.

In the second part of the paper are discussed the cases of rotational symmetry of the structure;
the solution is illistrated by an example of the Lamé problem.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIET AKADEMII NAUK

Fraca zostala ziozona w Redakeji dria 20 sierpnia 1971 ¢,

Rozprawy Iniynierskie — §






