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_ NUMERYCZNE ROZWIAZYWANIE ZAGADNIEN
SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH METODA LOKALNYCH WARIAC]I*

F.L. CZERNOUSKO

Metoda lokalnych wariacji, przedstawiona przez autora w pracy [1], ma szerokie
zastosowanie do numerycznego rozwiazywania zagadnier teorii spreZystodei
i plastycznosci. Wyniki zawarte w [1] byly otrzymane przez autora i jego wspol-
pracownikéw: N.M. Bamiczurka, W.M. KarTwrLiszwill, 1. A. KRrRYLowa
i W. M. PiETROWA; czedciowo byly opublikowane w pracach [1 - 11].

1. POSTAWIENIE PROBLEMU I ALGORYTM LOKALNYCH WARIACJI

Metoda lokalnych wariacji jest metoda numeryczng stuzaca do rozwiazywania
dosé ogdlnej postaci zagadnien wariacyinych. Ideg metody przedstawimy na prostym
zagadnienin wariacyjnym. Mamy znaleZ¢ funkcje u (x, y) okreSlona w obszarze
zamknietym D plaszczyzny x, y, ktora spelniataby ograniczenia

(1.1) u{(x, p)<u(x, )<ut(x, y)
i dawalaby minimum funkcjonatu
5 ( du  Gu ) dﬁ"d
(I‘ ) : 'I'__ fff xa y’ ua axa 3}] x .V’
D

gdzie u~, u* i fsa z géry danymi funkcjami. Zauwazmy, Z¢ ograniczenia (1.1)
pozwalaja na uwzglednienie warunkéw bizegowych typu Dirichleta. W tym celu
przyimijmy na brzegu obszaru D ut=u"=u®(x,y), gdzie funkcja u°® (x,y) jest
réwna danej wartosci poszukiwane] funkeji # {x, ¥) na brzegu.

Przyjmijmy dla prostoty, Ze obszar D jest prostokatem o bokach réwnoleghych
do osi wspéirzednych. Pokryjmy ten prostokat siatka prostokging o wymiarach
oczka siatki Ax, Ay i oznaczmy przez x;, ¥, wspolrzedne wierzchofkdw oczek siatki.
Wskazniki j, k przebiegaja wartodci j=0,1,2,..,m; k=0,1,2, ..., n, gdzie m i n
sa Hezbami calkowitymi. Calke (1.2) zamiefimy w sposdb przyblizony przez sumg
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{*) Praca referowana na XIV Poiskiej Konferencji Mechaniki Ciala Stalego w Kroscienkn
n/Dunajcem (2 - 11 wrzesien 1971 ).
Z rosyiskiego przetozyl Jozef Bejda.




344 F. L. CZERNOUSKO

Zamiast wyjéciowego zagadnienia wariacyjnego (1.1} — (1.2) bedziemy rozwazadé
teraz zagadnienie znalezienia tablicy liczb uy, dla ktérych suma (1.3) osiaga mini-
mum przy ograniczeniach typu

(1-4) u_(x.i, yk)gujké__u-{‘ xJ', yk)> j:O, I, ooy TH G k-:O, I, ey 1T

-Wymkajqcych z (1.1}, Algorytm metody lokalnych wariacji jest nastepujgcy. Naj-
pierw obieramy pewne przyblizenie poczatkowe, tzn. tablicg liczb u;, spelniajace
ograniczenia (1.4). Algorytm «wykonuje» kolejne iteracje i podczas kazdej z nich
przebiega wszystkie wezly siatki: W kazdym wefle algorytm pordwnuje wartosci
Wik, Wpeen L Hy—y, gdzie & jest ustalonym krokiem. Za nowa wartodé funkcji u i
w danym wezle wybieramy te, ktorej odpowiada najmnicjsza warto$é funkcjonatu
(1.3). Dla sprawdzenia kazdej wartodci trzeba policzy¢ nie wigeej niz cztery wyrazy
sumy (1.3).

Spelnienie ograniczen (1.4) nie przedstawia trudnoéci, Przy zmianie #;, odrzuca-
my te wariacie, ktére prowadza do naruszenia nieréwnosci (1.4).

Proces iteracyjny przedluzamy dotad, az wartosci u,, we wszystkich punktach
bedg takie same. Nastepnie zmniejszamy krok / dwa razy i obliczenia iteracji za-
czynamy od nowa. Gdy krok / osiggnie mata warto$¢, zmniejszamy wymiary siatki,
tzn. liczby 4x i Ay, i znowu rozpoczyna sig proces iteracyjny ze stopniowym zmuniej-
szaniem kroku /.

Przedstawiony wyzej schemat algorytmu jest najprostszy. W pracy [1] opisano
metode, ktéra daje najekonomiczniejszg liczbe operacji. Bardziej szezegSlowe
przedstawienic algorytmu i rézaych jego modyfikacji mozna znalezé w pracach
{1,4,10 i 11]. W tych samych pracach podano nogdhienie algorytmu lokalnych
wariacji na nastepujace przypadki:

1) obszar D jest dowolny;

2) minimalizujacy funkcjonal zawiera calkg po brzegu obszaru D; podobne
funkcjonaly wystepujg przy rozpatiywaniu zagadnien wariacyjnych z warunkami
brzegowymi posiadajacymi pochodna funkeji u;

3) na funkcje u natoZone sa réznego typu warunki brzegowe;

4) funkcja u jest funkcig weklorowq,

5} funkcja podcatkowa w (l 2) zalezy od druglch i wyzszych pochodnych
funkc_u u;

6) funkcjonat J ma postad

(1.5) J=F(Jy, T,

gdzie Jy, ..., J, oznaczajg furkcjonaly catkowe typu (1.2), a F jest dana funkcja;
podobne zagadnienie wystepuje przy rozpatrywaniu nicktdryeh zagadnien statecz-
nofci oraz zagadnien na wartosci wlasne;

7) funkcja w zalezy od trzech i wigcej zmiennych niezaleznych:

8) funkcja wektorowa u zalezy od jednej zmiennej niezaleinej, ale spelnia do-
datkowo inny uklad réwnat rézniczkowych (zagadnienie optymalnego sterowania ;
por. {2, 8)).
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Metoda lokalnych wariacji z pewnymi udoskonaleniami i modyfikacjami byla
realizowana w postaci szeregu standardowych programéw. Opis niektdrych progra-
méw w jezyku ALGOL-60 jest zamieszczony w pracach [2,8 i 11]. Struktura
programéw standardowych jest taka, ze dla rozwiazania konkretnego zadania
programista powinien zaprogramowa¢ tylko niektére funkcie. Na przyklad dla
rozwigzania zagadnienia (1.1) 1 (1.2) nalezy zestawi¢ podprogramy dla obliczenia
funkeji w*, w~ 1 f, a nastepnie wykorzysta¢ standardowy procedurg z pracy [11].

2, ZBIEZNOSC METODY

Algorytm metody lokalnych wariacji ma te wlasnoéé, Ze wartosé minimalizuja-
cego funkcjonaln J po kazdej iteracji nie moze wzrasta¢. Wynika stad, Ze przy usta-
lonych wartoéciach Ax, 4y, i po skoficzonej liczbie iteracii nastepuie koniec procesu
wariacyjnego, tzn, w wyniku wariacji wartos¢ funkcji  w Zadnym punkeie nie bedzie
sie zmienia¢. Moina wykazaé, ze otrzymane w ten sposob rozwigzanie przyblizone
posiada nastgpujace wlasnosci: ' :

1. Je§li ograniczenia (1.1) nic sa spelnione, to otrzymane rozwigzanie spetnia
w spos6b przyblizony réznicowe réwnanie Eulera

| o o[y i(_?f_)_
Q.1 g"g;’(aux)"ay du, =0

dla funkejonatu (1.2). Biad aproksymacii, z jakim spetnione jest rownanie rdznicowe,
odpowiadajace réwnaniu rézniczkowemu (2.1),-jest rzedu hié?, gdzie

d=min(4x, 4y}.

Dowdd podany jest w pracy [4], a dia funkcjonatu ogdlniejszej postaci w [10].
Wynika z niego, Ze metoda jest zbiezna do pewnej ekstremali funkcjonatu (1.2).
Jasne jest, 2e w ogdlnym przypadku metoda moze by¢ «zbiezna» nie do absoluinego
minimum funkcjonatu, a do pewnego minimum lokalnego. Dlatego wazna rolg
odgrywa wybér pierwszego przyblizenia. Przy wyborze pierwszego przyblizenia
dla rozwiazania zlozonego problemu zwykle wykorzystuje sig rozne przestanki
fizykalne.

2. Niech ograniczenia (1.1) nie beda spetnione, a wyraZenia podcatkowe w (1.2)
beda funkcja kwadratowa postaci :

X

du \? du\? ‘
f=a(x,») (g—) day (%, ¥) (E) daz (x, Yuta (x, y)u.

Niech poszukiwana funkcja u speinia warunek Dirichleta na brzegu C obszaru D,
a funkcje a; (x, y) spelniaja warunki

a; >0, a,>0, a,;Fa;zanf/2>0, a,zda,20.

Wiedy, jesli wielkoéci 4x, Ay, hdazg do zera tak, 2e h=0 (6%), gdzic §=min (4x, 4y),
to rozwiazanie w otrzymane metoda lokalnych wariacji dla wszystkich ustalonych
wartoéci Ax, Ay, h dazy do funkeji, dla ktérej funkcjonat (1.2) osiaga absolutne
minimm.
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3. Bardziej ztozony jest problem zbieznosci lokalnych wariacji przy ogranicznie-
niach (1.1). Przytoczymy niektére rezultaty dla tego przypadku dia jednowymiaro-
wego zagadnienia wariacyjnego o minimalizacji funkcjonalu

’ d
2.2) I= [fouuyde, ="
( - ' . y by Wy ) x (]X_
7 ograniczeniami
(2.3) u()<ux)<et(x), a<<x<b;

poszukiwana funkcja u (x) jest okreslona na odecinku fa, b] osi x. Prawdziwe jest
nastepujace '
TWIBRDZENIE. Jesli spelnjone sq warunki
32](‘ aZf 32f a:l.f ( 52f )2
— 20’

> —_— —_—
0, a7 dul At \dudx

(2.4) e
to przy rozwiqzaniu zagadnienia wariacyjnego (2.2) i (2.3) metodq lokalnych wartacji
przy ustalonym kroku Ax zbieino$é funkcjonalu jest rzedu hi(Ax)?. Jezeli wzmocnié
troche warunki (2.4), io zhieinosé funkcjonalu bedzie rzedu R2I(AxY, a rozwigzania
rzedu hj(Ax)*2 (przy ustalonej wartosci Ax).

- Analogiczne oszacowania zachodza réwniez dla zagadnienn dwuwymiarowych
postaci (1.2) i (1.1).

W praktyce wymiary oczka siatki dx, Ay wybieramy z poczatku wicksze, tak
ze w obszarze mamy od 4 do 16 oczek. Proces iteracyjny na takiej siatce jest bardzo
szybki. Nastepnie zmniejszamy wymiary oczek dzielge je na polowy dopéty, dopoki
tablica rozwiazania u,, moze jeszcze pomiescié si¢ w pamigci operacyjnej maszyny.
Dia wszystkich ustalonych wartosci Ax, 4 y liczba /i zmniejsza sig przez podzielenie
jel na pol, od wartosei hxd=min {(dx, dy) do h<€d2. Dla wszystkich ustalonych
wartodci Ax, Ay, i kontynuujemy proces iteracyjny az do zupetlnej zbieZnodci,

3. ZASTOSOWANIE DO ZAGADNIEN MECHANIKI

Jak wiadomo, wiele zagadnien mechaniki (w szezegSlnosci zagadnienia réwnowagi
1 stacjonarnego plyniecia) moze byé sformutowanych w postaci wariacyinej. Zatem
metoda lokalnych wariacji moze mieé¢ zastosowanie dla szerokiej klasy problemow
mechaniki ofrodka cigglego, w tym réwniez do zagadnich nigliniowych dla obsza-
row o ztozonym ksztalcie i z ograniczeniami typu (1.1). W ciggu ostatnich lat za
pomocy tej metody rozwiazano szereg nieliniowych zagadnied mechaniki. Rozmiary
tej pracy nie pozwalaja na szczeglowe przedstawienie wszystkich rezultatdw 1 dla-
tego omoéwimy je tylko pobieznie.

1. Zginanie pretéw, Problem okreslenia ‘stanu réwnowagi preta poddanego
dzialaniu zewnetrznych sit potencjalnych moze by¢ sprowadzony do nastepujacego
zagaduienia wariacyjnego: nalezy znaleé minimum energii potencjalnej preta,
skfadajacej sie z jego energii sprezystej i potencialnej energii sit zewnetrznych.
Kazdemu minimum energii potencjalnej odpowiada pewien stateczny stan réwnowagi
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preta. Za pomocg metody lokalnych wariacji mozna rozwigzaé zardwno liniowe jak
i nieliniowe problemy zginania pretdéw. Nie sprawia rowniez trudnoéci rozwigzanie
tych zagadmien przy ograniczeniach typu nierdwnodci, nalozonych na polozenie
preta (sztywne $cianki). Niektore zagadnienia zginania pretéw byly rozwiazane
metoda lokalnych wariacji w pracy [2].

2. Membrana sprezysta. W przypadku najprostszego zagadnienia wariacyjnego
z dwoma zmiennymi niezaleZnymi rozpatrzmy problem ugiecia membrany spre-
zystej rownomiernie obciazonej 1 ograniczonej sztywna $ciankg. Zagadnjenie to
moze by¢ sprowadzone do minimalizacji funkcjonalu (energii)

3.1) = ff[%(ugﬂjf)mu]dxdy

Z ograniczeniami

3.2) ' u(x,)<ea w D, a>0
oraz
(3.3) u=0 mna (.

Symbol % (x, ¥) oznacza tu wielko$¢ ugiecia membrany, D obszar membrany oraz a
jest odleglodcia od sztywnej plaszezyzny do plaszczyzny, w ktdrej znajduje sie brzeg
membrany. Zaklada si¢, ze membrana jest zamocowana na brzegu C (brzegu obszaru
Dy i obcigzona réwnomiernie. Réwnanie Eulera dla funkcjonalu (3.1) ma postad

(3.4) Adu=—1.

Rownanie to jest spelnione w tej czesei obszaru D, gdfzie u<a, tzn. gdy membra-
na nie styka sie ze.dcianks ograniczajgcg. Problem (3.1)—(3.3) byl rozwigzany
w pracy [4] dla membrany kwadratowej przy réznych wielkosdciach parametru a.
3. Plyty spreZyste. Problem réwnowagi plyt sprezystych, obeigzonych poten-
cjalnymi sifami zewngtrznymi, moze byé rdwniez sformutowany jako zagadnienie
wariacyjnre na minimum energil potencjalnej, skladajace] sic z energii sprezystej
1 energii sit zewngtrznych, Metodg lokalnych wariacji mozZna rozwigzaé liniowe
1 nieliniowe zagadnienia z ograniczeniami typu (1.1), ktére odpowiadaja sztywnym
powierzchniom ograniczajgcym ugiecia plyty. W zaleino$ci od zagadnienia
(3.1) - (3.3} minimalizujacy funkcjonal (energia) dla plyty zalezy od drugich po-
chodnych poszukiwanych funkeji. Niektore zagadnienia deformacji plyt przy réz-
nych ograniczeniach typu (1.1) byly rozwigzane w pfacy [71.

4. Skrecanie spreiysto-plasiycznych pretow. Rozpatrzmy zagadnienie skrecania
pryzmatycznego preta, ktérego przekrdj poprzeczny stanowi obszar D. Problem
okreslenia pola napreZen sprowadza si¢ do znalezienia funkcji,skrecania, kidra
W obszarze sprezystym spelnia réwnanie Poissona (3.4), a na brzegu C obszaru D
warunck brzegowy (3.3). Oprécz tego funkeja skrecania speinia w obszarze D nie-
rownosé

(3.5) WAut<a?,  a=2GI0jk.
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Wprowadzono tu nastgpujgce oznaczenia: « jest bezwymiarowyin parametrem,
G modutem écinania, / liniowym charakterystycznym wymiarem przekroju, & katem
skrecania preta odniesionym do jednostki dtugosci, a k stata plastycznosei. Funkcja
naprezenia u jest réwniez wyrazona w postaci bezwymiarowej. Nieréwnost (3.5)
wyraza warunek plastycznodci. Znak réwnoéci w (3.5) obowigzuje w strefie plastycz-
nej, a znak ostrej nierdwnosci w strefie sprezystej. W wariacyjunym sformulowaniu
zagadnienie skrecania sprezysto-plastycznego preta sprowadza si¢ do znalezienia
funkeji u, spelniajacej warunki (3.3) i (3.5) 1 minimalizujacej funkcjonat (3.1).
Algorytm rozwiazania (por. [4]) réini si¢ nieco od rozwiazania zagadnienia (L.1)
i (1.2), poniewaz nieréwnosé (3.5) zawiera pochodne poszukiwanej funkcji. Inna
metoda rozwigzania zagadnienia skrecania polega na znalezieniu minimum funkcjo-
natu (3.1) przy warunkach (3.3} i ograniczenin

u(x, <u,(xyy w D,

gdzie u, (x, ¥) jest funkcja skrgcania dla problemu plastycznego. Funkcja ta po-
winna by¢ okre$lona wstepnie.

Metoda lokalnych wariacji pozwala rozwigza¢ zagadnienia skrecania dla pre-
téw o dowolnym przekroju poptzecznym, okre§laé granicg oddzielajaca obszar
sprezysty i plastyczny i obliczaé sumaryczny moment skrecajacy. Szereg rezultatow
numerycznych dla skrgcania sprezysto-plastycznych pretéw o dowolnym ksztalcie
przedstawiono w [4 i 6]. Ostatnio rozwigzano nowe problemy, w szczegdlnodci
dla pretéw, ktérych przekrdj poprzeczny jest kolem z Wygi@ciem wzdluz promienia.

5. Dwuwymiarowe zagadnienia sprezysto-plastyezne. Algorytm metody lokalnych
wariacji moze byé zastosowany do rozwiazania ogdlnego dwuwymiarowego (plaskie-
2o lub osiowo-symetrycznego) zagadnienia réwnowagi dla cialta sprezystego Iub
sprezysto-plastycznego. Rozwigzanie sprezystych zagadnien réwnowagl otrzymuje si¢
na podstawie znanej zasady wariacyjne] w przemieszczeniach. Dla rozwigzania
zagadnienia sprezysto-plastycznego korzystamy z teorii plynigcia Prandtla-Reussa
i warunku plastycznosci Hubera-Misesa. Jedli rozwazaé quasi-statyczny proces
obciazania 1 oznaczy¢ przez du, 6o przyrosty skladowych wektora przemieszczenia
w matym przedziale czasu §¢, to obliczenie funkeii du, Jv sprowadza sig do zagadnie-
nia wariacyjnego za pomoca zasady wariacyjnej teorii plastycznego plyni¢cia (por.
[12 i 13]). Metoda lokalnych wariacji byly rozwiazane ptaskie 1 osiowo-symetryczne
zagadnienia sztywnego stempla wciskanego w oérodek sprezysto-plastyczny. Re-
zultaty obliczedi dla zagadnienia plaskiego zostaly opublikowane w pracy [9].

6. Plyniecie oSrodka lepko-plastycznego. Zagadnienie stacjonarnego plynigcia
ofrodka lepko-plastycznego w rurze grubodciennej moze by¢ rowniez sformulowane
jako zagadnienie wariacyjne na minimum funkcjonatu (por. [14])

(3.6) J=ff [a, G2+u)+az Vid4u® —aguldxdy
‘ B

z warunkiem brzegowym (3.3). Obszar D oznacza tu przekrGj poprzeczny rury,
ay,a, 1 a; sa stalymi dodatnimi, a # (x, ) oznacza predkosé plynigeia oérodka.
Zagadnienie to nie odnosi si¢ do wiele klasycznych zagadnien wariacyjnych, po-
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nieway funkcja podcatkowa w (3.6) jest nierézniczkowalna przy u,=u,=0. Nie zwa-
zajac na to, podobne zagadnienia byly rozwigzywane metoda lokalnych wariacji
(por. [5]). .

7. Minimalne powierzchnie i swobodne powierzchnie cieczy. Zagadnienie po-
wierzchni o minimalnym polu, naciagnietej na dany kontur, sprowadza sie do za-
gadnienia na minimum funkcjonatn

I= [ [Vitii+uldxdy

D

z warunkiem granicznym typu Dirichleta. Podobne zadania byly rozwiazywane
w [4]. Bliskimi, lecz bardziej ztozonymi problemami sa zadania dotyczace ksztaliu
swobodnej powierzchni cieczy zawartej w naczyniv o danym ksztalcie 1 znajdujacej
sie pod dziataniem sit cigzkosci oraz napigeia powierzchniowego. Rozwigzanie tych
zagadnien hydrostatycznych metoda lokalnych wariacii jest dane w pracach [3 i 10].

Ponadto metoda lokalnych wariacji byla stosowana do rozwiazania szeregu
zagadnien teorii sprezystosci, przewodnictwa ciepla, optymalnego sterowania i do
zagadnief na wartofci wlasne.
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Peswome

YUC/IEHHOE PELIEHHE YITPYIO-TUIACTAYECKIX JAJIAY
METOIOM JIOKAJIBHBIX BAPHAIHAMA

Pafora moceAnleNa METOAY HOKATHHBIX BAPWALME Ui TUCICHHOTO PCHICHHA BAPHAIMOHHEIX
38739 ¥ TPAAOKEHASM 3TOr0 METOHA K-3anaiam ‘TEOPWH YIPYTOCTH M INACTHIHOCTH.
SUMMARY

NUMERICAL SOLUTION OF ELASTICITY AND PLASTICITY PROBLEMS
BY MEANS OF METHOD OF LOCAL VARIATIONS

The paper is devoted to the method of local variations for numerical solution of variational
problems and to some applications of this method to the problems of elasticity and plasticity.
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