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O PROJEKTOWANIU KONSTRUKCJII Z UWZGLEDNIENIEM
PRZYSTOSOWANIA W PRZYPADKU, GDY STALE SPREZYSTE
ZALEZA OD TEMPERATURY

JAN A, KONIG (WARSZAWA)

1. Wstgp

Gdy obciazenia lub inne czynniki wywotujace naprezenia w konstrokcji spre-
#ysto-plastycznej zmieniaja si¢ w dostatecznie szerokich granicach, to konstrukcja
ta ulec moze zniszczeniu wskutek «nieprzystosowania». Wystapia wiedy w kazdym
kolejnym cyklu obcigzenia — nowe odksztalcenia plastyczne, pomimo Ze no$nosé
graniczna dla proporcjonalnego obciaZania nie zostata osiggnigta. Po wystarczajaco
duzej liczbie cykli obciazenia skutkiem nieprzystosowania bedzie zmeczenie plastycz-
ne [ub przyrostowe zniszczenie konstrukcji. Pierwszy typ zniszezenia zwigzany jest
z naprzemiennymi odksztalceniami plastycznymi. Drugi polega na stopniowym
narastaniu odksztalcen plastycznych a w rezultacie i ugieé¢ konstrukcji.

Analiza tych zjawisk, tj. teoria przystosowania, stanowi naturalne uzupelnienie
teorii no$nosci granicznej dla przypadku obciazen zmiennych. To jest powodem,
Ze teoria ta wywolala wiecej zainteresowania dopiero w ostatnich latach, pomimo ze
zapoczatkowano ja.juz na poczatku lat trzydziestych pracami BrEicHA [1]
i MELANA [2].

Dwa podstawowe twierdzenia teorii przystosowania podane zostaly przez
Merana [2]1 Kortera [3]. Twierdzenia te sa w gruncie rzeczy uogdlnieniami twier-
dzen nos$nosdci granicznej [4].

Ocena wielkodci grapic obciazefi pozwalajacych na przystosowanie staje sig
dla szeregu typow konstruokcji obliczeniem standardowym.

W wielu praktycznie waznych przypadkach na konstrukeje oddzialywaé moga
nie tylko zmienne obeigZenia mechaniczne, ale réwniez pole temperatury zmienne
w czasie. _ '

Dla konstrukcji sprezysto-plastycznych zachodzi¢ moga w tym przypadku efekty
nastepujace:

1) odksztalcenia termiczne zmieniaja pole naprezen;

2) granica plastycznodci zmienia sig wraz z temperatura;

3) stale sprezyste ulegaja zmianie w zaleznofci od temperatury.

Wplyw dwu pierwszych zjawisk tak w teoril nosnoéci granicznéj jak i w teorii przysto-
sowania badany byl przez PRAGERA [5} i przez innych auvtoréw [6 - 11]. Praca ni-
niejsza rozwaza efekt trzeci.
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" Wystepowanie odksztalcen termicznych nie zmienia sformufowania twierdzenia
Melana. Musza by¢ one jednak uwzglednione we wzorach na «naprezenia sprezystey.
W twierdzeniu Koitera wyraZenie na prace sit wewnetirznych naleZy uzupelnié

dodatkowym wyrazem [7 i 8].
Fakt, ze granica plastycznofci nie zalezy od temperatury, nie zmienia pierwot‘nego
sformulowania twierdzen, jednakzeé wszystkie wystepujace w nich zwigzki muszg
by¢ spelnione w catym przedziale

4 E/'FGsaf zmiennofci temperatury, przewidzia-
o/10%at nym przez program obcigzenia.
20 Jedli chodzi o zmienno$¢ statych

sprezystych wraz z temperatura, to
autorowi nie sg znane wyniki doty-
czace twierdzenia Koitera. Twierdzenie
Melana musi byé w tym przypadku
odpowiednio przeformulowane [131.

I 3 ! ] . ] = W odpowiednich warunkach kazdy
20 40 600 800 1000 Oz tych trzech wymienionych efektéw
Rys. [ moze by¢ dominuvjgcy. Dla migkkiej

stali granica plastycznosci spada gwal-

townie w przedziale 300 - 600°C, a pozostaje stala (nawet nieco wzrasta) w prze-

dziale 0 - 200°C. Modut Younga natomiast dla bardzo duzego przedziahu zmien-

‘noscx temperatury zmniejsza sig o 5 10% na kazde 100°C przyrostu wediug
zaleznodci liniowej

(L.1) E(0)=E(0)[1-e0],

gdzle 6 oznacza temperature a e jest stala materiatowg (rys 1).
Celem niniejszej pracy jest pokazanie, ze zaleznoéé statych sprezystych od tem-
peratury w analizie przystosowania konstrukcji moze graé réwniez istotng role.
W naszych rozwazaniach pomijaé bedziemy efekty lepkie (pe}zame 1 relaksacije),
ograniczajac si¢ do analizy sprezysto-plastycznei.

2. ZALEZNOSCI PODSTAWOWE

Tensor odksztalcenia dla o§rodka sprezysto-plastyeznego, poddanego dzialanin
pola temperatury, przedstawiony moze byé w formie nastepujacej:

I E » T
(2.1) : ey=gte e,

gdzie cE._A, e Orr Ay g jest tensorem stalych sprezystych, e . oznacza odkszialcenia
termiczne, a &, odksztalcenia plastyczne

Przez «naprezenie sprezyste» o}, rozumie¢ bedziemy rozwiazanie rOZWazanego
problemu brzegowego, otrzymane przy warunku ef;= 0. Tensor o}, w ogdlnosci
r0Zni si¢ od rzeczywistego tensora napreZenia o, b@dqcego 1ozw15gzamem tegoz
problemu dla cigla idealnie sprezysto-plastycznego, dla ktdrego prawo stanun
okreslone jest warunkiem plastycznoéel i prawem plyniecia.
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Réinica
2.2) Piy=01;—07;

jest naprezeniem resztkowym, spelniajacym zerowe warunki brzegowe,
. Istotne jest spostrzeZenie, Ze jeZell tensor statych sprezystych zalezy od tempera-
. tury, to pole odksztalcei plastycznych &]; nie okreéla jednoznacznie pola naprozed
resztkowych py;, pole p,; zalezy bowiem réwniez od aktualnej temperatury i moze
si¢ wraz z nig zmienia¢ pomimo braku zmian pola &},

3. TWIERDZENIA PODSTAWOWE

i

Zalozymy teraz, ze obcigzenia mechaniczne i temperatura zmieniajg si¢ dowoluie
w obrgbie przepisanych granic. Pomijamy sity bezwladnosci oraz sprzezenia termo-
sprezyste i termoplastyczne. Zakladamy tez, Ze przemieszczenia pozostaja wystarcza-
jaco male na to, aby zasada prac wirtualnych pozostawata zachowana. Sformulowaé
wiedy mozna nastepujgce twierdzenie,

TWwIERDZENIE. Jezeli istnieje liczba rzeczywista m> 1 (wspdlczynnik bezpieczeri-
stwa) oraz niezaleine od czasu pole odkszialcert plastycznych ¢;; takie, Ze pojawiajq
sig naprezenia resztkowe p,; spelniajqce nieréwnosé

ERY) @ {m[0%(x, 1, 0)+ iy (v, O} < k(x, 0)

dla dowolnych obciqien i temperatury przewidzianej przez program obcigienia, to
konstrukcja dostosuje sie do tego programu.

Zwiazek ¢ (g,;)=Fk (x, 8) jest warunkiem plastycznoscx Wiclkosci wystepujace
w (3.1) przedstawiono na rys. 2.

Dia przypadku dd, ,,/00= 0 twierdzenie powyzsze sp‘rowadza sie do twierdzenia
Melana i moze byé wyrazone przy uzyciu jedynie naprgzen sprezystych i resztkowych,
poniewaz w tym przypadku warunki staloéci naprezen resztkowych i odksztalced
plastycznych sg sobie rownowazne (je$li tylko nie osiggnigto stanu granicznego
konstrukeii). ]

Dowdéd. Wykorzystamy idee dowodu twicrdzenia Melana prrzedstawionego
przez KOITERA [14]. Asymptotyczna stateczno$é odksztalceft plastycznych zostanie
wykazana przy uzyciu odpowiednio uogdlnionego funkcjonaly nieujemnego chwi-
lowych naprezen resztkowych i temperatury:

1 _ _ 1 .
(3.2) Y:?fAr‘jkl(ﬁ?ij_pij)(pki'—pkr)dy+"5f fAfjk[ x
s Vo o

_ _ 1 o
(5= P1) PP AV + f A,R?BaV.
VvV

Pierwsza catka w powyzszym réwnaniu pokrywa sig z funkcjonatem wprowadzo-
nym przez Koitera [14], Druga dodano dla uwrzglednienia zmiennoéci modulow
sprezystych; trzeci zapewnia nieujemnos¢ calej sumy. Kropka oznacza tu rézniczko-
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wanie wzgledem czasu, przecinek — wzgledem odpowiedniej zmiennej, p,; oznacza
aktualne naprezenie resztkowe. Poza tym wprowadzono pasigpujace oznaczenia:

Ial=]/ocwoc”; R=sup sup iul—i—sup!pi—l—sup!oEl,
0 {e@=kK @ {t}

(3.3) A=sup sup A;;,0,04, O=supld,
‘ {0} {la|l=1} 1}
r=sup |pl, Ap=sup sup Au;40,;05.
{8} Wi {lal=1}
Symbol sup [...] oznacza kres gdrny wielkodci w nawiasie kwadratowym, gdy ¢
{8}
zmienia si¢ dowolnie w granicach okreslonych programem obciazenia. Analogicznie
symbole sup [...]1 sup [...] oznaczajg odpowiednie kresy gdrne, gdy tensor napreze-
' {ploy=k}  {ol=1}
nia moze by¢ dowolnym tensorem speiniajacym warunek g (6)=k lub odpowiednio
lo{==1. Symbol sup [...] oznacza kres gorny dla calego czasu trwania pracy ciala,
r}

. ™
25

Rys, 2

Mozna wykazaé, ze trzecia calka we wzorze (3.2) jest zawsze niemniejsza niZ
catka druga. Mianowicie

3 T
(3.4) f f A'!;m {pis— Pi)(pra— pre) dV di = f f Asga,o(Pia— Pis)(Pra— Pra) %
0

xadde<ij lo—pI2ddV dt=< ffAORZHdth [ A, r20av.

14
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Rézniczkujqc wzgledem c¢zasu, otrzymujemy
(3.5) Y= f Aia (pes— P} Pra —kal)dVdf_I' ;[ jifjkl(pij — i) (P — P dV .
14
Z zasady prac wirfualnych wynika, ze
(3.6) f P~ pis) [Iiim (prr= Pe) Ay ( Py~ ﬁkz) 7]"5{, ‘*%}}dV: 0.
14

Poniewaz gf:.:{), to wobec (3.5) otrzymujemy
BN P=- [py-pdihdV=— [ (oftp,)—@5+pI1,dV<0.

14 ¥

Ta ostatnia zaleino$¢ wynika z postulatu Druckera oraz z zalozeri twierdzenia.

Zatem dlg >0

(3.8) Y(O)<Y(@) oraz Y—0, Y- constdlatsroo,

Powtarzamy podane przez KoITERA postgpowanie. JeZeli ¢ [m (afj%ﬁi DIEYS
w kazdym punkecie konstrukeji, to calkowita moc plastyczna dysypowana w dowol-
nym procesie dopuszczalnym przez dany program obcigZenia moze by¢ oszacowana
nastepujaco:

; . m - . m .

69 W= [oyitar=—iv [Gu-b)iav<—7 (=),
V. 14 .

Calkujgc wzgledem czasu otrzymujemy wreszcie oszacowanie calkowitej pracy

plastycznej dysypowanej w dowolnym dopuszczalnym procesie:

t |
{3 Ht
= .-.P. f _ = e ir2 i 24
3.10) W, Offa,,audr/dts AT YO 50 f{Ar 44, R20)dV.
14 v

Praca ta jest ograniczona, co dowodzi przystosowania konstrukcji do programu
obcigzenia.

4. PRZYKEADY

Przykiad 1. Rozwazmy pret prostoliniowy utwierdzony na obu koticach, ogrze-
wany (ozigbiany) w granicach 0<f#<8,. Dla dostatecznie duzych wartoéci 0, i po
dostatecznie wielu cyklach zmian temperatury pret ulegnie zniszezeniu przez zme~
czenie plastyczne.

Najwigksza warto$¢ 8y, pozwalajgca na czysto sprezyste zachowanie preta po
poczatkowych odksztalceniach plastycznych (dla przypadku stalego modulu
Younga), wynosi

4.1 max B, =20,/Ex ,

rdzie ¢, oznacza granicg plastycznodei, £ modul Younga, « wspélezynnik cieplnej
gozszerzalnoéci liniowej.
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W rozwazanym przypadku wzor (2.1) moze byé napisany w postaci

o
e=g"+af 7= E—i-otﬂ +oe”,

gdzie ¢ i o oznaczajg odksztalcenie i naprezenie wzdhuz osi preta. Z warunkéw na
koAcach preta e=0. Zatem )

o= —E{af+&").
Warunek plastycznodci w jednorodnym stanie naprezenia daje mieréwnosci:
LA

Po podstawieniu otrzymujemy

— oo/ E< oli-e" < ay/E,
lub ‘

—oof/E—af<eP Loy JE—al.
Wedlug dowiedzionego powyzej twierdzenia istnienie niezaleznego od czasu pola
odksztalcen plastycznych & =& takiego, e powyzsza nieréwno$é zachodzi dla do- _
wolnej temperatury 0 z przedziatu [0, 8,], jest koniecznym warunkiem przystosowa-
nia. Bedzie tak, o ile kres gorny lewej strony wypisanej nieréwnosci nie jest wigkszy

od dowolnego kresu strony prawej. Jezeli zatem w przedziale [0, 6,] modul Younga
jest monotoniczng funkcja temperatury, to

—0of/E(0) = 6o fE(0y) — ab,,
skad otrzymuje si¢ warunek przystosowania w postaci
(4.2) max o ={go/) [1/E0)+1/E(H,)],

a stale odksztalcenie plastyczne wystgpujace w twierdzeniu wynosi &= —oo/E (0).

Zaktadajac, ze E (0y)=E (0)=E=const. otrzymujemy wynik (4.1), ktéry mozna
tez ofrzymac wprost z twierdzenia Melana uogdlnionego przez PRAGERA [5]
1 Rozeneruma [6], przyimujgc p=o0,, gdzie p oznacza stale naprezenia resztkowe.
Widacd, ze jezeli dE/00 #0, to wzor (4.2) daje wieksza wartosé na #, niz wzér {4.1).

W przypadku miekkiej stali' (rys. 1) wartoéci podawane przez oba wzory sa
bliskie 200°C. W przedziale [0, 200]°C granica plastycznosci dla tej stali pozostaje
stafa, natomiast modut Younga zmniejsza sie o kilkana$cie procent. W takim razie
wzor (4.2) da wartoéé 4, o okolo 109, wyzsza, tzn. wickszy przedzial bezpiecznej
zmiennoéei temperatury niz (4.1).

Dla innych wartosci stalej materialowej e poréwnanie obu wzoréw przedstawio-
no na rys. 3,

Przyklad 2. Plyta utwierdzona dowolnego ksztattu poddana jest nastgpujacym
zmianom temperatury:

(4.3) =0 (t)+{P(D, (=z/H
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(przyktad rozwazany przez RozeNBLUMA [7]), gdzie 2H oznacza grubosc plyty,z :'.
wspotrzedng w kierunku grubosci, @ i ¥ — to dowolne funkcje czasu, spelniajgce -

warunki
(4.4) (<D, 0SP(OLY,.
G, 4
250 |
—
200 /
| L&
1 z 40‘55%
Rys. 3

Dila stalych wartoéci modutu Younga i granicy plastycznoéci ROZENBLUM otrzy-
mat nastepujacy warunek przystosowania:

4.5) Po+¥o<2(1-v)oo/Ex,

gdzie v oznacza wspolczynnik Poissona. Rozwigzanie zostalo otrzymane w zalozenia
plaskiego stanu naprezenia i izotropii, Wszystkie naprezenia i odksztaleenia zmienia-
ja sie tylko na grubogci.

Jezeli modut Younga zmienia si¢ wedtug wzorua (1.1), to wzér (2.1) daje nastgpu-
jacy wzér na odksztalcenia gléwne: :

(1-voa(2)

P
E.(i_eq) ' 20He"

(4.6) &1(2)=6,(z}=

Biorge pod uwage (4.3) (i uwzgledniajac, Ze warunki brzegowe prowadza znéw do
warunku e=0), naprgenia mozemy wyrazic w nastepujacej postaci:

E,o

47 o@=0@)=0(@=— [¢"/et-(@+{P) (1 —ee”[a) — e (D4 ()7

I—v

Naprezenia resztkowe wynikajace 2z dowolnego, niezaleznego od czasu pola
odksztatcen plastycznych & (z)=¢ (z), majg forme
Eo
1

14

@.8) P@=0(0)~ 05D =—5(E) |~ [1—e(D+{P)]; .

poniewaz [przyjmujac =0 we wzorze (4.7)] otrzymujemy nastepujace wyrazenie
na napre¢zenia sprefyste of (2):

Eo'oc
4.9 of(z) = _:(¢+CT)[I—6(@+CW)].

Rozprawy Intynlerskie -- ¢
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Z warunku przystosowania (3.1) wynika, 7e dla wszystkich { takich, dla ktérych
|¢|< 1, i dla wszystkich @ i ¥ spehiajacych (4.4) istnieé musi stale pole & (2) takie, Ze

v

- E
(4.10) —ags%j(mcm[l—e(mm]ﬂt;El—e(aﬁHW)]soo.

Rezultat ten bedzie poprawny dla dowolnego warunku’ plastycznodci, poniewaz
w rozpatrywanym przypadku o,=0,=0c=0(z), 0,=0. Przeksztalcajac (4.10)
otrzymujemy
oo (1—v) . o (=)

411y — —(P+{P)<e(z)a <<
I i@y @SOS g @]

Dla @ i ¥ zmieniajacych si¢ w granicach (4.4) nieréwnoéci (4.11) beda spetnione
i odpowiednie ¢ (z) beda istnied, jezeli dla wszystkich czterech wierzchotkdw prosto-
kata (4.4) whasciwa bedzie ta sama wielko$¢ 2 (2). Warunek taki prowadzi do vkladu
czterech rodzin nierdwnosci

ao(1—v) B < (Y go(l1—v) & itd
Eou(l—edy,) O\S(Z)/“\an(t;eéo) o 1Hd:

—(D+L¥).

Jest bardzo trudno stwierdzié, kt6ra z powyZszych nierdwnoscl jest najbardziej
istotna dla danego szczegdlnego ¢ i dla ktdrego { warunek przystosowania jest
najbardziej ograniczajacy. Jezeli jednak weimiemy pod uwage, ze e jest malym

paramelremn, to powyisza analiza
- 2(1-v)c, uPT‘)fCl sie, ponlev\.raz wlystarczy wiedy

o TFx wziaé pod uwage jedynie punkty {=1
i {=—1. Otrzymujemy wtedy
412)  Bot¥<

ao{l—v)
éw_i'

Fya

[1/(1+e¥p)+ 1/ —edo)]

(por. linig ciagly na rys. 4). Dla =0
otrzymuje si¢ stad wynik podany przez

10 s z(f—vﬁ Rozensruma (4.5).
% Eox Wzér (4.12) wykazuje, Ze
Rys. 4 1) jezeli przewaza efekt réwnomier-

nego ogrzania, opisywany przez @,
to dopuszezalna warto$é @,-- ¥, jest wicksza od warto§ci podawanej przez wzar (4.5);

2) jezeli przewaza ogrzanie «zgieciowe», to wzdr (4.12) jest bardziej ograniczajacy.

Wyniki (4.5) i (4.12) przedstawiono na rys. 4 dla przypadku migkkiej stali.
Tatwo na nim sprawdzi¢ prawdziwosé powyzszych wnioskow.

Przykiad 3. Rozwazmy cylinder gruboscienny, poddany dziataniu cykli ci$nienia
wewnetrznego i temperatury. Dla stalego modufu Younga zadanie to zostato w spo-
s6b przyblizony rozwigzane przez HOCHFELDA | JiRMAKOWA [10], przy czym wzigto
réwniez pod uwage zmiennoé granicy plastycznodci wraz z temperatura.
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Jezeli cykle temperatury sg wystarczajaco powolne, tak aby mozna bylo korzystaé
ze stacjonarnego rozwiazania réwnania przewodnictwa, to rozklad temperatury
mozna przedstavwc: w sposdéb nastgpujgcy:

nrja

(4.13) 0(r)=8(a)+[0(b)— 9(@)] PTE

symbole &, b i r oznaczaja odpowiednio promien wewnetrzay, zewngtrzny i biezacy.
Rozpatrywaé bedziemy przypadek, gdy Wplyw zmian ci$nienia na przystosowanie
moze by¢é pominigty. :

Roéwnanie rownowagi

(4.14) +—? =,

warunek nierozdzielnosei

Al dz, +£ ;—3,_0
“.13) dr ro

i prawo stanu
g, = 1/E{0) [0, —vo,]+af+ef,
E,= I/E(H) {m,,—va,}—l—quLe

daja po przeksztalceniach nastepujgce rdwnanie rézniczkowe ze wzgledu na napre-
Zenie o,:

(4.16)

rt de, ¥ da,(. 1 dE df)) 1—v dE 4o

@ F T d VT E e w) T E W et
A,
—I—ro'.—g-i“r o +e5 -, =0,

Symbole a,, o, oznaczaja naprezenia, a ¢, &, odksztalcenia odpowiednio promienio-
we i obwodowe; # oznacza temperature, o wspdlczynnik liniowe] rozszerzalnosci
cieplnej, indeks P oznacza plastyczng czeéé odpowiedniej skladowej odksztatcenia.

Jezeli wyrazenia (1.1) i (4.13) podstawi¢ do (4.17) oraz jezeli 8 (b)=0, to otrzy-
mamy

2 JE——
@18 - dr? dr

(1 —-vyeB (@) o, /rinkir
T Eo[l—eB@nGr)iin(pay] | Fo*0 @n(bla)|1+-e8 () In(b/r)/in (bfa)]+

d?a, da, ( ed(a) )
tr T rnbjall—eb(@)n GrinGia)] |

dst
F-Ey [1—e0(a) In (br)/In (bja)] [r % et f]:o.

Wyraz (rzeci w powyZszym réwnaniu moze byé pominiety, poniewaz e jest malym
parametrem, a o, (dla dostatecznie matych wartodci stosunku b/a) jest male w sto-
sunku do da./dr.

g
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Zatem rownanie (4.8) redukuje sie do postaci
2

dZ

gdzie e=ef (a)/ln (b/a) jest malym parametrem oraz gdzie

(4.19) P2 ol (3 — e) 7 T = Eyafl (a)/n (ba) [1 — elnbfr]— € (r),

e
E(F)=Fp |1 — ef(a) In (b/r}/In (b/a)] r_+£ g ]

Réwnanie (3.19) moze byé rozwigzywane nastepujaco. Przedstawiamy je w postaci

d [ b
(4.20) r? dif' +1(3r—e)=Ey b (a)/ln(bfa){1l —eln ;] —&m.

Réwnanie to rozwiazywaé bedziemy w sposdb przyblizony metodga malego para-
metru. Rozwiazanie wyrazi si¢ przy pomocy pewnych calek wyrazenia e (r) zaleznego
od pola odksztatcen plastycznych.

Zaldadamy (pomijajac wyzsze potegi €), Ze

(4.21) () =fo()+e/1 (1)

dla dowolnie dobranych wartosci (dostatecznie mafych) e Otrzymujemy stad

b 1
fo(?‘)=C1/;-3+Egotg(a)/2f‘1n““a——r—3fré'(f.)dr’
(4.22)

i b ro1
L= f rfo (1) dr-+D, (r3+Eq0f (@) In—2r [In = —] :
r a b 2
Stale catkowania wyznaczamy z naprgZemiowych warnnkow brzegowych. Jezeli,
jak w naszym przypadku o, (@)=, (0)=0, to
C = —2a*b2[(B* — a®) [Eq b (@) -+ F(a)— F(B)],
Cy = Fa)— 267 /(b — a®) [Eo o (a)+ F(a)— Fb)],

D, = —2a2b*(b* 2){(5@ G ®)+—- b/ff) [ ot
2inb/a (b®|ab+a*) 1 oa ]}
T +21 L (1/2—Ina)
Eyaf(a) 20 Inbja 1 a 1
Dy =Dy 22 Gla) === | 12 ey Ty mein g o)
gdzie
dr
Fr)= f = f rE(rydr
(4.23)

dr o dFE) 206 F@- FB) o dr
fu;;fr dr dr— fr“

G ()= b _g?
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Ooraz

0, () =fo () dr+Cy e [ fi(F)drteD,,
0o () =fo () dr+-Cortify ()€ [ f, Pdr-+eD,tarf, ().

W ten sposéb, analogicznie do przypadkow 1 i 2, wyraziliSmy naprezenia za
pomoca pola temperatury i pola odksztalced plastycznych.

Wedtug twierdzenia dowiedzionego w p. 3, warunek przystosowania w przypadku
warunku plastycznodci Treski wymaga spehienia nastgpujacych nierdwnoséci:

(4.24)

(425) IO',.— q;!‘-<~.o-t)> igrlgc"Oa [prl‘-<-.0'0

dla wszystkich temperatur # (@) spelniajacych warunek 0<0(a)<<b, i dla tego
samego odksztalcenia plastycznego. W naszym przypadku wystarczy rozpatrzeé
tylko dwa skrajne stany 0(@)=0 i 8 (a)=0,.
‘ Wypisujac nieréwnosci (4.25) otrzymujemy

C, 1 1 dH(r)
@26) —op<|— - f r () drbe —Tfr%—dwr
¥ 8(0):0 r IS
2a202(Fla)— Fb b
2050 o)
r (b ___a’:i) r* 8(ay=0
Laczac odpowiednio te nieréwnosci eliminujemy wyrazy zawierajace odksztalcenia
plastyczne i otrzymujemy rodzing nieréwnosci z parametrem r; np.
427y 2oy < Eoallo/2n (b/a)—20*H*Ey aby/ri(b* — a®)+
{an()(, [ 1 2a2b21nb/a] 20202, ulf), [b—a
“Vnbla (> —a?) In(bja) | 2ab +

2r P ad)

2nbjap®+ab+a®) 1 a (1 )] Eq o, ( r 1)}
+ 3ab (b+a) P n-ly —lna *m In—=——}(<20,.

Ogélna analiza takiego uktadu nierdwnosci jest praktycznie niemozliwa. Jednak dla
okreslonych wartosci parametrdw a, b, E,, 64, o2ie na ogdt moze ona byé dokonana.

Dia wartosci statych materiafowych, podobnie jak w poprzednich przykiadach,
gorna granica bezpieczna dla amplitudy , jest rzedu 100°C, a wplyw zmian modutu
Younga wraz z temperaturg nie przekracza kilku procent,

Analogicznie analizowa¢ mozemy gruboécienna powloke sfervezng, jezeli istnieje
osiowa symetria §rodkowa, poniewaz wszystkie podstawowe réwnania maja iden-
tyczng lub prawie identyczng postaé z postacia w przypadku powloki walcowej.

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. H. BieicH, Uber die Bemessung siatisch stimmter Stahliragwerke unter’ Beriicksichtigung der
elastischplastischen Verhaltens des Baustoffes, Bauingenieur, 19-20, 261, 1932.

2, E. MELAN, Der Spannungszustand eines Henclcy-Mises’schen Kontinuwms bei verdndlicher Be-
lastung, Sitz, Ber. Ak. Wiss, Wien, IIa, 147, 73, 1938.

3. W.T. Korter, A new general theorem on shakedown of elastic-plastic structures, Proc, Kon,
Ned. Ak, Wet., B59, 24, 14, 1956,

4. W. PRAGER, P. G. HoDGE, Theory of perfectly plastic solids, 1. Wiley and Sons, New York 1951.




434 ‘ JAN A. RONIG

5. W. PrAGER, Shakedown in elusticplastic media subjected to cycles of load and temperature,
Symp. sur fa Plasticita nella Scienza della Construzioni, 122, Bologna 1957.
6. B. Y. Posenburom, O #pucnocobiaeMOCHIl NepasiomepHo nazpemulx med, W3, Ax. Hayx
CCCP, OTH, Ne 7, 136, 1957. :
7. B. . Pozebmom, K anasizy npucnocobGagemocmu Hepa@HoMepno RAZpEMbLY  PAPY20-HAACIHL-
veckux mea, PMT®, Ne 5, 98, 1965,
8. O. De Donato, Second shakedown theorein allowing for cycles of both loads and temperature,
Rendiconti dell’Ostituto Lombarde di Scienza e Lettere, A 104, 1970,
8. I A, Toxdenna, I1. U, Epmakos, Hpucnocobaaemoems moscmocmemnsix mpy6 npu Hepasio-
seprom razpege, IIMT®, Ne 3, 107, 1963,
10. A. A. Toxdensn, TL V. Bpmaxkos, HpucrocofisemMocins Mo ACocennsiy Clepuieckix cocydos
6 YCAOBUAX NOSHOPIbLY 03deiicmeuit mendozo noan, PacueTrr wa npourocrs, Ne 10, 137, 1964,
11. F. A, LEckE, D. J. Payng, R, K. PEnny, Use of elastic solutioris to obtain lower bounds on the
performance of structures under cycling loading and temperature, Paper 1, Applied Mechanics
Convention, Cambridge 1966.
12. F. A, LeckiE, R. K. Penny, Shakedown as a guide o the design of pressure vessels, J. Eng.
Industry, 799, August 1969,
13. T A, Konue, A shakedown theorem for temperature depenedent elastic moduli, Bull, Acad.
Polon. Sci., Série Sci, Techn,, 17, 161, 1969,
14, W. T. Ko1teR, Gereral theorems _for elastic-plastic solids, Progress in Solid Mechanics, North
Holland Co, Amsterdam 1960,

PeszmomMme

O NPOEKTHPOBAHMI COOPYIKEHHM C VUETOM IIPHCIIOCOBJISAEMOCTH
B CHYUYAE, KOUHA YIIPYVIHE KO3OOHIIWEHTE! 3ABUCAT OT TEMIIEPATYPBL

Teopema Menasa o mpucnocofisemocts ofobligeress B panHOil paGoTe HA CIyuaM, Korga
YHPYIHe MOIYIH 3aBHCAT OT TeMIepaTypsl, Hosad GopmMynmrposka TeopeMel HoTpeboBamna cooT-
BETCTBYFOWEH MOTWHHEKAINY METORVKE PEIUCHAS 3anay. [ind mRaxompenys obgacTell YHCcIO Yrpy-
roif peaknuy COODYKEHHR HCIONB30RAHA. TSMAS JABECHMOCTE MEXHY HAIPDKCHIMM U IUIACTH-
YeckHMMHE Aehopmanwamr.

HayLl HprMepEl PacueTOR CTEPIKIIEBLIX CHCTEM, ONACTHH H TOJCTOCTeHHBiX 06oimoyek., ITu
NPEMEPE CBHAETENBCTEYIOT O TOM, YTO BIHNHHE TEMI?{CpaTyp}IOH 3ABECAMOCTH Mozynsi IOura
Ha Hp}:[C]IOCOﬁJ‘J}IeMOCH: He OpPeBHINACT B OCHOBHOM HEXONEKHX IIPOLCHTOB.

SUMMARY

ON THE SHAKE-DOWN STRUCTURAL DESIGN IN THE CASE
OF TEMPERATURE-DEPENDENT ELASTIC COEFFICIENTS

Melan’s theotemn on the shake-down phenomena is generalized to the case of temperature-
dependent elastic modnli, The new formulation of the theorem requires a suitable modification of
" the method of solution. In order to determine the regions of purely elastic behaviour of the structure
the plastic stress-strain relations have been used. The numerical examples concerning rods, plates
and thick-walled shells show the temperature sensibility of the Young modulus to be of the order
of several percent. :

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECH'NIKI
POLSEIES AKADEMII NAUK

Praca zostafa zloZona w Redakcji “dnia 11 ,fe‘y'cznr‘a 1972 r.





