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STATECZNOSC POWLOKI STOZKOWEJ POZA GRANICA SPREZYSTOSCI

JERZY ZIELNICA (POZNAN)

Praca zawiera wyprowadzenie wzoréw opisujacych zagadnienie utraty statecz-
nosci powtoki w ksztalcie stozka écigtego poza granica sprezystosci. Problem spro-
wadzono do ukfadu réwnai czgstkowych czwartego rzedu o zmiennych wspdlezynni-
kach. W rozwazaniach oparto si¢ na zwigzkach fizycznych deformacyjnej teorii
plastycznoéei Nadai’a-Hencky’ego, uwzgledniajac $cisliwo$é materiatu powloki
i wykorzystujac koncepcje wzrastajacego obciazenia Shanleya-Rabotnova. Wyjscio-
wych réwnan nie uproszczono, 2 moduly wzmocnienia vzalezniono od wspoirzed-
nych geometrycznych powierzchni podstawowe; powloki.

Wykorzystujac metodg ortogonalizacying rozwigzano i przeprowadzono obli-
czenia numeryczne dolnych obcigzed krytyeznych dla pewnego przypadku swobodnie
podpartej powloki, obcigzonej wszechstronnym cignieniem réwnomiernym.

1. WPROWADZENIE

Problemt wyboczenia powlok poza granicy sprezystodei stanowi stosunkowo
malo zbadang dziedzing w pordwnaniu z doé¢ duzg 'iloééia( opracowant zagadnien
dotyczacych sprezyste] utraty statecznosci. W roku 1967 ukazala si¢ publikacja
E. I GriGoLUKA [6], w ktbrei autor przedstawil stan dotychczasowych badan
nad pozasprezystym wyboczeniemn powlok oraz przytoczyt w dodé zwarty sposéb
wyniki wigkszo$ci prac. Zagadnienie statecznodci powloki stozkowej jest bardziej
zlozone od zagadnienia statecznosci powlok cylindrycznych czy tez kulistych ze
" wzglgdu na niegjednorodny rozklad naprezed w stanie przedkrytycznym. Konsek-
wencja tego jest uzaleznienie moduldw wzmocnienia E. i B od wspdlrzednych
geometrycznych i znaczne rozbudowanie réwnan podstawowych. Z tego tez powodu
[6] istnieje kilka zaledwie prac dotyczacych bezposrednio powloki stozkowej;
natomiast powloki walcowe i kuliste sg szeroko opracowane.

W pracy A.W.SACZENKOWA [16] przedstawiono rozwigzanie zagadnienia
czysto plastycznej utraty statecznosci powloki stozkowej, wykonanej z materiafu
niescisliwego wedhig zwiazkéw fizycznych ILrusziva [8] przy zalozeniu potegowego
umocnienia materiatu. Zagadnienie zostalo uproszczone przez pominiecie zaleznodci
moduléw £, i E, od wspélrzgdnych, W przypadku osiowego obcigzenia powloki
autor pomingl w réwnaniach réiniczkowych wyzsze pochodne, a wspolczynniki
réwnan traktowal jako stale. Wykorzystujac wyniki pracy [3], P. W. MJIURSEPP
w pracy [12} rozpatrzyl stateczno$é powloki stozkowe; obcigZzonej zewngtirznym,
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liniowo zmieniajacym sie wzdhuz tworzacych cidnieniu, przyjmujac liniowe umocnie-
nie materialu, ograniczajac si¢ do przypadkéw powlok o malej zbieznosci. Zagadnie-
nie rozwiazano metoda malego parametru, za ktdry uwazano stosunek rdznicy
$rednic obydwu podstaw do ich éredniej geometrycznej. Otrzymano zwigzki okreéla-
jace obciaZenie krytyczne dla zerowego, pierwszego i drugiego przyblizenia przy
sztywno zamocowanych brzegach powloki. Celem pracy TRAPEZINA [I7] bylo
uzyskanie jak najbardziej prostego zwigzkn, okreflajacege obcigzenie krytyczne
powloki stozkowej zaostrzonej, obciaZonej stalym cinieniem zewngtrznym. Przy-
jeto, 7ze powloka jest utwierdzona sztywno u podstawy, zalozono niedcisliwoéc
materiatu i dowolng charakterystyke umocnienia. Zagadnienie rozwigzanc metoda
ortogonolizacyjna i metoda malego parametru, wykorzystujac zwiazki teorii
deformacyjnej i liniowe geomeirycznie rdwnania réwnowagi i nierozdzielnodei
odksztalcen.

W cytowanych pracach przyjeto, Zze utrata statecznosci nastepuje w stanie czysto
plastycznym, pomijajac odciaZenie.

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie réwnan rézniczkowych zagadnienia
utraty statecznodci powloki stozkowej poza granica sprezystoéei w sposob ogdlny
oraz rozwigzanie pewnego przypadku swobodnie podpartej powloki, obciaZzonej
wszechstronnym cinieniem réwnomiernym. Nie wprowadzono przy tym ograniczen
odnoénie parametréw geometrycznych czy tez fizycznych, wspolczynniki réwnan
traktowano jako zmienne, a moduly wzmocnienia E, i E;, uzalezniono od wspotrzed-
nych geometrycznych powtoki. Uwzgledniono réwniez Scisliwoéé materiatu powloki.
Przyjeto przy tym koncepcje wzrastajgcego obciazenia SHANLEYA-RABOTNOVA,
a calo$é rozwazan oparto na zwiazkach fizycznych deformacyjnej teorii plastycznodci
NADAT A-HENCKY'EGO ze wzgledu na lepsza zgodnoéd tej teorii z badaniami doswiad-
czalnymi. Fakt ten zostal potwierdzony przez wielu badaczy, ktérzy zajmowali sig
wyboczeniem piyt i powlok w stanach sprezysto-plastyczoych, m.in. [18].

2. WARUNKI ROWNOWAGI

Rozpatrujemy kolowa powloke sto.zkowq wedlug 1ys. 1. Odwzorowanie wspoél-
rzednych Z4 ortogonalnego ukladu kartezjarskiego {Z4} na X* krzywoliniowego
ukladu na powierzchni podstawowej powloki okreélaja zwiazki:

(2.1) Z'=X'sinccos X2, Z"=X'sinasin X2, ZWM=X'coso.

Stad okreslimy wektory G,, G, bazy lokalnej:

ComZh L, Gam X
4T At PG X Gyl
Tak wiec
G, =sina cos @ L-+sin e sin 6 X;;+cos Iy,
(2.2) G,=—ssinasinf[+ssinzcos § Ly,

G;= —cos o {cos @I -|-sin 8 I}))-}sin o I},



STATECZNOSC POWLOKI STOZKOWEJ POZA GGRANICA SPREZYS’I;O'S'C.I.'.._: '

Wzory (2.2) umozliwiaja wyznaczenie skladowych pierwszego tensora metrycznego G
G,, 1 G stanu poczgtkowego:

1 0
0 ?sin?al’

t 0

G —t
Ad 0 s 2cosec?af’

(2.3)

Rys, 1

Skladowe drugiego tensora metrycznego sa nastepujace:

’GM=G3 Gaas ‘G,A1=de ’GAdia
(2.4) G _ |0 0 ’G”—O 0
4710 ssinwcosal’ 410 sTlctga

oraz symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju, rézne od zera:

[22, 11= —ssin?q, [12,2]=[21, 2]=ssin’

2-3) 1 : 2 {2} 1
{22}2“””1 * {21}2{12}:“?'

Roéwnania réwnowagi eclementu dowolnej powloki [2] przedstawione sa nastgpuja-

cymi formutami:
naﬂ I& _ Ig; n,liloc — 0’

(2.6) 'gaﬂ' naﬂ'"i"maﬂJaﬂ—*_p: 05

£ag (W — g m™)=0.



438 - JERZY ZIELNICA

Réwnanie (2.6); pomijamy, gdyz warunkuje ono jedynie symetrig tensora naprezefi.
Po rozwinigeiu i opuszezeniu wyrazéw munozonych przez zerowe skladowe tensoréw .
metrycznych uzyskamy nastepujacy uklad réwnan:

”11’1‘|"'~'22i2=0:
(2.7) n*? bt — gh (m' 2]+ m??),) =0,
822 n~22+m11i11+m12I12—}—m‘_21|2L+7n22§22+p=0.

Przyjmujac uproszczong metryke przestrzeni oraz majac -na uwadze, Ze

no_f2 _, ~1__“Sin2'm_ 2y o f2 _ 1
2f, Y12, " \e2f,” SN PV TP A PR

wyznaczymy warto$ci pochodnych kowariantnych tensora sit i momentéw, ktére
po podstawieniu warto§ei tensoréw metrycznych przyjmg postaé:

11 11
ntt=n L1

i
ny=n?t , +—n'l—gsin? o n?2,
’ s
12y 12. _5__1 12
nely=n'? B L
22 22 ! 12 21
n2l,=n ,2—0-?(:1 +u*1),
12 12 1 12
(2.8) m'? =m ,lJr"';m ,

i
m22f2=m"2=2—§-?(m”+m2‘),
m!!l%[i:nﬂl,ll:
22 22 2 12 21 ) 2
m2?,,=m ,22~+T(m L2+t ) tssind o mP? ) —myy,
s SR
12 12 " 2 22 o 11 Tia2 22 11
M p=mt? o, ssin® am ,-19r?m a—sintam®? = o mt,
Podstawiajac (2.4) i (2.8) do (2.7), uzyskamy

1 : .
att ket t— et —ssinfan??=0,
s :

| . - : T ) i 1.
5 12 212 21 22 Ap12 " 22 ] 12 21y 4§
2.9) ) ’1+_s (2n'?+n2ty4-n?2 , Stgm[m i Fm*2 - p (2?1_{ +m )}_:O,
ssina cosan®?-+m'  +m?? 5o bm'? o bm?t L+ |

) T |
Fy O ol bt ) < s sin? o (m?2,+2m*?) 4 p=0,
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Sa to rdwnania statyki cienkiej powloki stozkowej, w sklad ktérych wchodzg ten-
sorowe skladowe stanu napiecia #*¥ i m**. Przechodzac od skladowych tensorowych
do fizycznych [2], wykonujac przepisane operacje rozniczkowania oraz przeprowa-
dzajac redukcj¢ wyrazéw, doprowadzimy wzory (2.9) do postaci

] 1 8 !

3 T[11]+;"S“1F a0 [211+ (”[11] n[‘)zj) 0,

d
8 SEHO(.B n[u]Jrag MyaayHsin o (p g9 —

(2.10) 2 1 L
—Ccos ¢ Em[‘“]—i_a sino 60 m[zz]“i“ (M219+ mp1ay =0,
a2 i a2
Cosan[“]—l—s Smo'as My ssino oo tpz Mt
& i _
+2sin L m[“]wsmcxa muz]*I*—S— %(’17[12]+m{21])+

82

+ 55 g Mz Himay)+ssin o j=9,

gdzie Mgy, Mg sa fizyeznymi skladowymi tensordw.

3. ROWNANIA STATECZNGSCT

Przyjmujemy, Ze przed uiratg stalecznosei w powloce istnieje blonowy stan
napreZzenia o sitach wewnetrznych: Mo, Nao, Tios Ta0. Rownania statecznodci
uzyskamy bezpoérednio z réwnan statyki (2.10), dokonujac wariacji skiadowych
tensora sit i momentéw. Pomijamy przy tym wyraz we wzorze (2.10), odpowiadaja-
cy sile poprzecznej, co jest zgodne z wymogami niniejszego opracowania. W zagadnie-
niach stateczno$ci przez normalng sktadowa obciaZenia j nalezy rozumied wariacje
tego obcigzenia w zaleZnoéel od stanu odksztd%cen pow1erzchn1 srodkowe] przy
utracie statecznosci, tzn.

3.1 D=Nyg 6k1+Npg 0,4+ 2T 01y 5,
gdzie ‘
5 9w ool 1 Fw  snf
T Ty g T cos? f 962  s?cos? B 80’
(3.2)

1 &#w 1 dw tgf do w
5’ C125 4 _————zk— oo U A _—Ttgﬁ'
‘scosf 8530 sPcosf OO 25 Os s

oznaczaja warlacje zmian krzywizn,
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Biorac pod uwage powyisze oraz przechodzac do zapisu tradycyjnego uzyskamy:

JddN, 1 36N,
ds  scospf ao

i
—i—-;—(cYNl —oN,;)=0,

8§N12 3c‘5N2
5 CO8 + tcos BN, — N, ) =0,
(3.3) SN s oM, Zacle : 1 826 M,
,sin £+ a7 scos -+ COSﬁmSCOS?} YO
oM, 2 55M12+ FoMy, ( 1 2w Pw )N
s PN T T 000 \scosp aer TSP 20

% w tw i aw
+Scosﬂa—gz"N10+2 g@é p EYs Tio=0,

Po wprowadzeniu funkcji sit @, zwiazanej z wariacjami sit i momentéw za pomoca
WZOrow

sy = 1 o 1o 5 a2 @
Nl—szcoszﬂ a7 s asr NeTga
(3.4)
sn o 1 & | ad
tzm ez .vcosﬂ@s@f?_;_sz cos> f a8’

pierwsze dwa réwnania (3.3) spefnia sie tozsamosciowo, a trzecie przyjmie postaé

(3.5) z c‘Dsm bt -E—J—l scos 2 oo " cos b+ b7 5&“‘
52 ds? scos B of*
oM, 2 26M, azéMu 1 Pw o'
_78.9—008/“-? 88‘ * ds 08 (scosﬁ a62 +cosﬁ )N20+

82w (82 I Bw)
Fscos o Nt 2550775 g Tro=0-

Jest to pierwsze podstawowe rownanie problemu. Drugim réwnaniem bedzie
rownanie nierozdzielnosci odksztatcenn [17]:

w8y, 1 85y, 06k, 1 926,
3.6 in g - - L L
BO) s S T Tee e SO BT sf a0*
doe, dade, 0
+2 B cos ff s cos fi=

4, ZWIAZKI FIZYCZNE

W ninigjszej pracy opieramy si¢ na zwigzkach fizycznych deformacyinej teorii
plastycznoéci Nadai’a-Hencky’ego [14]:

4.D o p=2m (&) £1;+[3K—2m (g))] e, J;;-
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Przyjmujac, Ze ¢,, =0, oznacza naprezenie wzdhuzne, o,, =0, naprezenie obwodo-
We, 01,7 1T, Naprezenie tngce oraz rozwijajac funkcje (4.1), uzyskamy

0,=E[3E?-+2EE, (1 - 20— (1 — 20)? E2]~ {4EE, 6 A 2E, [E— (1 - 20) E,] 2,
(42)  0y=EBE*-2EE, (1—2)— (1 —2)*E2|~ (4EE, 8+ 2E, [E— (1 - D) E,] 2.},

Tso= ysﬁ'( +3

gdzie E.=o;fe; oznacza modut sieczny.
Jak wiadomo, wariacje sit 1 monientdw w powloce wywolane utraty statecznodei

59 réwne n "

+*2* +§
4.3) Ny= [ dougdxs, My= [ oy x,dxs,
. ) 2

przy czym wedlug hipotezy Kirchhoffa-Love'a
oe,=ds, — X3 drcy,
(4.4) &y =08, X3 Oicy,
07a=0v12—2X3 0K, .

‘Wariacgje naprezefi wyznaczymy z nastgpujacych wzordw:

do, o6, o,
5a‘s=36' de +8 580% 5})59,
so, 0o,
(4.5) o= — Ge a‘sg+ 7 S,
a a 9 .s
PR AL 5
Tso 38 &g "l a £ Eg ;-T Vso -

Wykorzystujgc wzory (4.2) wyznaczymy pochodne czastkowe naprezefn wzgledem
odksztalcen, wystgpujgce w rownaniach (4.5). Przy rozniczkowaniu nalezy mieé
oczywiscie na uwadze, iz o,=0; (0., 0p, Tsp). Podstawiajgc wyznaczone pochodne
wraz z funkcjami (4.4) do (4.5), a te z kolei do (4.3), uzyskamy po przeprowadzeniu
catkowania nastepujgce formuty:

OGN =byy de, by, 06y —byg yy4,

{4.6) ON,=bh, de,+by, de3—bys 012,
ON .= —Dby, de,— by, day-4-by3 dyy0,
OMi=—ay, 0k —a,, 0K, a3 OK {5,
4.7 OM,= —ay, 0K —ay; dic,ay5 Ok,

5M12=a31 6?{1‘!’&32 67(2 —6133 (5K12.
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Wspdlczynniki wystepujace w réwnaniach (4.6) 1 (4.7) wynosza:
12 h _{_ r_\2 N
b“:h—zdu=§- kik T~ o T + 915, _E—'Ek ,

12 12 h _{_ Py 1 _
blzzbzlzﬁdu:h_zdm:;—: k| —k o, =50 Ty~ 5 Os -+

_ +—2‘(k—2) T “5-7{ (c—l)Ec R

6 12 Shkvg _ =20 _

(4.8) bxa=ba1:h—2d13=£?d31 =E—;£[E0;s‘“2ﬂ E L, (O'B_Us)],
12 kel - 1-2v

bz:«l:baz:thH :}17 32:W kog—2 “E—Ec(%—ﬂg) B

12 i 1 _ 2 —, ) Ek
b;,z:ﬁdu:; klk oy~ o) +975 HC"E; ,

1—2v  (1—2m)2
B B |~

E
I-2v f 1\ 1 _ 9_,
-k Ec Ty _?Jﬂ UU__'_zﬁo-s)jLuETsO 1

1
b =5 =y
33 /22 d33 f’[/ {4 {3+2

E
gdzie '
do, E, 1—2
Ey=—1! . =3—
K dSi N k Ec R E 3 E EC,
_ E{ i [ 1— 2 (1—21)? ]
.9) VR B B BE-
Pl el
E Gy —é—o‘ﬂ Tg 2 Ty 4 T.';H bl
- Oy — Tg — Tso
Gy o, > Jﬂmai E] Tsﬂ_'o_i *

Rozwiazujac uklad réwnan (4.6) ze wzgledu na odkszta}cenia', uzyskamy
dey=byy SN, +byy ON,+5, 4 SN\,
.10 dey=byy ON,+b,, ON,+b,, 6N,
0912="byy ON,+b5, ON,+ b5 6N,
gdzie

min b,,
U det by,

(4.11)



STATECZNOSC POWEROKI STOZKOWEJ POZA GRANICA SPREZYSTOSCI 443

Zaleznodci (4.6) i (4.7) pokazuja, Ze wariacje naprezeri, wehodzace w skiad wariacji
sit i momentow, sa liniowymi funkcjami wspdlrzednej X5, przy czym w odréznieniu
od przypadku sprezystej utraty statecznodci zalezg one nie tylko od odksztalcen
i mechanicznych wlasnosci materiatu, ale i od dzialajacych przed utrata statecznosci
naprezen. W tym wladnie thkwi specyfika zagadnienia.

Wstawiajge (3.2) (po pominigeiu wyrazéw zawierajacych sktadowe przemieszeze-
nia v} do (4.7) oraz (3.4) do (4.10), uzyskamy wzory umozliwiajace obliczenie po-
chodnych czastkowych wariacji momentdw i odksztatcern wzgledem wspohrzednych
s 1 f, wchodzace w sktad réwnan (3.5) i (3.6). Podstaw:ajqc Jje do tychie réwnan
uzyskamy po uporzadkowaniu

o*w ot @ 1 o4 P
(412) G sin fbasoos o p Gont bt b gt
_Ba‘*czs 155&4@ I o
ECEER 2'3)553 aa+.92 cosﬁﬁ( s27ba) as aes+53 cos? g agt +

,Em[ 3_:2_!_2 353 (b3l+[)32ﬁb13_b23) ( a;?: &61)2)X
1 ] PER) [8533 3b,, 1 )
9003[)’ 25230 ' | as 2 a5 —?(b33+2b21)+

1 (ab3E abm)] 1 L] [(
| — i
5 cos 26 | s cos p a5 agp T | \P21 = P12t 2Bs 4

5522) +az;32]as o 1 [353, P
s 1P 00 1o T oeon gl as Ty Geithi)t

L2 55“]53? [az 5;,_1(3533_+2 6521+%”+
scosff a0 | a8 as s\ ds as as
i lB b 1 2E [ a2 by, 1 (353, 31313)
Tz (bsat265, 42010 scosf Hsd0 s cosf + o8 |
1 32511} 1 2 [ 8b,, b, ob,,
Llnsz cos? f 802 Jscos B 982 gz Teos B Is? 2 ds +2 o
LI T (8?)31 8hy, by, 1 ) | 82b,,
s "t s scos f1.20 a0 a0* cos fi Jr(:05)8 8350}(
Pd 1 [0hy, b, 2 Pb,, by, 2
P ".E‘[ R P T T

N I &b, 1 (32533 1 ¢hy, 2 55“) a8 &
scos*f 30% ‘cosflasdl s 80 —Im_s— 90 ]asae

a2 bar 1 L i 9% b, I 2bh\|oo
+°°Sﬁ[ ’ b““L__(as 3 ' scosp 207 )]asJr

PR scosff
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_ . .
et s i)
U [ébyy 1 %h\lo@
52 cqsﬁ( 0 cosp 202 )]a—azo’
{4.13) @sin B—d scos fi & w%2cosﬁ(3%+d wl-L 3d31) 33wm
ds? as* as " lcospoa0 | ds?

Pdy, bd, oy, dzz) Py 2 oy, 2 ddy
[Cosﬁ(s a7 o 2oy s 1T men T a0 T a0

1 326121]32147 [ ( Pd, 1 dd,, 1 ) 2 d,,
cos 1 — — 22

scos i 86° 8?4- ds? PREFPEY Ty as00
& a’zz] ow 2 *w g g% w
stcos B 80% | as ETRT ﬂ(d” @21) ds? 86’2+( 137 31)3 o0
n I 5 ot w (zadI3 1 . 1 p 23d31
s2cos? (25— 2d32) 5 255 ds 86° 3y Mg Bty
_ 2 p 2 J 2 ad,, 2 3d33) a3 w i (2
s %% s scosf 80 scos B 00 | as? 88+s cos fls 22T

ad]z 8d33 ) 83 w [82 d13 2 ( 1 ad;3
_ZE—JrZ Fr d33 ds 66? a5? +? 5 8 Eﬁ_{_
+ 1 ?d,y L odys 10 ddy, din  dis I 0%dy,
25cos® B 80 2 ds s P s T Ty Toos B ds o8
1 Otlys 1 3dzz] & w L 1 (2 1 7
scosfi 86 scosf 80 lésof stcostfl\s 2 23

5d32)83w 1 [2 8dys 2 (3d33 8% ds,
33 o

“as | o0° Tsrcos fls 25 scosf S ool
ad32) d, éd, od,, 2 2 }az (adla
a0 | % as2 as oy s Qa2 002 Js

1 &d,, 1 L Pdy 1 Oy dyy | 1 ady
m g st - = —
2 g 2scos? o0 2 as s scosfl oo

1 82d3'3)8w *w dy, ( 1w

—cosﬁ os 80 | o0 0% scos f a6*

20 30° 5 cosd B Foos for )N2°+

2

+5 cospj Nm——O.
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W ten sposGb problem wyboczenia powloki stozkowej poza granicy sprezystosei
zostal sprowadzony do uktadu dwu réwnan rézniczkowych czastkowych czwartego
rzgdu o zmiennych wspélezynnikach i dwu poszukiwanych funkcjach: funkeji ugiecia
w i funkeji sit &.

5. POWLOKA STOZKOWA OBCIAZONA WSZECHSTRONNYM CISNIENIEM ROWNOMIERNYM

Rozwazmy obecnie przypadek swobodnic podpartej powloki w ksztalcie stozka
scigtego, obciaZonej wszechstronnym cifnieniem réwnomiernym o intensywnosci o.
Sity blonowego stanu naprezefi okreslaja zwigzki:

as oS
G0 N10=0'sh=_m$ Nzo:Uﬂ/3=_¥g?a T10=T3=0,
gdzie h oznacza grubodé powtoki.
Intensywnoéé naprezenn okresla wzor

5 : 3 V3 o
( ‘ ) Ji - 2 h tg ﬁ +
Charakterystyke materialu przyjmiemy w postaci funkcji potegowej:
(5.3) O'!:E(D) Ef,'

spetniajgcej [11] warunek o «prostym obcigzeniu», co odpowiada zastosowanej tutaj
deformacyjnej teorii plastycznosci (4.1). Funkcja ta jest modulowana dwoma para-
metrami, tj. £©, ¢ [ (0, 1)], mogacymi przyjmowaé dowolne wartosci, ale stale
dla konkretnego materiatu,

Biorge pod uwage (5.2) i (5.3) wyznaczymy wartosci wspc’){czynnikéw (4.9):

E

E.=k,a*s*, E, =&k o*s?, E—k=nf =const,

N (1-2vk,
(5.4) k=3——— ot st k=1-¢=const,

_ 1 _ 1

05—305—7?, T,6=0
gdzie

V3 )‘1 £—1
Oy e _

key=E (2htgﬁ . A=, de(=x,0)

oraz
_ 1

(5.5) W:E(wl W—I_WZ O'J'S}‘—|-yl3),
gdzie
56 3 (=202 ¢k, _2(1—~2v)§
(‘) wl—@;! WZ* 4E2 2 WSM 4E .

Rozprawy Iniynierskie — 10
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Wstawiajac (5.4) 1 (5.5) do (2.4) uzyskamy:

2 JE
=15 bu= 1 0+,
J 4 h2 h? _h E2E—(1-2v) Kk, o* 5%
12 ()=dyy (5)= 12512(5) 12 by (s)= 48E v (5) s
(5-7) d13=d31=b13=531=0,
B2 36 i
dyy(5)= Izbzz(s) 12 l//n(f)
d23=d32=b233532=0;
h? B2 ot s* 3E24-2(0=2v) EEk ot st (1 = 2v)2 E k2 PP s

dys (5) ="
33(8) =" baa (5)= 248 (p14ws ot s*y, a2 2D [3E— (1 — 2v) ey 02 52)
gdzie podstawiono

O'A 5*

witws ot st by, a2 s

pa(s)~t=

Opierajac sig na wzorze (4.11) wyznaczymy wspdlczynniki 5, ; ukiadu odwréconego
{4.10):

16E2 1 4E? 34¢&
== v 0T v
68 @)=y 0)= o 2oL 27
h W (8) W (5) ’
4F 3JE—(1-2Wk, o s*
33(3)

b BEXL2(1—29) Eéky 0% ' — (1202 k2 € 072 5], (s)”
gdzie

W ()= 4E2(3+E)— EPE—(1=29) k, a* 5]

Jak widaé, wspdlczynniki d;; 1 b;; sa funkcjami argumentu s. W podstawowych
rownaniach problemu (4.12) (4.13) oprécz tych wspdlczynnikéw wystepuja ich
pierwsze i drugie pochodne. Poniewaz haja one doéé ztozong i rozbudowany postaé

pie przytaczamy wszystkich, lecz dla przykiadu podajemy jeden z nich, mianowicie
512 (S), 55+

- 4E A
(5.9 bip(5), = T {AE2(3+8)—ERE—(1—2v) Kk, O"A' sA]2Y3 34 "

2 Dy (s) Dy () 2A[12E? s~ D4 8E(1 -0} k) & o sGA- D

31 =) k2 & g4 sG] D (5)},
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edzie _
Dy ()= —240—DE>y; sC D16 QA= 1) B2y, (1) k, £ ghg2 D).
F20A-DESA=2 KTy C—10E(1 - ) ky yr, &
1282 yslott s TR 20— D) {1 =2 b, E[2Ey, -
(=20 kw1 12529, =20 &, 034 g2 2a-1)_
— (51— 1) (1= 20) k3 [2Eya+(1— 29 k, ] 024 (522,
D {()=12E? s* +4(1 =) ky Efo* 5**— (].— 2vy? k2 E g2 g4
Dy(9)=—24E3 y, s% D 16E* y; (1-20) ky & g s@4- 1)1
A2E[5(1- 202 ki y; s 16E2y, (1= k, & gt s122-114
F2EIS(1— 207 K3y, E— 0Bk, (1= 20) s E412B2 | 02 s34,
F2{(1=20) by E2E w3~ (L= 20) k, yy]— 12E7 ) =
x (L= 20) kg 03 54— (1 = 2002 K (2B o+ (1= 20) &, yg] g 5053 1),

Podstawiajac wspélczynniki &;;, d;; i ich pochodne do réwnan (4.12) i (4.13),
otrzymujemy nastepujace réwnania:

Zq)_ 54 3 2 4
P ——-sin -} o, (5) p” —— e ls ) 5 ! 0'3(.5') 257 —3-04(3) +0¢5(T)a 2502.1—
al} 2
~ E U'i’(’g)a 862+U9( ) 892 _3_0’10(5) 894 = P
(5.10)
2 P 2 @ ot 3

o sin B+p(s) - pon -+ ﬁz(ﬂ)a 2392+ﬁ3(S) 20+ +Bals )8 802

3(1) dZ

b at @ ap
+,85('5) P +ﬂ6(5) dgz 67(‘9)?‘??—"_[}3(3)&720

Zmienne wspdlczynniki o, (s) 1 f, (s) rownan (5.10) sa nastepujgce:
ay(5)=—d, (s} s cos B,
o, (s)= —2co0s Bls dy, (), , s ()],

(5.11) a3 ()= —cos § [5“!11(9) ssh iz (8),,A2d4 4 (5) o — t’fzz(A‘)]~F—S cos I Nig.
_ 1
g ($)=cos f {—dm (), ss }"T dss (Y)s “Y{ dy, (S)]+Nzo cos 3,

G (S):S [dys(8)—day (9],

2
cos f#



448 JERZY ZIELNICA

GID) s )—ﬁi—[ Ly ()4 () o — dss(s)ﬁdu(s),s],

fo.d] scosf| s

s (8)=

2 1 )
scos ff [ @12(5), s +? di?!(s).s_i_? daz (5), ST d31(8), «+

2 2 2
a0 3 ) T )]

®q10(8)= TP e § s, (5),

Bi(s)=scos § 522 (),
1 _ -
- Ba(s) ‘_‘E“S_E [b35(s)4+2b1, (53],

Bs(s)= by (),

s*cos® g
5 2 . 2 1 5
Bals )";"&')Sﬁ[bss(s) s 2D,y (5) _533(-5')-}_ by, (5)_? 33(5)],
Bs(s) =2 cos Blsb,, (s),s— 522 (31, '
1 i 2
e R O O]

scos fi

1 . -
+67 [b33(s)+2b5, (5)+264, (S)]},
- - - i.
f7(s)=cos f [szz (9), ss 2B, (8) o405y (),s— ? biy (S)] s

- 1. 1.
N |

6. ROZWIAZANIE ROWNAN

Funkcje aproksymujace w i @ rownai (4.12), (4.13) przyjmiemy w postaci
podwdjnych szeregéw nieskonczonych

6.1)  wis 0= 2 Z‘ Wan (5) cOS 10,  B(s, O)= Z Z’ B (5) cOS 1O,

n=1 me== Hes1 =

gdzie 2n jest dodatnig parzysta liczba okreslajacy ilosé pétfal na obwodzie powloki
przy wyboczeniu. Biorac w pierwszym przyblizeniu po jednym wyrazie funkeji w
i @ (6.1) i podstawiajac je do rownan (4.12) i (4.13) uzyskamy

(62)  sin f B(s), ytory (5) W(S), gonstorz (5) W), oyt [0 () — 112 a1 (5)] W (5), o
[ () =12 g ()] W(5), =12 W (s) [ (5)— 1 oty (5)] =0,
Sin w(s), 55 () D(5),sut 1B (=72 B (] @ (5), 1 () D), wurt
+[Ba (8)=1? Ba(s)] D(s), 1> B(s) [1* fis (5)— fs (5)]=0.
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W ten sposdb uklad réwnan rézniczkowych sprowadzono do uktadu réwnan zwy-
czajnych (6.2). Scatkujemy go w sposéb przyblizony stosujac metode Galerkina-
Bubnowa. Funkcje w(s) 1 @ (s), obieramy w postaci

, : . omn . mu
(6.3) w{s)=wq smT(s~sl), $(s)=D, sin——5—{s—s4),

gdzie m jest parametrem okre$lajacym ilo§¢ péHal wzdtuz tworzgcej. Funkcje (6.3)
spetniajg kinematyczne warunki brzegowe [16]:

(6.4) | w(sy, =0, w(sy, 6)=0,

natomiast warunki statyczne spelnione sa czgdciowo. Jak wiadomo, w przypadku
powlok o dlugosci I duZej w poréwnaniu ze $rednica, niespelnienie $ciste wszystkich
warunkow brzegowych nie ma istotnego znaczenia z technicznego punktu widzenia,
Oznaczajac lewe strony réwnan (6.2) przez F, (s) i F, (s) zadamy, aby

{6.5) szI () w(s)=0, fZFZ (s) D(5)=0.

Podstawiajac (6.3) 1 (6.2) do (6.5) nzyskamy uklad réwnan algebraicznych wzgle-
dem niewiadomych w, i @,. Jak wiadomo, bedzie on jednoznacznie spelniony, gdy
zniknie wyznacznik tego ukladu, co jednoczesnie odpowiada kryterium statecznosel.
W myél tego uzyskamy ostatecznie

. C
BB (@) i By (o)t

(6.6) A (0)+A, (o) 0”45 (6) n*

gdzie :
410 f { { YACE ﬁv(S)] sin - (s—s.) + [ﬂs(S) - 15‘5(3)]
w n
% COS {s— sl)} sin 7 (s—5,) ds,
0= [ {105 ~pew)sin Fo—sa - = 2 so}
2o —f 2) 73 6(8) | sin—(s—s1)— B4(5) cos 7 {(s—5¢)
T
x sin T(s—sl) ds,

S3 -
A (@)= f B () sin® — (s—s,) d,

7'62

sz{nz[ . _ ] 7 zd_ 72
Bl(a):f 7z “[2“061(5')—‘23(3) 5137(3“31)+T[m4(5)_17“z(3)]x

7 i
x €08 (s— sl)} sin T (5-54) ds,
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{Feo-aolafem-Tuomt e
Bz(cr):f s () =as(5) | sin (5 0) = 0 () eos (s 5,)]

7
% COS (s—5) ds,

4

" 12
v SIn? £,

= .
By (o)= J tyq (8) 8in? T {(s—s)ds, C= i

L1

Rownanie (6.6) jest poszukiwanym réwnaniem statecznosei, Jak widaé, obcigzenie o
wystepuje w tym réwnaniu w spos6b uwiktany. Obcigzeniu krytycznemu (oznaczo-
nemu przez o,) odpowiada najmniejszy rzeczywisty dodatni pierwiastek réwnania
(6.6) przy optymalnie dobranym parametrze ».

W obliczeniach numerycznych postuzono sie elektroniczna maszyng cyfrowy
MINSK 22. Lews strone réwnania statecznosci (6.6) oznaczono przez F(o); w ten
sposob uzyskano funkcje jednej ziniennej i jednego parametru ». Przyjmujac kon-
kretne wymiary powloki, oraz oblerajgc szereg wartosci o, wyznaczono odpowiada-
Jjace im wartosei funkeii ¥ (o) przy n z przedziahu [1, 20]. Wykonanie wykresu we
wspolrzednych F (o), 6 umozliwito znalezienie miejsc zerowych funkcji F (o),
co oczywiscie odpowiada rozwiazaniu réwnania {6.6). Przy obliczaniu calek postu-
ZONO si¢ numeryczng metoda Simpsona z automatycznym wyborem kroku calko-
wania. Calo$¢ zaprogramowano w autokodzie MAT-4.

7. PRZYKLAD LICZBOWY I WNIOSKI

Do obliczen przyjeto rodzine powlok o nastepujacych parametrach: s, =84 ¢,
Sy=127cm, F=1,082086, E=2.10° kG/em?, E®©— 1,9.10%  kG/em?, &=1/3,
Parametry te przyjeto jako stale, a obliczenia wykonano dla dziesigeiu powlok o gru-
bosciach zmieniajgcych sie od 4= 0,45 cm do #=0,9 ¢ co 0,05 cm przy wspdlezynni-
ku Scifliwosci v=0,5 (material nieicisliwy) i v=0,3 (materiat $cidliwy).

Jak juz wspommiano, pod pojeciem obcigzenia krytycznego oy, kryje si¢ minimal-
na warto$¢ o* (spoéréd obliczonych dla réznych n) dla danej powloki. Rysunek 2
przedstawia wykres krzywych zaleznoéci miejsc zerowych funkcji F () (oznaczonych
o) od parametru n dla wyzej przyjetych danych. Minimum kazdej krzywej okreéla
obcigzenie krytyczne oy, oraz ilosé péfal n na obwodzic odksztalconej przy wybo-
czenin powloki. Aby mieé mozliwosé ustalenia obcigzenia krytycznego dla powtoki
o dowolnej grubosci w badanym zakresie, sporzgdzono wykres 3. Kazdej krzywej
na tym wykresie odpowiada inna liczba #. Obwiednia wszystkich krzywych okresla
warto$¢ obeiaZenia krytycznego. Wykres 4 pokazuje rozbieznodei jakie zachodzy
pomiedzy obeigzeniem krytycznym przy przyjeciu materiatu dcisliwego i niedci§liwe-
g0. Z analizy numerycznej zagadnienia wynika, Ze w miare wzrosiu grubosci powloki
obcigZenie krytyczne wzrasta i to w sposob zblizony do liniowego. Z wykresu 4
wynika, ze dla powlok o grubosciach $cianek wigkszych réznice obeiazed krytycznych
przy v=0,3 iv=0,5 sq mate, natomiast zmniejszenie grubosci 4 powoduje nieliniowy
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wzrost tychZze réznic. Spowodowane to jest najprawdopodobniej rozZwojem procesu
uplastycznienia materialu w miarg wzrostu obcigzenia powlok przed utraty statecz-
noscl. Zjawisko to pokrywa sie w pelni z badaniami przeprowadzonymi nad powlo-
kami eylindrycznymi [6]. Zmiana grubosci powloki nie wplywa w sposéh zasadniczy
na ilo$¢ péifal 2n (wykres 3).

* KO
o

5%=5"h) g“%/ W‘
| o kS ST
A..,EST_ // b
254 A .
a4 " A | L
%’/ L~ d\%ﬁ\ P
= 59— s |
. | ]
B 32%] e // .
Y04
a5
31 -
27
23
.
15 -
LT, tincomprassivle | ||
R = maferigl
Lo

ki) 2 9 ) (il n

Podstawowym celem niniejsze] pracy bylo uzyskanie zaleznosci umozliwiajacej
wyznaczenie obeigzen krytycznych powloki w kszialcie stozka dcictego poza granicg
sprezystosci materiahu, uwzgledniajac Scisliwosé materialu. Ostateczne réwnanie
(6.6) zawiera szes¢ funkcji podstawowych 4, (0) i B; (), danych w postaci poje-
dynczych calek zmiennej 5. Poniewaz funkcje podstawowe maja doéd Ztorong postad,
nie podano wyznaczenia ich explicite, lecz przeprowadzono obliczenia NUMeryczne.
Mimo iz rozwigzanie nie zostalo podane w formie zamknietej, korzystanie z niego
nie nastrecza trudnoéei ze wzgledu na gotowy program obliczen numerycznych na
maszyng cyfrowg. W tym miejscu nadmienié nalezy, Ze zwigzki sfuzqce do obliczenia
sit krytycznych w stanach pozasprezystych dla plyt i powlok wediug dotychezasowych
prac réwniez nie pozwalaja na wyznaczenie poszukiwanych parametréw wprost, lecz
jedynie metoda kolejnych przyblizefi. Obliczenia mumeryczne wykazaly, ze podana
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pracy zalezno$¢ moze stuzyé rowniez do obliczenia sit krytycznych dla powlok

sprezystych, byleby przyjeta tutaj charakterystyka (5.3) niewicle odbiegata od prostej
aproksymujgcej stan liniowo-sprezysty dla danego materiatu. Calo$é analizy pozwala
na stwierdzenie, Ze przez przyjecie konkretnej charakterystyki materiatu mosna w po-
dany tutaj sposéb rozwigzac szereg problemdw pozasprezystej utraty statecznosci
powlok o niejednorodnym rozkladzie naprefen. W dalszych badaniach nalezatoby
zastanowi¢ si¢ nad zastosowaniem teorii plastycznego plyniecia Prandtla-Reussa.
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Pesrome

VCTOWYIMBOCTE KOHMYECKOM OBOJIOUKH 3A MPEAEJIOM YIIPYIOCTH

B pafoTe BhiBefeHLl 3ABECAMOCTH, ONWCHIBAIONIAE NIOTEPI0 YCTOMYHBOCTH 0DOOYEW 33 mpe-

JenoM ynpyroctu. PaccMaTpupaeTes 0bONOYKA B BMAES YCEYEHHOTO KOHYCA.
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3amaua CBeJeHa K CONpMKCHHON cUCTeme A heperHANLHEX ypaBHeHHH B YACTHBIX Ipow3-
BOOHBIX METBEPTOTU NOPAKKA ¢ DEPEMEHHBEIMM KOIGdHIHEHTAMA. Paccyxmenus HCXOAAT w3 (u-
SHIECKHX YPABHECHAN AedopManvoHHON TeOpHHM TNACTHYHOCTH Tenku-Hazas, ¢ yyeroM cxmma-
MOCTH MaTepuala ¥ 1IPH WCHOJIL30BAHHM ITOHATHH BO3pacTaromei Harpysku moo Hlennw-PaGort-
HOBY. MICKOHHEIC YpaBHEWHA e YIPOUIGHLL, a MORYIH YIPOUHEGHUA CEBA3AHEL 3ABHCHMOCTSIME
€ ICOMCTPHYCCKHME APAMETPAME OCHOBNOH NOBepXIOCTH oBOMOTRY.

Ilo meTomy opToroHaywzamey PEIICHBL M YHCHIEHHO PACCYHTANLL HIKHHE KPWTHYCCKUE HAT-
PY3KH JULL HEKOTOPOro cryvas ceoBOAHO owepToit ofoioyky, BCECTOPOEHAC HAMPYXKCHHOH PaBHO-
MEPHBIM HABIICHEEM,

SUMMARY

STABILITY OF A CONICAL SHELL BEYOND THE ELASTIC LIMIT

In the paper arc derived the formulae describing the loss of stability of a shell having the form
of a truncated cone and deformed beyond the elastic limit. The problem is reduced to a system of
partial differential equations of fourth order with variable coefficients. The considerations are
based on the physical relations of the deformational plasticity theory by Nadai-Hencky, which
takes inte account material’s compressibility and uses the concept of the Staniey-Robotnoy increas-
ing load. The fundamental equations are not simplified and the hardening moduli are assumed to
depend on the geomefric parameters of the shell,

Using the orthogonalization method, the lower critical loads are determined and numerically
calculated in a cortain case of simply supported shell subject to uniform pressure.
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