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DRGANIA WYMUSZONE BELKI I PEYTY
NA PODLOZU ODKSZTALCALNYM W.ZAKRESIE LEPKOSPREZYSTYM
POD OBCIAZENIEM RUCHOMYM

WACLAW SZCZESNIAK (WARSZAWA)

1. WSTEP 1 SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

W pracy rozpatruje sig belki i plyty z materialu lepkosprezysiego typu Voigta lub
Maxwella. Belki i plyty spoczywaja na jednoparametrowym podiozu lepkospre-
Zystym typu Voigta w ujeciu Winklera. ObcigZenie w postaci sily slarpionej (bez
masy) przesuwa sig ze stala predkoscia, wielkos¢ sity skupionej jest ustalona. W pun-
kcie 3 zaklada sig, e po belce przesuwa si¢ masa skupiona, ktorej cigzar i ruch pio-
nowy przekazuje si¢ na belke za posrednictwem sprezystego tacznika.

Rozwigzania problemu przedstawiono w postaci szeregu funkeji o rozdzielonych
zmiennych. Funkeje odnoszace sig do zmiennych geometrycznych spelniaja réwnanie
rozniczkowe drgaf swobodnych ustroju (belki lub plyty) i tworzg ukiad zupelny
funkeji wilasnych. Funkcje czasu spetniaé musza niejednorodne réwnania réinicz-
kowe zwyczajne drugiego lub trzeciego rzedu (w zaleznosci od przyjgtego modely
ciafa lepkosprezystego) 1 okreslone warunki poczatkowe ruchy. W przypadku masy
przesuwajacej sig po belce doprowadzono problem do réwnania catkowego Volterry
Il rodzaju. llustracje liczbowa rozwiazaft podano w punkeie 5. Rozwaza sic w nim
piyte kwadratows o brzegach swobodnych, po kidrej wzdluz osi symetrii réwno-
legtej do krawedzi przesuwa sig sila P z predkoscia V. Do znalezienia funkcji wlasnych
zastosowano sposob réznic skoficzonych. Modele Voigta i Maxwella, ze wzgledu
na swa prostote, opisujg wlasnoéei reologiczne ciat rzeczywistych w sposéb przybli-
zony, tym niemniej stosuje sig je w okreslonych przypadkach. Nawierzchnie i po-
dloza komunikacyjne odpowiadaja na ogdl skomplikowanym, czesto nieliniowym
modelom o cigglych widmach relaksacji (komprymacji). Przyjecie w opracowaniu
dwuy najprostszych modeli jest uzasadnione znajomodcig stalych materiatowych,
ktére sa juz dosé dobrze okreslone na podstawie wielu doswiadezed i pomiaréw
. W naturze. Praca niniejsza nawiazuje do {30], gdzie rozwazono (rys. 1) drgania wy-
muszone belki Voigta na podlozu odksztatconym, i jest jej dalsza kontynuacija.
Bogata juz literatura rozwazanego zagadnienia [32] nie uwzglednia w dostatecznym
zakresie thumienia. Niemniej jednak nalezy podkredlié, ze uwzglednienie tlumienia
liniowego {48] wnosi komplikacje natury przede wszystkim rachunkowej, funkcje
bowiem wlasne problemu brzegowego, przy Jednorodnym rozktadzie tlumienia,
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sq takie same jak dla przypadku bez thumienia. Komplikacji ulega wéwczas jedynie
réwnanie rézniczkowe, okreslajace przebieg zmian postaci drgag w crasie,

Rys. 1. Dynamiczny schemat beiki lepkosprezyste] o wolnyeh koscach na podlozu odksztal-
calnym pod obcigZeniem ruchomym

2. DRGANIA WYMUSZONE BELEK O SKONCZONEI DLUGOSCI I WOLNYCH KONCACH
NA PODLOZU ODKSZTALCALNYM

Rozpatrzymy drgania belki o wolnych koficach, ktérej material odpowiada
modelowi ciata fizycznego typu Maxwella (rys. 2). Jak wiadomo [34, 351 36] dla tego
modelu mamy zaleznoéé

. 1. i
(2.1) £x=E;-x+?ax.
Z, wytrzymatoéci materialéw znane 83 wzory
z 1 d?w d*w
o) = —_— = 0. zdd=Mx, =—FJ .
(2.2) &y 0’ 7 a2 ;!‘ Mx=—E. I

l:}Jﬂ )
Rys. 2. Model Maxwella dla materialu belki

Po uwzglednieniu (2.2) oraz po dwukrotnym zrézniczkowaniu (2.1) wzgledem x
otrzymarny

Fwx, ) 1 PMx 1 9 Mx
ox*dt E axPar 'y ox?

Z kolei rozpatrujge réwnowage dynamiczna nieskoficzenic malego elementu
preta drgajgcego poprzecznie moZemy napisaé
& Mx FPw(x, 1) ow(x, 1)

ztm p £

Ix at at

(2.3) —Jx

COR

T+hw(x, )=Pé(x—vt)
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Podstawiajac (2.4) do (2.3) otrzymamy poszukiwane réwnanie problemu:

FPw(x, f) e B wlx, t) ( |‘ E) *w(ix, 1)
{2.5) EJ_ Fyeyy e P 7l e -+

E dw(x,t) E
-+ k+;p —

E d
P ?kw (x, 1) W?Pb {x—ot) %—E [Pé(x—wt)].

W réwnaniu (2.5) zastosowano nastgpujace oznaczenia: w(x, ¢) oznacza ugiecie belki

lepkosprezyste], © czas relaksacji w modelu Maxwella, T=n/E, EJ sztywno$¢ gietna

belki, #1 mase jednostkowa belki, &k wspGtezynnik podioza sprezystego, p wspdlezynnik

tumienia lepkiego w podlozu sprezystym oraz & (x—ot) funkeje Diraca.
Poszukujemy rozwiazania problemu w postaci

(26) W(X, t)': Wl(xa t)+w2(x: f,

gdzie wy(x, 1) jest catka ogélng téwnania jednorodnegé oraz w,(x, t) calka szczegdl-
na réwnania (2.5).
Przyjecie cafki ogdlnej réwnania jednorodnego w postaci

@.7) Wi D=, XX T,Q0),
prowadzi do rozdziatln zmiennych:
2.8) T+ AT, (0+BT,()+CT, (=0
oraz .
2.9 ' XV()—Ar X, (0=0,
gdzie ‘
- Iy I -~ g . 1 ~ kK
(2.10) A_(/H—T)m, B:(k+T +wnmlﬁ), C_n'?Ef;r'

We wzorze (2.10), , 7 oznacza czas relaksacji modely Mazxwella, X, (x) znormowana
funkcje wilasng zagadnienia brzegowego wyznaczang w [30] oraz

2 -
: 4 Wo'l
(2.11) =

Calke ogdlng réownania mozemy podaé w postaci

(2.12)  wy(x, )= Z’ X,(0) [Cre™ "+ e~ (Cy cos ny t+Cy sinm, 1)] .
n=0aQ

Na podstawie (2.12) nalezy stwierdzié ogdinie, ze drgania swobodne odbywaja si¢
dookofa potozenia «réwnowagi reologicznej» i bardzo szybko zanikajg.



458 WACLAW SZCZESNIAK

Zajmiemy sig calkq szczegdlna réwnania (2.5). Obcigzenie zewnetrzne i przemiesz-
czenie rozktadamy w szereg Fouriera wg znormowanych funkcji wlasnych zagadnie-
nia brzegowego:

waln, )= M T,(0 X, (%),

n=1
906 O=Po(x—ot)=if D f,(NX,(x—vt), Jjesli O<x <1,
(2.13) n=tI
g(x, 1}=0, jesli x>1{;

d ( 1) a ) J o :

A=

Podstawienie (2.13) do row-enja {2.5) prowadzi do réwnania

i ' p
pt— kb
@14 T +r——— Ty | —— 4
m 157

. k 1 .
T(z)+5 T() = ?ﬁ, -1, .

17

Po wprowadzeniu oznaczefi

.. r
. P T _ k- T EJ _ k
2.15) A, =— Bi=—— =D

. — L —
mo it "o m

réwnanie (2.14) mozemy napisaé nastepujgco:
v e w - . - i .
(2.16) TO+AT,(0-+8,T.(0)-+-C, T, O =""fit) +£Q).

Funkcje £, (#) mozemy wyznaczy¢ z wartnku ortogonalizacyjnego funkcji wiasnych
W przedziale (0, 1):

1o 1
o S =— f 9060 X, () dx = PX, (ur),

, .
f"(f) *;—Z'PXI(T)Q-
Po uwzglednieniu (2.17) réwnanie (2.16) znajdziemy

e I _ . _ P
@18) T+ A, Ty )+ B, T (6)+C, T,(1) = — o [La(ehd,or - cos 2,00) +

+L3shd,vi+4-L,sinl,wt],
gdzie

n AH

1
(219) LI:LZI (“'—Anﬁ,“ﬂ), L3=_/1uv_l; L3=ﬁjlw—m,
T T T
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Przewidujemy, Ze rozwiazanie szezegolne réwnania (2,18) ma postac
(2.20) T(1)=K chd,vt+K, cos L, vt K, sin vt K, shi,t.

Stale K, K,, Ky i K, wyznaczamy z warunku spelnienia przez rozwiazanie (2.20)
réwnania ruchu (2.18). Ukfad réwnan, z ktérego obliczamy wspétczynniki K, — K,
ma postaé:

PrL. _ _ . _
:m\; =K(d, 570 -C))+ K (A2 o3+ 4,08,),
PL, e N
AN =KAC = A A0 K (— A0 B, A, 0),
2.21
@.21) e o
W=Kz(ﬁ"@ =B, L, Ky (C -4, 4207,
PL, _ .
mi, :K] (‘2_,‘?’@34_’3} AJI?))+K4(CI+A1 j’f VZ) ‘

Po rozwigzaniu (2.21) wrgledem K 1 — K,y otrzymamy

P LA A0 C_1)+L4(lg‘v3+f?1 A?)

K= MmN, — (A 2l 0?4 CH+(2 w3+ B, A0
o P LG — A W0 Ly(— A0 1B, A0)
B IﬁNn _(C—I_A—1 ’131‘12)2—'_(‘?1 ln.v)z—.(/lﬁwﬁwg
2.22) _ .
P Ly(Cy— A AJ o)+ Li(43 o3 —B{,v)
AN, (Co— A, 22— (B, ho— 23wy
P LA v’ LBy o) Lu(C o A, A207)
YmN, (0 L,eB (G4, ety

Ostatecznie catke szczegdlng wyrazimy nast¢pujaco:

<O
(223)  wylx, 1) = Z Xo(x) (Ky ch 2,06+ Ky €08 4,0 14 Ky sh Ay ot+K, sin 4, vf) .

H=0

Analiza wzoru (2.23) wykazuje, ze amplituda drgan wymuszonych rosnie w tym
przypadku ze wzgledu na rosngce funkcje ch Aqvt ish ot Wspdlezynniki K| i &,
$8 16zne od zera, Wzrost ten jest ograniczony czynnikiem o7, ki6ry musi byé mmiejszy
od 7 (przy x=wt=1sila schodzi belki). Do powyzszego rozwigzania poprawnego
dla n=1, 2, ... nalezy doda¢ rozwiazanie dla przypadku n=0, =0 (rys. 3). Jak
wiadomo, wéwcezas
ko ko ki

gdzie M oznacza mase calkowita belki.
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Funkcja whasna unormowana dla tego przypadku ma postac

Calka szczegdlna upraszcza sie w tym przypadku; nalezy jeduak na miejsce m
podstawié M '

t

(2.24) all) = f === in ot — &) dE
) . ' ? {M51n=0 3 0 )

Rys. 3. Efekt brylowy Ef=cc dla belki o wolnych kotcach na podiozu odksztalcalnym

Rowniez wspdlezynnik ¢ ma w tym przypadku trochg inna postaé. Po rozwig-
zaniu tej prostej catki otrzymamy ‘

(2.25) wy(t) = £ (1 e o8 @t — et Ak sin o, t)
g 2 Ma}é o @, ol}.
Wspolezynnik u; ma teraz postac
A . ki A
(2.26) 2i :E—I-{Ta) Jozo —ﬂ—f:H

1 nie zalezy od wlasnoici reologicznych belki.
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W omawianym przypadku ze wzgledu na specyfike funkeji whasnej X, = 1/I wyste-
puje oprécz symeiryeznej réwnies antysymetryczna postaé drgan. Zaktadamy, Ze
przemieszczenia poziome punktéw osi belki sg réwne zeru, Antysymetryczny przy-
padek drgania dla powyZszego zatoZzenia mozna opisac jednoznacznie jedna dodatko-
wa wspllrzedng katowa:

i
@2 0, Dhema =250 ) ).

Brakujace réwnanie dla wyznaczenia kata ¢ () oirzymamy z warunku M, =0,
napisanego dia dynamicznej réwnowagi rozpatrywanej antysymetrycznej postaci
drgania (rys. 3b). Oto réwnanie:

7 /
03 [k [wz(t)-l-(——x)q)(t)] x| dd+
[rfro{z-x)e0)(z-+)
/
+ f (———x) 7 [wz(f)+(7—x)q)(t)] dm -
I 1
-+ f,ul( —x) r wy(t)+ (ﬁmx)go(z)]dA=P(—2—-x).

Po pewnych uproszczeniach réwnanie (2.28) ma postaé:

() dco() P (f )
: e 1) = -
{2.29) o +2u,—to?p ()= 7. |43
gdzie
: Iy kg, _
Hamh L T, S,

Catka szczegolna réwnania (2.29) ma postaé

Perat / L
(2.30) (1) = fe””“ (7~Vé)smm¢(rmad¢.

S im @
™ (uo

Po rozwigzaniu (2.30) otrzymujemy

P ! sHat " Sitzt o .
‘(2.31) gg(t):;f,-&m B 1—é"'cosem,t—@ o, sinw,t [+
2,  wi—2u43 2p _
V- [t_ 22 - _e“2‘51nw -+ ,u2 e " cosw, 1] (.
w; W, W, w,

Wzér na predkos¢ krytyczng dla «efektu brylowego» ma postaé nastepujaca:

feog
kr n

o

Rozprawy Inzynierskie — 11
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a po nwzglednieniu thumienia w podlozu

o =loJ0

kr

Rozwigzanie przytoczone odnosi si¢ do przedzialu O<t<lfV. Z chwila, gdy sila
opuscila belke, to znaczy dla > J/¥, odbywaja si¢ jeszeze drgania ttumione, kidrymi
ne bgdziemy sie zajmowali.

~ Analiza rozwigzania przypadku n=1,2, ... doprowadza do wzoru na predkoéé
krytyczna obcigzenia:

1 o/ MEF & p
(2'32) Vkrn =W}H e ——

i m T

3. WPLYW MASY OBCIAZENIA RUCHOMEGO NA DRGANIA BELKI LEPKOSPREZYSTEY
' NA PODEOZU ODKSZTALCALNYM

W punkcie tym jako dynamiczny schemat pojazdu przyjeto mase skupiona na
sprezynie o sztywnosci S [Tfm). Zadanie polega na znalezieniu ugiecia belki jako
funkeji wspélrzednych w czasoprzestrzeni (rys, 4.

Tear | -

Rys. 4. Schemat dynamiczny dla przypadku uwzglednienia masy pojazdu

Wprowadzajac wspotrzedne bezwymiarowe &= x// i T=vtfl, wyrazimy przemiesz-
czenie preta w zaleznodci od dowolnie rozicionego obcigzenia ¢ (&, ¥) {rys. 4):

T

P X,.(vf)f

3) Wiy = el
BD ey my e o
n=0

1
q{l (éOJ E0) Es'n {(%_ %O)+Ns-n (%_ %U)} dEOd{;’O H

[C ]
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gdzie B,=w, IV otaz
Vﬁti

P~ -
_ ey (T—Tp)
F, (T — To) =g " - ['"T sin Ba (T To) Mycos B, (T TO)]

(3.2) o
o — Ik — (T~ - -
N, (z—15)=m, e v [cos Ba(T—10) + ﬁ sin B, (7 ro)] .

Jezeli obcigzenie przedstawia poruszajaca si¢ sita skupiona (bez masy), to dla mo-
delu materiatn belki i podloza typu Voigta otrzymamy rozwigzanie 30 1 32]
f

-
=) _ﬂn?f

P
N PR s e ACE

— - ( H'"l"qn)
1—A @, € ’ (ﬂu"l“r/n) sin ﬁn T+ CU,, cos ﬁn
o 2102+ Fon)?]
- Gt ) 5% ( Ysin .5 3, 008 .2
] —ln— @} SIN O, T— (D, COS ¥
(LA -

2 [CT);? "i— (.Iun - OCn)2}

, - -
By ¥ T l — CU,,+ o l - . — CO,[+ Oy -
. le ~8in « T+ CoSa, 3 T]—sin Bpt————cosf, T

+ "y Ho e n
2{pi (o, +a)?]
Hri"“; . l - CB ==y l — E)i'! &
wle V lsing,—7+ " cos Uy T)—sin f, T —————cos §, T
. 4 - V FI _
2 [luyzl +(C{),, - ‘7‘?:)2]
Iy ,E_ T I _ 5,,—!— Oy ! _ — 5+0€,, . .
e Vo \coso, T4 ———sina,— 7)—cos B.t+ sin i, t
p v Hn 4 Hu -
" ' 2 [piA- (@, 4, )]
Hy i T l - 5n CV,, . I s O’lt
tle ¥ {cosa, TITT sino, — 7] —cos B.7 —i————*ﬂ sinf,t

2 [Hra + (wr: - ‘zn)Z]

W dalszych rozwazaniach bedzie nas interesowato ugiecie belki pod dzialaniem
sity skupionej, tj. dla &=7. Przyjecie zalozenia, Ze belka jest sprezysta i wolnopod-
parta prowadzi do znanych rozwiazad S. TIMOSHENKT [1 i 2] lub Z KACZKOWSKIEGO
{15].

Wreszcie gdy po belce przesuwa SiQ ze stalg predkoéeia sifa dowolnie zmienna
w czasie P (z), to na podstawie (3.1) mamy

R0,
(34) W (éj T) ———‘17 ;—— fP(T) ‘Yn (TO) {Fm (T TO)_"Nsu (T TD)} dTO
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Sitq P (1), dzialajacg na belke, jest sita w sprezynie (resorze) pojazdu. Site te mozna
przedstawié w postaci sumy dwdch skladnikow:

(3.5) PD)=Mgt+Y(7).
Pierwszy z nich Mg oznacza cigzar wlasny pojazdu (g jest prey$pieszeniem ziem-
skim), a drugi Y (%), jest dodatkowa silg wywolang skracaniem si¢ lub wydluZzeniem

sprezyny. Podstawiajac teraz 7 na miejsce & do (3.4), otrzymujemy ugiecie belki
w miejscu przylozenia dowolnie zmiennej w czasie sity P (7).

' o x@
I O G R N v RO AR

n=>0 0
X {an (E'— EO)+N¥M (:"‘:_'EO)} drO )

Rozpatrzmy z kolei mase skupiona (rys. 5), na ktdérg dzialaja nastgpujace sily:
cigzar wiasny Mg, oddziatywanie sprezyny P (7) i sila bezwladnodci — Mg d° w,,/df>.
Zespdt tych sil powinien spetniaé warunek réwnowagi dynamicznej:

d*w, .
(3.7 ~M— =+ Mg —P[@)=0.
d®w,,
Mt
P(7)

Rys. 5. Rozklad sit dzialajacych na mase skupiona

Wprowadzamy i tu bezwymiarows wspdlrzedna i po wykorzystaniu zwiazku (4.5)
dochodzimy do nastgpujgcego réwnania rozniczkowego:
Pwu(v) P ¥

dir  Me? -

{3.8)

Uwzgledniajac warunki poczatkowe ruchu masy skupionej

- Mg dw,.(0)
(3‘9) W (0) _T 3 d% ":Oa

catke réwnania rézniczkowego (3.8) przedstawimy nastgpujgco:

Mg !

(3.10) Wa@=—g 3 | G-T0)¥ Go)dFo.
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Znamy juz teraz przesunigcie dolnego konca sprezyny w, (7) i gdrnego kofica
Wa (7). W obu réwnaniach, kidre te przesunigcia opisuja, pozostaje jednak jako
niewiadoma wielko$¢ sity ¥ (7). Niewiadoma te wyznaczamy z warunku, e réznica
migdzy obu przesunigciami jest proporcjonalna do sily w sprezynie:

Y (%)

(3.11) g SWa@-m@, &=t

Po podstawieniu (3.10), (3.6) i (3.5) dochodzimy do nastepujgcego réwnania cal-
kowego typu Volterry, drugiego rodzaju:

(3.12)

f Y @) K@, o) drg=SF(),

ktorego jadro K oraz wyraz wolny F zawieraja nieskonczone szeregi:

(3 13) K(T TO) T— TO —I—; 2 " (E) X: (%O) {an (%_ %0)+Nsn (E_ ?0)} ]
n=1

(3.14) F(@)= - Mgwg (1),

gdzie wy (1) okreSlone jest wzorem (3.3) pod postacia szeregu nieskofczonego.
Z tego tez wzpledn metoda iteracyjna nie bardzo nadaje sie do rozwigzania réwanania
(3.12). W tym miegjscu zwrdcimy jeszcze uwage na fakt, ze (3.3) mozna przedstawié
czgéciowo w postaci zamkiigtej. Dla belki liniowo sprezystej swobodnie podpartej
zrobit to Z. Kaczxkowskl [14], wykorzystujac idee metody nakladania ugieé a Z. Re1-
PERT [26 i 27] rozszerzyl na inne przypadki belek.

4. DRGANIA WYMUSZONE PLYTY NA PODLOZU ODKSZTALCALNYM W ZAKRESIE
LEPKOSPREZYSTYM POD OBCIAZENIEM RUCHOMYM

W tej czgéci pracy rozpatrywal bedziemy plyty o skoficzonych wymiarach,
ktorych material odpowiada reologicznemu modelowi Voigta. Plyta spoczywaé
bedzie na podlozu typu Voigta w ujeciu Winklera, Wprowadzamy dodatkowe
upraszczajace zalozenie

G
@.0) | —=n

E
gdzie G oznacza wspdlezynnik sprezystosci poprzecznej, modut odksztalcenia posta-
ciowego materialu plyty, E wspolczynnik sprezystosci podtuznej materiatu plyty,
7, wspdlczynnik lepkosci poprzecznej (przy Scinaniu) plyty oraz # wspdlezynnik
lepkosci podluzne] (przy rozciaganiu) plyty.
Poprawno$¢ zalozenia (4.1) potwierdzaja do$wiadczenia wykonane dla wielu
-materiatéw konstrukeyjnych. [24 i 46], a jego przyjecie znakomicie upraszcza rozwia-
zywanie problemu drgan plyt lepkosprezystych.
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Sily wewnetrzne w piycie wyrazajq sig nastepujaco:

( ;] )(azw Bzw)
M= —D(1+e g )\t

a\[P?w a*w
M,=-D 1—{—': 3,24“1’—3—;2",

4\ d*w
Mxr=M}'x= -D (1 —V) (1+T) axay N
3 d
Q,=— (I—I—r )Vzn ,
4.2) 5 P )
0,= —Da)(l+‘r‘5;’ Viw
J\ *w
AM—ZD(I—v)(I—l—r- ) o

3 ( g )[3214) : Bzw]
Vx= a 1+T P 2 (2_1’) ayg L]

(e 2)[22 a
Vy=—.p§; 147 ot | o (2_‘))—536_27-

Jak wiadomo [32} réwnanie réwnowagi dynamicznej plyty na podiozu odksztat-
calnym przy poruszajgcym sig obcigzeniu réwnoleglym do osi x jest nasigpujace:

aw(x, y, t)] m Pwix, 6y
t;.
43 VvV [w (x,3,8)+1 e + D pye

paw(x 1)
D ot
Zajmiemy sie przede wszystkim rozwigzaniem réwnania dla schematu statycz-
nego plyty podanego na rys 6. Przyiecie rozwigzania w postaci

P
“-—W(x,y, t)*—"é(x v1)6(y—Yo) -

(4.4)  wlny 0= Z }j Wi 0%, ) Ton (85
m=1 p=1
prowadzi do rozdzielenia zmiennych:
(4'5) V4I/V,,,," (xa y)“z::'], n I’V;,,,,,(.X, J/‘):O
(4'6) i,,,,,(t)+2ﬂm’,l Tm,n(t)+m;2n atmn (t) 0,
gdzie
CO(z) m, ./ —_ — k
’I]”::Lx o D s Q),?,!“:CO?) m, i'l_#:ﬁl,u! wtz) H, rt=m3=,n FHE:
P kt

s P . KT
(4'7) 2ﬂm,n - i +TC‘90 N znuﬂ!, L] i _“ Twm, n 7 .
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Jak wiadomo, drgania swobodne opisane réwnaniem jednorodnym (4.3) maja
postac

[o=] oo 7
el 1 0= D1 D Wi (5, )€ 0 (4,808, ot +ByCOS By (1),

m=1 n=1

D=\ z\2] | nx\2  [mx\?
[wolmer = ]/"]%‘ [(a) —|“(?) J, Ai,n:(‘?) +(_b_) .

n=1
/ y
Zl
e
# D,p.t=const
£ "/

(4.8)

Rys. 6. Plyta lepkosprezysta swobodnie podparta na podloiun odksztalcalnym pod obcigzeniem
: ruchomym

Znormowana funkcja wlasna zagadnienia brzegowego jest nastepujaca:

4.9 VT . hmx  mry
() mn,n(xay)= ab sSin P sin b

Poszukujemy obecnie calki szczegdlnej zagadnienia; przemieszczenie i obcigze-
nie rozkladamy w tym celu w szereg wg funkcji whasnych zagadnienia brzegowego: -

w069 1=) 3 N W5, DT,

(4 1 O) ]::i:o"u::oc
g9, 3,0=m 3 3 fu ult) W (x, ).

m=1 =1

Funkcje zmiennych geometrycznych speiniaja réwnanie rézniczkowe drgaf swo-
bodnych ustroju belki i tworzg uktad zupelny funkcji wlasnych. Funkcje czasu spet-
ni¢ muszq w wyniku zalozenia (4.10) nicjednorodne réwnanie rézniczkowe zwy-
czajne drugiego lub trzeciego rzedu (w zaleznosci od przyjgtego modelu ciata lepko-
sprezystego) 1 okredlone warunki poczgtkowe ruchu.

W przypadku naszego zadania réwnanie niejednorodne ma postaé

(4- 1 1) j.-;rr, n (t) +24um, n Tm. n (t)_i_a)s;, u Tm, H (t) =Sm,n (f) .
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Po rozwiazanin (4.11) otrzymamy funkcje
(4'12) Tm, n (t)= eiﬂm.“ [(Dl Ccos 5??1, R t+D2 Sin 5:ul, n t)+ -

1/ 1 AR o
4= f @ Hman(t—=8) [71_: f f g{x, y, OH X0 () ¥, () dx dy] sine,, (t—&EdE,
0 o

mm, n
Q

I/V,,,,,,(X, J’) = -.Xm (x) Y, (y) .

Biorge pod uwage warunki poczgtkowe otrzymamy

wi(x, 3, 0=w(x, y, ) —w,(x, 3,0
“.13) .1( y ) _( 7, 0) .( y )’:>D1=D2=0.
w1(x,y,0)=w(x,y,0)—ws(x,y,0)

Po wykonaniu przejécia granicznego mozemy poda¢ wzor na funkcje £, , (¢):

17 P
1) fun@=— [ [ 4620 Xu() 1, 0) dx dy =" X,(00) V().

Rozwigzanie réwnania niejednorodnego ma postad

@13 wi(xy0= - Z Z W (% ) V(o) f (=8
1]

m=1 n=1

* Xn(V‘f) Sin C(_)m’ n (I“*' é) div

Ostatecznie po uwzglednienin (4.9) otrzymujemy rozwigzanie zagadnienia:

4.16) ( )— ¢ ™Mt mrx | nmy | nmy,
. wix, y, )= E 2 sm—smmsm X
wlﬂ n b b
mkl =
u wrrl,11+°[rn . —_ a)m, T %m |
P, | €7 COS Oty £+ = sin o, £ | —COS @, , 1 +——sin Dy t
* u."!, n )um, n A
2 -~ 2
2 [ﬂ;rr,n+(wm—r1+°[m) 1
o wm, n%m — wm, a "
Han,uw | €77 "\ COS ttgy £ = —=——8iNat, |~ COS 0y, , I +———— sinmw,, ,¢
#Hl, n llﬁl, H -J

2 [#;};, n+ (5111, n c‘m)z]

Analiza rozwigzania (4.16) pod katem maksymalnych przemieszczen dopro-
wadza do rdwnan

(417) ﬂ:;,n—l_(am, rl+am)2: 0! ﬂfh n_f—(anl, n __Otm)z =0.
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Po 1ozwiazaniu (4.17) wzgledem o, mamy
(4.18) “£/2= - —m,r!_l__fﬂm,n3 “%{lztﬁn:,ni‘.iﬂm,n-

Modut o, jest okre$lony nastepujaco:
(4 }-9) (Otm) = ]/.u:,, u+ ﬁpii: =y,

Predkos¢ krytyczna bez uwzglgdnienia thumienia ma postad:

_ 1 4/#. D &k

(420) Vm, n kr=— — — 3
r m m

gdzie /=a.

Aby otrzymaé wzory na predko$é krytyczna z uwzglednieniem thumienia nalezy
wielkod¢ w,, przyrownaé do czefci rzeczywistej (4.18). Pomijajac wartofei ujemne,
wynikajace z «charakteru falowego» zagadnienia, mozemy napisad
(421) 0(.,":67)",,", K = =Hty,n-

Z réwnania (4.21) otrzymamy wzdr na predko$é krytyczna z uwzglednieniem thi-
mienia.

! I fp kty?
(422) Vm n ky=—or w,z" n __‘ﬂLTt’D; " *‘*:) .
: mn > 4 \in ' 7]

5. PRZYKLAD OBLICZENIOWY. ZASTOSOWANIE ROZNIC SKONCZONYCH

Ze wzgledu na pojawiajace sig trudnosei nie do pokonania przy wyznaczaniu
funkcji wiasnej plyty o wolnych. brzegach (rys. 7) zaproponujemy w kofcowym
rozdziale rozwigzanie przyblizone réwnania (4.5) przy zastosowaniu sposobu réznic
skonczonych.

/ X=vi /

Il / "4

i D=const. ,/ v
Al ey
£ ] . ’

S W)
g | /T ng,éﬁ
rS /

 §

 SAE LA kp/
a=4m

y z{

Rys. 7. Plyta lepkosprgzysta o wolnych krawedziach na podiozu odksztalcalnym pod obcigZeniem: |
ruchomym i
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Rozwigzanie problemu przy pominieciu drgan swobodnych zanikajgcych ma
postad

6D W, z)wfzz Wonu (5, J’)TN* f e (i, yo) x

m=0 n= o
x sin 5m, n (t=0) dE.
Wzorujac si¢ na monografii W. NowacCKIEGO [17], str. 328, wzdr 17, przepiszemy

rownanie (5.1) w formie przystosowanej do metody réznic skoficzonych: .

n—1 o i ¥

n—1 3
(52w, r)—— § wip M wee f e
B s Mﬂ i COM! i 5

r=1 n=1

x Siﬂ a’m,n (r_f) dé-

Przy zaloZeniu, 7e funkcje wlasne sa okre§lone numerycznie, po rozwigzaniu calki
w rdwnaniu (5.2) otrzymamy

5}!! e I t
r
(5 3) W(l Js t)_ E 2z A72 R —2 X
o (D(}m n m ] #m, Jl+wn;, n #m,n“g“wm, 2]
n— =1
% (fhyy, p S0y P4y, €OS @y 1) WU‘ h )
num, n 81 m, i m, n m, n P
k=1, 1=1 re=Eom=1

gdzie

—1 H—I‘
Now= D' D (WE 42, Ax=dAy=4.
k=1,I=1¢r=1m=1
Rozpatrzmy piyte betonowa o Wymiarach 4003400 x 30 cm®, spoczywajaca
na podioZu spreZystym o wspolezynniku sprezystosci k=4 kGjem?, Ciezar plyty
G=4x4x0,3x2000=9600 kG, cigzar wilasciwy betonu yu.=2000 kG/m3. Masa

catkowita plyty M =4x4x 0,3 x 2000 = 9600 kg. Masa calkowita plyty mozZe byé
réwniez obliczona inaczej:

G 9600 ,
= = og7 =979 [kGs?/cm].
M 0,3x4x4x2000
F 4x4

Masa jednostkowa plyty mi= =0,06 [kG/cm?]

Masg jednostkowa mozZemy réwniez obliczyé inaczej:

G 97

e —— 2 3 .
b7 2F 4005400 0,0000611 [kGs?*fcm?®],
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Logarytmiczny dekrement tlumienia w podiozu pod plyta drogowo-lotniskows
mozna przyjmowaé x=0,4 - 0,6. Zatem odpowiednie liczby tlumienia sa nastepu-

jace:

D . 0,0636

[ 1]K=0,4_"l/47ﬂ:2’w My D

[D)le=0,6=0,0952.
Czas opdZnienia v dla betonu jest dosyé trudny do analitycznego bezposredniego
wyznaczenia; zalezy on bardzo silnie jak wiadomo od temperatury, wilgotnosei
i sktadu-technologicznego. Tak wiec po dyskusii [32) ostatecznie zakiadajac cha-
rakter przyblizony mnaszego obliczenia przyjmiemy nastepujace dane:

k=06, 7T==500-10"% s, '
Zajmiemy si¢ le€raz wyznaczeniem czestosci kolowej drgar plyty. Zalozymy

pierwsza symetryczng postac drgan plyty. Plyte dzielimy na 36 czesed (rys. 8). W mo-

ay’
LA LA LA LA LA LA,
1 T
L7 6 &5 4 5§
SN o 3 lwe s
L
NP5 loN9 29w |5 b g
N A AN I A
L .
q 5 |ma ARG |-
<8 e 3 N s ¢ |
e I I N VI N AN LA - B
& Jla b e ld e
g |F lg b |

Rys. 8. Podzial plyty siatka ortogonalng na elementy

nografii Z, Kaczxowskieco [16] podano gotowe algorytmy dla punktéw lezacych
w poblizu lub na swobodngj krawedzi i na narozniku. Algorytmy te uwzgledniaja
warunki brzegowe (1). Wilasnosci wiasne zagadnienia brzegowego otrzymamy przy-
rownujac do zera wyznacznik uporzadkowanego ukladu réwnan rézniczkowych.
Macierz tego wyznacznika daje sig zsymetryzowad wzgledem giéwne] przekatne.
Oznaczymy przez X,=2A4 A* i przyjmiemy vy, =0,2. Rozwiazanic wyznacznika
przeprowadzono przy zastosowaniv elektroniczne] maszyny cyfrowej GIER, pro-
gram «obliczenie wartodci wlasnych macierzy symetrycznychy». Otrzymane dziewige

(1) W tym mieiscu nalezy zwrocic uwage na blad w [16] na stronie 414, rys. 12 ~ 13b w_punkcie
(r—2,p—1) powinno byé¢ 2—v, nic za§ 2 (2—v)}, a na rys. 12—13¢c w punkecie (¢, p) powinno by¢
(34v) (1), nie zag 5—v2,
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wartosci whasnych X, _, pozwala na okreslenie ze wzorna (5.4) dziewigecin kolejnych
czgstosci kotowych drgan swobodnych symetrycznych plyty:

X, D k
(5.4 oo,,z]/ .
. m(d)* " m
Czestosei kolowe podano w tablicy 1.
TFablica 1
Wy Wy W3 . Wy wWs

Wartosé przy '

podridle na” | 34 Yook 565 Yoek 804 Yhek 1145 Yook 1645 Thek 1827 Yok

36 czesei

Warlosc pray
podeiaiena” | 331 Toek 682 Yook 616 Toek 1220 Yaek 1952 hek
czesci :

% 2,52 % 31% 955 % 6,55% 32 %

Na rysunku 9 podano pierwsza symeiryczng posta¢ drgaft odpowiadajgca
czgstosel [w],.,. Ograniczajac liczbg wyrazéw nieskoticzonego szeregn do dwu,
Wwyznaczono dynamiczne linie wplywu przemieszezenia pionowego punktu 1 dla
dwu réznych predkoéci obcigzenia P=10T:

Vi=24 kGfgodz. i V,=360 kG/godz. (rys. 10, 11, 12)

~ 1477

q&G7
04269
\:\

> [ Lr{‘c-’
T
gl
L Plyce !
W b
=]
g

: 72436 A%
3 S T
= 2= —00569 A%

Blgd %j—gg-’lag=a&1%

Rys. 9. Funkcja wiasna plyty — pierwsza symetryczna postaé drgan podana dla 1/4 plyty z zazpa-
czeniem warstwicy zerowej



P=10T

v=_360 km/godz.

] f-f Iz\ 2‘3 T4 T.’i tﬁ' ——

b\ \ !
N @ \ /
\,I 1
\ i
\\ 4 /
2\ A 7
\\ | \ If
\ 1 \
iy
\\j
Uwaga:
EI &l g| | Bl & W nawigsie podanc rzedne
§ SIS linii wotywowej bez uwzgle-
SIS 8| 8 SI&]  dnienia Humienia (linia
S S| g G IS przerywana)
L — L —_ T
EIE| €| 8 E|E
SIS 2l sl 2le
R el e B Bl
SE 8 S FE
2 S G| S % =
Slg sl sl sig

Rys. 10, Dynamicena linia wplywowa przemicszczenia pionowego punkiu A4 z uwzglednieniem (1)
oraZ bez uwzglednienia thimienia przy V=360 km/godz.

P=107
A e v=360km/q00z
ty 15 1 .
e —
/
s
/
s
-
A L
-
joue} @
S El gl 8l 8 el
o YN R g 212
CD‘Q_‘Q._QQQS
Sl Ol 9 &9 o 9 o
—] | T ] =~ e
o = W )
SIS 8 8 858
Sl ol dl 8| 3| 8l
giglglgsgE g

Rys. 11, Dynamiczna linia wplywowa przemieszezenia pionowego punktu A pizy zaloZenin, Ze
plyta jest nieskoniczenie sztywna z uwzglednieniem (1) i bez uwzglgdnienia tlumienia 2y V=
=360 km/godz.
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-
’_” [at]
\\

ha T

R
Y

(0,04030cm) 0.02413cm N
(0,00807cm) 00117cm

(600000 cm) 0.00000cm
(300518 cm) 0.01117cm
{0,03456 cm) 0,08419cm

(0,06047cm} 0D3043cm

Rys. 12, Dynamiczna linia wplywowa przemieszezenia pionowego punktu A z nwzglednieniem (1
-oraz bez uwzglednienia thumienja przy V=24 km/godz.

6. WNIGSKI T UOGGLNIENIA

W pracy wykazano, ze thimicnie zewngtrzne (w podtozu sprezystym) i tlumienie
wewnetrzne (tarcie wewnetrzne materiahy) wplywajg na predkosé krytyczna powoduy-
3¢ jej zmniejszenie w poréwnaniu do predkodei krytycznej obciazenia dla belki
1 plyty sprezystej. Wplyw masy obcigzenia sprowadza zagadnienie do rozwiazania
réwnania cafkowego Voltery drugiego rodzaju. Przeprowadzona analiza przyktadu
obliczeniowego wykazata, ze tlumienic zmniejsza znakomicie amplitudy drgad
aperiodycznych plyty, zaréwno podczas tzw. «efekty brylowego» (plyta ma wéwezas
nieskoriczenie duzg sztywno$¢ na zginanie), jak i podczas wykonywania drgaf
gietnych, Dla przypadku drgan gigtnych wplyw tumienia jest bardziej efektywny,
a to dlatego, iz wystepuje dodatkowo oprécz thumienia podioza wplyw tarcia
konstrukcyjnego wewnglrznego w materiale samej plyty.
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