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OBLICZANIE SKONCZONYCH SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH UGIEC
PRETOW SEABO ZAKRZYWIONYCH

MARIARADWANSKA i ZENON WASZCZYSZY N (KRAKOW)

1. UwWAGT WSIEPNE

Trudnosci wystgpujace przy obliczaniu ugieé sprezysto-plastycznych pretéw
omoéwiono szezegétowo w pracy [12]. Na postaé réwnan i ich rozwiazanie majg
wplyw m.in. takie czynniki, jak ksztalt przekroju poprzecznego i wzmocnienie ma-
teriatu. Trudnoéci te mozna pokonaé przez zastosowanie wielopunktowego prze-
kroju zastgpczego i aproksymowanie rzeczywistej charakterystyki materiatu o (g)
odcinkowoliniowym wzmochieniem.

Przekroje wielopunktowe zostaly zaproponowane przez J. ORKISzaA [7]. Byly
one wykorzystane przez J. OrRkISzA i M. ZYCZKOWSKIEGO do obliczania zaréwno
malych [8], jak tez duzych vgieé [10] pretéw prostych. Taki typ przekroju poprzecz-
nego zostal przyjety przez J. Orkisza [9] do obliczania ugieé preta stabo zakrzywio-
nego. W wymienionych pracach rozwazano prety o osi nierozciagliwej.

W istniejacych pracach na temat duzych ugicé pretéw stabo zakrzywionych
obok tego zalozenia wprowadzono szereg innych uproszezen. 1 tak H. NAGao [5]
przyjmujgc wielokrotne liniowe wzmocnienie uwzglednia tylko wplyw momentu
zginajacego na ugiecia. B, T. ONaT i L. 8.85U [6] oraz .. M. BieLENKU [1] zajmujg
sig duzymi przemieszczeniami sztywnoplastycznych lukéw. Zestawienie innych
- prac, w ktorych przyjmowano dalsze uproszezenia, podano w {131

Celem naszej pracy jest uzyskanie rozwigzania dla skoficzonych ugieé preta
sprgzysto-plastycznego przy pominigein zatozenia o nierozciagliwej osi. W przypadku
rozeiggliwego preta prostego, pomimo ogélniejszego zatozenia, otrzymano w pracy
[12] rozwiazanie prostsze niz przy nierozciagliwej osi. Dzieki zastosowaniu przekroju
wielopunktowego i przyjeciu wielokrotnego liniowego wzmocnienia materialn
posta¢ wyprowadzonych w artykule [12] podstawowych réwnan byia taka sama
jak dla liniowo sprezystego materiatu, Rozwigzanie otrzymano w catkach eliptycz-
nych, czego nie mozna bylo osiagnaé dla preta o osi nierozciagliwej [10].

Praca nasza jest préba otrzymania écislego rozwigzania dla preta stabo zakrzy-
wionego, Jak wykazemy, rozwiazanie podstawowego réwnania linii ugigcia mozna
uzyskac jedynie w postaci uwiklanej, mato przydatnej do obliczen numerycznych.

Dlatego w dalszym ciagu zajmiemy si¢ opracowaniem algorytmu numerycznego
rozwigzywania podstawowego uktadu réwnafi opierajac sig na metodzie pélodwrot-
nej. Metoda ta, polegajaca na zamianie zadania brzegowego na poczatkowe, zostala
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wykorzystana przez J. V. HuppresTona [3] do rozwigzywania klasycznego zadania
«elastyki» Eulera (por. [11]), a w pracach [2] i [I13] postuzono si¢ nig do obliczania
skoficzonych ugie¢ tukdéw sprezysto-plastycznych.

Metoda polodwrotna jest wygodna do prowadzenia obliczen na komputerze.
QOdpadaja przy tym znaczne trudnosci «zszywania» rozwiazan z roznych przedzialéw
uplastycznienia preta.

Dzigki postaci wyprowadzonych przez nas réwnaf preta stabo zakrzywonego
bedzie mozna obnizyé rzad zagadnienia brzegowego, co w pordwnaniu z praca
[13] pozwoli na skrocenie algorytmu i czasu obliczef.

W pracy przyjmiemy nastgpujace zaloZenia:

1. Pret jest monosymetryczny, smukly i stabo zakrzywiony.

2. Rozwazania geometryczne ograniczamy do osi preta; jest spetnione prawo
plaskich przekrojow.

3. Pret jest niewazki, obciazony sitami i momentami skupionymi w plaszezyZnie
symetrii przekroju, ktéra pokrywa sic z gldwna plaszezyzng zginania.

4. Rozwazamy jednoosiowy stan naprgzen pomijajac wplyw naprezefi stycznych
i kontaktowych na ugiecia i uplastycznienie preta.

5. Rozwazamy mate odksztalcenia, tzn. stosujemy miare Cauchy’ego, a napre-
Zenia odnosimy do pierwotnego przekroju preta; dopuszczamy duZe przemieszcezenia.

6. Pret zbudowany jest z materiatu spreZysto-plastycznego, ktérego charakte-
rystyke o (¢) aproksymujemy odcinkowoliniowg funkcja, przy czym wlasnosci
na $ciskanie i rozciaganie moga byé¢ réine; rozwazamy jedynie procesy czynne.

7. Przyimujemy zastepczy przekrdj poprzeczny w postaci r skupionych powierz-
chni rozmieszezonych wzdluz osi symetril przekroju.

W pracy bedziemy poshigiwali si¢ wielkosciami bezwymiarowymi, oznaczajac
je malymi literami; wielkoéci fizyczne opiszemy duzymi literami badZ nadkresle-
niami. Ponize] zestawiliémy gldwne oznaczenia: '

& n, x,y bezwymiarowe wspolrzedne kartezjanskie materialee i przestrzenne,

%y bezwymiarowe wspdlrzedne w ukladzie obrdconym o kat § wzgledem
osi x, ¥,
A, 1 bezwymiarowe wspdlrzedne krzywoliniowe materjalne i przestrzenne,
I=0,1,...,I numeracja punkiéw numerycznego calkowania,

F, H, H; odpowiednio calkowite pole powierzchni, calkowita wysokodé i ina_ksy-
malna odieglodé skrajnej powierzehni «skupionej» od osi cigikodei
przekroju poprzecznego, '

r==1,2,..., R numeracja powierzchni «skupionych»,
F,, {,=Z./H; pole powierzchni skupionej r { jej bezwymiarowa odlegloé¢ od osi
preta,
p, P bezwymiarowe promienie krzywizn osi preta przed i po odksztalceniu,
w, ¢ Xkat nachylenia stycznej do osi preta wzgledem osi x przed i po od-
ksztalceniu,
w, ¢ katy pomigdzy styczng do preta i osia %,
y=L/H, y,=L/{H, parametry opisujace pret,
&, & odksztalcenie osi i krzywizna preta,
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s=oloy, e=egfe; bezwymiarowe napreZenie 1 wzgledne odkszialcenie,
Tis Gy p=Fy/Ey naprezenie, odksztalcenie i modut styczny w punkcie & wykresu o (g},

k=k_, k_+1,..,—1,0,
t,oky—1,k, mnumeracia odeinkdw o (g) wykresu,

p=Plo, F bezwymiarowa zewng¢trzna sila skupiona, _
p=PFPl26, Fo, n=Nj2c, F, odpowiednio sila zewngtrzna, sila podluzna i moment zginajacy
m=M]eo, Fo H w przekroju symetrycznym dwupunktowym,
¢ YV=dldl pochodna wrzglgdem bezwymiarowej wspolrzednej materialne; A,
A, B:  wspblczynniki w zwigzkach fizycznych,
a,=A;ja; F, b;=B;fo, F bezwymiarowe \n;spélczynniki w zwiazkach fizycznych.

2. WYPROWADZENIE ROWNAN LINII UGIECIA

Rozwazamy pret zbudowany z materialu o charakterystyce przedstawionej na
rys, 11 o przekroju wielopunktowym, ztozonym z R powierzehni skupionych (rys. 2).
Zgodnie z zasada plaskich przekrojéw, ktdra moZemy- stosowac w pretach stabo
zakrzywionych, odksztalcenie wyraZza sig¢ wzorem

2.1) s=¢+txZ=g+nl Hy.

4

Rys. 1

Wyrazenie na naprezenie normalne dla przekrojn wiclopunktowego i materialu
o liniowym odcinkowym wzmocnienin zostalo wyprowadzone w pracy J. ORKISZA
i M. ZYcZKOwSKIEGO [8]. Przedstawia sie ono nastgpujaco:

(2.2) o=a,tE(—g)=0,VE(e,— &+l H) dla eg<e<e,,.
Wzory na sile podiuzng i moment zginajacy mozemy przedsiawié¢ w postaci
(2.3) N= Y 0, F,= 3 F, [ountEuoes—ouon -+l Hil

oraz

(24) M= 2 GrZrFrm HIZ [Gk(r)+Ek(r) (gs_gk(r)'l[_ ICCrHI)] Fr Cr »

P
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przy czym sumowanie wykonuje sig dla wszystkich powierzchni r=1, 2, ..., R.
Indeks k(r) przybiera wartodci k(r)=k_,k_+1,.,k,—1,k, dobrane tak,
aby by! spelniony warunek Eu(ry =8 & S8, POWYZSZE WZOry napiszemy w skré-
conej postaci; '

@5) N=By+Aos, - Hyd, i
t oraz
o M
2.6) —— =B +A, 8+ HAd: x,
Hy

gdzie stale A;, B; wynosza 7
Ai= Z Eft(r)Fr(:: E
r

2.7) Bﬁ=2§@mm-4ﬂna$gﬂcj dla i=0,1,2,

a=Afo, F, by=DBfo, F.

Z4 . 24 ZA
. R
‘r ’ é:q Ok, Chy
Gk, -1 £k, -1
T Ok+1 Ekeq
3‘3‘ F é Gf' el‘
r r GK(r) Ek(r)
T —_—t 1 s o 15 c
zég_ _________ /50
H-Hy
!; Ok_-1 ’ o=- Hr
[ L.
Gk Ex_
Rys. 2

Korzystajac ze wzoréw Cramera, mozemy rozwigzaé¢ uklad réwnan (2.5) i (2.6)
wzgledem e, 1 #x:
8= M‘E‘“zN+O{3 2

(2.8)
TC=ﬁ1M+ﬁzN+ﬁ3,
gdzie
Al _ AO
ML E AT T @y
- A, _ A,
@3 2T T 44, 4y) ﬁz"(Af—AoA»H;
AyBy— A4, By AgB,—A, By

O3

- (43— Ao dy) ° bs (AT —Ag A Hy~
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W pracy [13] zostaly wyprowadzone zwiazki geometryczne opisujace odksztal-
cenie preta stabo zakrzywionego o rozciagliwej osi na podstawie miary Cauchy’ego

(teoria matych odksztalcen):

1 I
(2.10) I'=1+-¢,, xw-f(go _79_)’

przy czym odksziatcenie elementu preta przedstawia rys. 3.

gay
s d ;
\ . \ éﬂ £ 1 r'\‘ﬂ ro,
.y /
N 6 S - /
\\ - Q>\ S f 3 /
. A‘ I3 o “/‘:Z\
_d «SSI BN I
4 =)
!‘cj ‘ - 4 &)} L i B
j_ B T \E
o - o
- // 74,771—177 B
= z
! X dx s
Rys. 3

Roéwnania geometryczne rdinia sic wyrazeniem na krzywizne od analogicznych
rownan odnoszacych sie do pretdw prostych [12].
Lgczac rOwnania fizyczne (2.8) z geometrycznymi (2.10) otrzymamy

=140, Mt Nto,,

(2.1D 1 e ;
(W' - ,0) =B M4 B N+Bsy.

L
7. rownania (2.11), obliczymy wzoér na moment zginajacy:

L VR WL )
212) M’Lm( p) R

ktdry podstawimy do (2.11),:

Pty Lp

E B pltoy 4 +ﬁ1pL—|—ocl (Br—ay fatos fi)+

(13 7

Lp
+m(%ﬁ1—o&1ﬁz)N-

Z rysunku 4, przedstawiajacego obcigZony pret, okreslimy site podiuzng i moment
zginajgcy w dowolnym przekroju preta. Podobnie jak w pracach [il 1 12] zastoso-
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wano uktad wspohrzednych prostoliniowych %, §, w ktdrym of § jest réwnolegha
do kierunku dziatania silty P, co prowadzi do rdéwnan

] .
(2.14) N=Psing, M=— [ Pl'cospditM,.
o

Rys. 4

Wprowadzony dodatni moment odpowiada zgodnie ze wzorem (2.6) dodatnicj
krzywizZnie x. Rézniczkowo-catkowe funkcje (2.14) rézniczkujemy wzgledem wspdt-
rzedngj A:

2.15) N'=Pcospp’', M =—Pl'cosp.

Dalsze przeksztatcenia polegaja na zrézniczkowaniu réwnania (2.13), wprowadze-
niu wyrazenia na /' wedtug (2.13) do réwnania (2.15), i na podstawienin tak otrzy-
manych wyrazet do zrézniczkowanego réwnania (2.11),. Opisana droga dojdziemy
do réwnania

By ~LpBi Ba—Lpuy By oy By

2.16 @' —————— @' Pcos
SR e (s A 7 W)
L2 —oy fata . N L LB (s B —u
1+ Pcos pB.(B, 1Ps 351)-!-}’2 sin ¢ cos pBes By 1 B2) —0.

Lpf+ay Lpfi-tay
W ten sposéb otrzymujemy podstawowe rdwnanie napisane w postaci:
.17 @' +C; cos ¢p'+C, cos p— C, sin ¢ cos =0,
gdzie bezwymiarowe wspélezynniki C; wynosza:
P4, pa; P2y =
T @A, App  @—aeap’ T dod, T P—agas

_ Py; (Bo — Ao) - P77 (bo—a0)

i =
A2— A, 4, al—aga,

Cy
(2.18)
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Analogiczne réwnanie odnoszace si¢ do pretéw prostych otrzymano w pracach
[10 i 12], réznigcych si¢ zaloZeniem dotyczacym wydiuZzalnosci osi. T tak dla preta
0 nierozciagliwej osi réwnanie ma postaé [10]:

(2.19) ¢ C, cos gp’+ C,co8 =0,

natomiast zawarte w pracy [12] réwnanie dla preta prostego o rozeiggliwej osi
przedstawia si¢ nastgpujaco:

(2.20) P+ C, cos p+C, sin ¢ cos ¢=0,

Okazalo si¢, ze w przypadku pretdw prostych uwzglednienie rozciagliwodei ost
pozwala vogdlni¢ a zarazem podaé ostateczne rozwigzanie przy pormocy catek
eliptycznych pierwszego rodzaju. Natomiast réwnanie (2.19) zostato doprowadzone
przez J. OrKISZA do rownania Abela drugiego rodzaju, ktére nie daje sie efektywnie
scatkowad.

We wszystkich przytoczonych réwnaniach (2.17), (2.19) i (2.20) wspdlezynniki
C; zaleza jedynie od przyjetego przekroju zastgpczego i stopnia uplastycznienia
preta w rozpatrywanym przekroju.

Oprécz réwnania (2.17) wyprowadzimy na podstawie (2.13) 1 wzordw
(2.21) S di=dlcos ¢, dp=dlsing
dalsze podstawowe réwnania opisujgce linig ugiccia:

- F=D,—D,sing+D, ¢',
(2.22) #'=D, cosp—D, singcosp+D, ¢ cos@,
§'=D;sinp—D,sin? p-+D; ¢’ sing,
gdzie bezwymiarowe wspolczynniki wynosza:
y.IP(BO'—-AO) _ Vi (bo—ao)
A —yipAg a;—y1pay’

3

Pyrp Prp
2,23 D, = = s
( ) 2 Ay —yipdo ay— VY1 pdo
D, = Ap __r

Ay —yrpAgy a,—ypa

3. SCISLE ROZWIAZANIE ROWNANIA LINTI UGIECIA

Do rozwiazania rdwnania rézniczkowege drugiego rzedu:
(3.1) P’ +C, cos g’ +C, cos - C, sin ¢ cos =0
zastosowano przeksztalcenia i podstawienia podobne jak w pracach [I0 i 12]. Stale
Ci, C,, C5 wyraZzone sg wzorami (2.18); zaleza omne, jak juz wspommnielismy, od
przyjetego zastgpczego przekroju poprzecznego i stopnia jego uplastycznienia ma-
terialn w rozpatrywanym przekroju,. natomiast w przypadku preta jednorodnego
nie sg funkcjami zmiennej A.
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Dzigki podstawieniu
(3.2) sin g=v
doprowadzimy do nastgpujacego nieliniowego réwnania:
3.3 o' (1 -4’2+ C v’ (10222 1 (Cr o+ C,) (1 —22)? =0,
Stosujemy kolejne podstawienie:
(3.4) W =t(@), o'=tt,
ktore sprowadzi réownanie (3.3) do nieliniowego réwnania rzedu pierwszego:
(39 1t' =) +/1@) (/) ,
gdzie
fo@y=—(Cav+Cy) (1-27),

= — —my1/2
{3.6) f1(®) Cy(l—a2)ti2

fZ('U)= _I__wz b
Otrzymane réwnanie (3.5) jest réwnaniem Abela drugiego rodzaju, kidre przez
podstawienie [4]

1

3.7 z@)=t, E=cxp(— [ /,dx) = Ao
przeksztalcimy w réwnanie

(3.8) 22 = — Cy2—{(Csv+Cy) .

Ostatnie podstawienie

3.9 z={Cao+Cy)w, zZ'=Cyw(Cyv+Co)w’

prowadzi do réwnania o rozdzielonych zmiennych

do wedw
Cov+C, 4(Cow?+C w+D)’

(3.10)

z ktdrego po scalkowaniu otrzymujemy
o8 dw
c, P / Caw +-Crwil €
B EJF (Csw? +Cyw+ 12 C_s

(3.11) o=

Otrzymanie $cistego rozwiazania na kat ¢ jest tu niemozliwe ze wzgledu na trud-
nodci odwracania kolejnych podstawien. Uzyskana funkcja ¢ (3.11} ma postac
uwiktang, gdyz jak wynika z podstawienia (3.10) w jest funkcja v. Rzuatuje to oczy-
widcie na rozwigzanie réwnant (2.22) linii ugiecia, po prawei stronie kiérych wyste-
puje kat ¢. Uwildana postaé rozwiazania (3.11) jest nieprzydatna do obliczefi nume-
rycznych, toteZ w dalszym ciagu uciekniemy sie do metod czysto numerycznych.
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4. NUMERYCZNE ROZWIAZYWANIE ROWNAN LINI UGIECIA

Podstawowe réwnania {2.17) 1 (2.22) napiszemy w postaci uktadu pieciu réwnan
quasi-liniowych pierwszego rzedn, gdyz taka postac jest wygodna do obliczen nu-
meryeznych:

¢'=u,
_ #'=—Cyucos§—C,cos§--Cs sin g cosp ,
4.1 %'=D, cosp—D, sing cos p+Dyucosq,

7' =D, sinp—D,sin> p-Dyusing,
I'=1+4e,=D,—D,sing-+D,u.

Do scatkowania tego ukiadu zastosowano metode bezpoéredniego numerycznego
catkowania, tzw. metodg potodwrotng [13]. Stosowana metoda polega na zamianie
zagadnienia brzegowego na poczatkowe i spetnieniu wszystkich warunkéw brzego-
wych w drodze iteracyjne].

Uklad réwnan (4.1) napiszemy w postaci skréconej jako réwnanie wektorowe

(4.2) {z}'={f(p, )},

gdzie skladowe wektora wierszowego {z} sa wielkoS§ciami wystgpujaccyini po lewej
stronie ukladu (4.1):

(43) {Z}/‘L:{é&s U, 5&3 .j;: js}),
a wektor {f} jest zbudowany z odpowiednich prawych stron (4.1).
Catkowanie rownania (4.2) przedstawimy w postaci schematycznej

(4.4) {zh INCl={z}.,

gdzie przejicie od wektora wejscia {z}, w punkcie 2, do wektora wyijscia {z}, w A
jest realizowane przez macicrz transformacji [NC], ktora symuluje numeryczne
catkowanie, wykonywane przez maszyne.

Wérod piecin slkdadowych wektora {z}, jedynie cze$é jest niezalezna (bedziemy
ja nazywali swobodnymi wartoéciami poczatkowymi), gdyz w punkcie A, nalezy
spetni¢ odpowiednie warunki brzegowe, Wartosci tych swobodnych skladowych
dobieramy tak, aby spelnié¢ wszystkie warunki brzegowe na drugim koficu w punkcie
Ay. Zadanie, ktdre mozna rozwiaza¢ podana metoda, nalezy do symetrycznych
dwupunlctowych zagadniei brzegowych, co w skrdcie mozna napisa¢ n+n, gdzie
n oznacza zarowno liczbe swobodnych wartosci poczatkowych jak tez spelnianych
warunkéw brzegowych w A '

W podanej metodzie podstawowa trudnodcia bedzie wiec rozwiazanie réwnania

(4.5) ' {(X}[NC]={Y},

gdzie obok wektordw swobodnych wartodcl poczatkowych {X} i warunkéw brze-
gowych {Y}, wystepuje nieznana macierz przejécia [NC]. Trudnoéé te¢ mozna po-
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konaé np. przez zastosowanie wzordw Newtona-Raphsona do iteracyjnego wyzna-
czania {X}, por. [14]. Wybrane wspélrzedne wektora {z} beda badz wspolrze-
dnymi {X}, badz ich kombinacjami liniowymi.

Dobdr wektoréw {z}, i {z}, zilustrowaé mozna na przykladzie utwierdzonego
preta zakrzywionego (rys. 4), dla ktdrego rozpoczynamy numeryczne catkowanie
«. od swobodnego korica obciazonego sila skupiona p=Pjo, F i momentem zginajg-
cym mo?MD/GJ W,

Obliczenia moina uprofcié przyjmujac poczatek ukladu wspohzgdnych %, 7
w punkcie 1,. Wtedy wektor wejécia napiszemy w postaci

(46) . {z}0= {aﬂrs u’ 05 05 O}D L)

gdzie jedynie @, jest swobodna wartoscia poczatkowa.

Warto$é u, = @, mozna obliczyé przy znanych wartosciach obcigzefi brzegowych
my 1 po. W iteracyiny sposdb wyznaczamy g, i 1c z réwnan (2.8); mozna tutaj sko-
rzystaé ze wzordw regula falsi [13], gdy? wspélezynniki w tych réwnaniach o, f;
sa funkcjami ¢ i «, Poszukiwana warto§é wu, obliczymy ze wzoru

14
op
Tak wige wektor {X} bedzie miat tylko jedng wspdtrzedna ¢,.

PrzedhuZenie numerycznego rozwiazywania wymaga znajomosei wspSlezynnikéw
C; oraz D, wystepujacych po prawej stronie réwnain (4.1). Wartodci tych wspdl-
czynnikdw bedziemy okre§lal w drodze kolejnych przyblizen przez obliczanie
nogolnionych odkszialcefi g, 1 x. Jesli catkujgc numerycznie dojdziemy do punktu
o wektorze {z},, to mozemy obliczy¢ tutaj site podluzng wediug (2.14),:

4.7 iy “+xL.

(4.8) m=psing,,
ktéra obok u, mozna podstawié do wzoru iteracyjnego na &) obliczonego z (2.8):
()
_._X‘LL (n_b(fJ}mal i __i
ty_ g |V 06 ! J
Yrpdg ' —ay Yr P
gdzie wykorzystano juz wzér na x\,

1 1-4-&49.
(4.10) ICU)=—(M e ,
L\" P

(4.9) g =

&

wynikajacy z (2.10).

Aby rozpoczaé iteracig, mozemy podstawié za ay’, @\, b wartosci obliczone
w poprzednim punkcie calkowania numerycznego A;.,. Przy okreslonych wartos-
ciach & i x? wspélczynniki 4§, 4 1 5% obliczamy wedtug (2.7), gdyz wartosci
odksztaleefi w poszezegélnych warstwach » moZzemy latwo obliczyé zgodnie z pra-
wem plaskich przekrojow (2.1), a na ich podstawie okreslié przedzial g <e<g
wykresu o (). Po zakoficzeniu «wewnstrznej» iteracji (w kazdym punkcie ;) mo-
zemy obliczy¢ C; i D; wedhig (2.18) i (2.23), a wigc tez wyznaczyé {z},.

Nalezy tutaj podkreslié istotne ulatwienie, jakim jest odwracanie tytko jednego
zwigzku fizycznego (2.6), zamiast dwdch, jak bylo w pracy {13], co ma istotny wplyw
na skrécenie czasu obliczen. Stato sie to mozliwe dzieki przemieszozeniowej postaci
podstawowego ukiadu (4.1).
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Numeryczne catkowania kodczymy w punkcie 1;, dla ktdrego spoéréd wspot-
rzednych wyjécia {z}, tworzymy wektor {¥} tez o jednej skladowej (rys. 4):
(4-11) &L:V';L—a- ’

Tak wiec zadanie bedzie symetryczoym zagadnieniem dwupunktowym typu [41.

Jezeli nie jest spelniony warunek brzegowy, tzn. powstaje blad

@12) fO= =i +8 £0,
to musimy poprawié swobodna warto§¢
4.13) P =GP+ A5,
gdzie

)
{4.14) Ap W Gry-n

i powtdrzyé obliczenia az do spelnienia tego warunku.

5. OBLICZANIE UGIEC PRETA O STALYM PRZEKROJU WIELOPUNKTOWYM

5.1. Algoryim rozwiqzywania podstawowego ukladu rownan

Omawiang metodg iteracyjnego obliczania ugigc przedstaw1my w postaci
algorytmu, dostosowanego do obliczen na maszynie cyfrowej «Odra 1013» (por.
Dodatek).

Tok postepowania podamy w nastgpujacych punkiach:

1. Przyjmiemy dane charakteryzujace pret (p, p), material (o4, &1, € Sk Oy ),
obciazenie zewnetrzne (p, mg) 1 krok catkowania AL

2. Dla wybranego na precie punktu wyjiciowego Ao okreslamy wektor wejscia
{2Yo={P0» Ugs o Po» lo}o, W ktorym skladowa @ tworzy jedyna wspotrzedna wek-
tora swobodnych wartoéei poczatkowych {X}. Skiadowa u, obliczamy ze wzoru
{4.7), wyznaczajac wezeéniej site podiuzng n, wedlug (4.8) i odksztalcenia & ir.

3. Obliczamy wydluzenia & w poszezegdlnych powierzchniach «skupionychy»
F, na podstawiec wzoru {2.1).

4. Badamy stopien uplastycznienia kaZdej powierzchni, okreslajac odcinek
wykresu o(e) opisany wielkosciami s;, of, &, gdzie &) <& <&l . '

5. Ustalamy wspdlczynniki C; i D, wedlug (2.18) i (2.23).

6. Obliczamy wektor {z}’ za pomoca wzoréw (4.1).

7. Na podstawie wzoréw numerycznego catkowania obliczamy dla punktu
Ay =Ao-t-AL wektor {z},.

8. Dla punktéw /=1, 2, ..., L wyznaczymy kolejno sifg podiuzng n, (4.8), a nastep- -
nie iteracyjnie obliczamy &, i x korzystajac ze wzoréw (4.9) i (4.10). Powtarzamy
obliczenia zawarte w punktach 3-7, dochodzac do wektora {z};.

9. W punkcie 4, mamy narzucony warunek brzegowy w postaci wektora {Y}.

10. Jezeli nie jest spetniony warunek brzegowy, poprawiamy wektor swobodnych
wartodci poczatkowych {X} i powtarzamy obliczenia, az do spehienia warunku (4. 12}

Na kazdym kroku i, otrzymujemy z maszyny wydrukowane wyniki w postaci
ukladu wartodci opisujacych przemieszozenia @, u, X, 7, [, odksztalcenia & i napre-
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zenia s". Moina takze w kazdym punkcie obliczyé sity wewngtrzne 7 1 m korzystajac
z przytaczanego juz powyzej wzoru (4.8) i (2.12), ktéry napiszemy w postaci bez-
wyriarowej :

ay ayf. r
(5.1) wmy=b,+— —bhy) + (az e —].
ao I

) p

Do calkowania vkladu réwnan stosujemy np. metode Rungego-Kutty czwartego
“rzedu.

Przy ograniczeniu sie do rozpatrywania proceséw czynnych mozna stosowaé
zmienny krok calkowania wzdhuz osi preta. Prodciej jest ustalié stalg dlugosé tego
kroku na catej diugodel preta 1 z jego zmiany wnioskowaé o zbieznosei i stabilnosci
metody,

Dla przekroju dwupunktowego mozna okreslié stopien nplastycznienia przekroju
obliczajac napreienia na wysokodci obu powierzchni skupionych przy pomocy
WZOorny . M i
(5.2) st=ntm, s =n—m,

gdzie + i — oznaczajg gérna i dolng pdétke. W tym przypadku nie musimy obliczaé
odksztalce, tak jak podaliSmy w algorytmie, gdyz badajac znak As=s,—s odpo-
wiednim podprogramem ustalimy s;, o, &. Dla biezacego punktu musimy w itera-
cyjny sposdb obliczaé moment zginajacy m, wedlug (5.1), poprawiajac kolejino war-
iodci wspolczynnikow o, o, BY), b, kiére zaleza od stopnia uplastycznienia prze-
kroju poprzecznego.

Bezwymiarowe wspolezynniki a; i b, [por. (2.7)] napisane dla przekroju dwu-
punktowego maja postad

&
aﬁ:%(m:_i_o"k_)s

&
ay = (o o),

(5.3) )
= L 50— (@ el o )],

1
b=y [ =)= (@ e o ).

Zestawiajac tok postgpowania zaproponowany dla przekroju wielopunktowego
z omowionym powyzej przekrojem dwupunktowym mozna stwierdzié, Ze w obu
przypadkach konieczna jest wewnetrzna iteracia, dzigki ktérej obliczamy &9, x
badz w przypadku przekroju dwupunktowego m™), a wicc i s* i 5~

Obliczone przemieszczenia preta w ukladzie %, # mozna wyrazié w ukladz:e X,y
(rys. 4), jezeli skorzystamy ze wzoréw transformacyjnych:

5.4 x=Fcosd—Jsind, p=Xsind+Fcosd.

W rozpatrywanym przykladzie mamy do czynienia z pretem obcigZzonym na
brzegu. Jezeli bedziemy mie¢ uklad obcigzefi skupionych (sily, momenty), to roz-
wazania beda nadal poprawne dla poszezegSlnych przedzialéw charakterystycznych,
na ktdre podzielony bedzie pret przez obcigzenie, Zwiazki réwnowagi (2.14) beda
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mialy taka sama postaé, jezeli w punktach poczatkowych poszczegdlnych prze-
dzialow wprowadzimy lokalny ukiad wspdlrzednych %, ¥ o osi J réwnoleglej do
linii dzialania wypadkowej wszystkich sit dzialajacych po lewej stronie przedziahu.
W punktach podziatu preta (preyioZenia obciaZenia) beda musialy byé spelnione
warunki ciaglodci. Beda one spelnione, gdyz bedziemy catkowaé numerycznie
w kolejnych przedziatach, przy czym wektor wejscia do nastgpnego przedrzialu zbu-
dujemy na podstawie wektora wyjdcia
z poprzedniego 1 graniczoego obcig-
zenia. Warunki brzegowe beda narzu-
cone ma wektor wyjScia ostainiego
przedzialu i beda mogly byé spelnio-
ne w drodze iteracyjnego catkowania
wzdiuz calego preta. 5{;

Jay

5.2. Przykiad numeryczny

Aby zilustrowad omawiang metodg %.L
i zweryfikowaé opracowany algoryim, o
obliczono wugigeia preta stabo za- T _'%f’
ljrzywionego kolowego -0 promienin fo ZF 5<~<§: =
p=500 cm 1 dlugoSci L=T7854 cm

Rys. 5
(éwiartka tuku kota). e

Pret wspornikowy obcigZzony jest stale pionows sila skupiona P, przylozona
do swobodnego konca. Przy takim obcigZeniukat =0 i ukiad %, ¥ pokrywa sig
z ukiadem x, y (rys. 4 1 rys. 5).

Dwupunktowy symetryczny przekrdj poprzeczny okreslony jest nastqpujqcymi

wiellcoSciani:
quFl =¥,=5,0cm?,

H,—H/2=50 cm,
y=L/H=T8,5.
Material, z ktdrego jest zbudowany pret, ma jednakowe whasnosci na $ciskanie
Jjak i rozcigganie (¢, =0Q,= —Q;) i wykazuje dwukrotne liniowe wzmocnienie (rys. 6).
Charakterystyka jego przedstawia sie nastepujaco:

81:0,0015 (71:2 . 103 kG/sz, OCO=1,
e=0, So=0, o =001, _,=1,
gy=-—e_;=1, S;=—s5_y=1, o, =0,0001,

e,=—e_,=100, s,=—5_,=1,99, a_,=0,01,
Ey=2-10% kG/cm® «_,=0,0001.

Obliczenia wykonano dla rdznych wartodci sily P z przedziatn P= 100 do 350 kG
(bezwymiarowe wartofci — p=0,0050 do 0,0175).

Otrzymane wyniki opracowano w postaci wykresu (rys. 7) pokazujacego bezwy-
miarowe przemieszczenie swobodnego kofica preta jako funkcje bezwymiarowej
sity p.
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Na rysunku tym linig przerywang zaznaczono wyniki otrzymane wg liniowej
teorii matych ugieé przy uwzglednieniu jedynie stanu gi¢tnego. Przy sile p=0,01
nastapito uplastycznienie przy utwierdzeniu preta, co wplyneto gwaltownie na
przyrost ugieé (wptyw uplastycznienia na szybki przyrost przemieszezeni jest widocz-
ny réwniez na wykresach otrzymanych wg teorii duzych ngied).

Na podstawie wynikéw numerycznych, otrzymanych z maszyny cyfrowej,
mozna odtworzyé przemieszezenia poszezegdlnych punktdw, otrzymujac odksztal-
cong o$ preta, z zaznaczeniem ponadto stref réznego uplastycznienia. Rysunek 8
przedstawia of preta przed i po odksztalceniu dla czterech wartosci sity obcigZajace;j.

Zestawiajac warto$el ugie¢ uzyskujemy potwierdzenie konieczno$ci stosowania
teorii skotficzonych ugieé. Zgodnie z przewidywaniem odksztalcenia plastyczne sg
znaczne, a ugigcia osiagaja warto$¢ 1/3 wstgpnego promienia zakrzywienia preta.

6. ZAKONCZENIE

Jak wykazali§my, przyjecie przekroju wielopunktowego i materiatu o liniowym
wielokrotnym wzmocnieniu pozwolifo uzyskaé ogdlne i fcisle réwnanie rézniczkowe
linii ugigcia. Wprowadzenie natomiast wydtuzalnej osi nie uprofcito postaci rdwnaf,
a takze nie umozliwilo efektywnego ich scatkowania, tak jak to miato miejsce
w pracy [12] w przypadku preta prostego. Problem zostal jednak rozwigzany dzieki
zastosowanin metody bezposredniego numerycznego catkowania i wykorzystanin
maszyny cyfrowej. ) ‘

Opracowany algorytm jest bardzo ogdlny i moze by¢ wykorzystany w przypadku
dowolnego przekroju wielopunktowego i materiatu o dowolnej charakterysiyce,
np. o réznych wiasnodciach na $ciskanie i rozcigganie.s

Konieczno$é odwracania zwigzkéw fizycznych 'w podanym algorytmie wymaga
postugiwania si¢ jednoznacznymi zaleznodciami pomiedzy wogdlnionymi sitami
wewnetrznymi m, n i wogélnionymi przemieszezeniami ¢, x. Z tego wzgledu nie
mozna stosowac do obliczern modelu materialu idealnie sprezysto-plastycznego,
Szezegllnie wyrazne jest to w przypadku przekroju dwu- Iub irzypunktowego, gdzie
przy uplastycznieniu zewngtrznych pélek odkszialcenia nie moga wzrastaé nieogra-
niczenie w zadnym przekroju preta.

Tezeli wykorzysta sig pamigé maszyny, to mozna rozpatrywac takze procesy
bierne, podobnie jak to zostato zrobione w pracach [21 13]. Wymaga to rozbudowa-
nia algorytmu i prowadzenia obliczen dla malych przyrostdw Ap obciazenia, gdyz
przy bardziej zlozonym typie obciaZenia lub programie. obcigZzenia trudno przewi-
dzie¢ warto$¢ obciazenia p, przy ktorym mogg si¢ pojawié i rozwijaé obszary lo-
kalnych odcigzen (procesy bierne). Takie przyrostowe obliczanie duzych ugied:
przypomina postgpowanie przy stosowaniu teorii plyniecia plastycznego do oblicza--
nia duzych ugieé ustrojéw powietzchniowych [14] i jest bardziej czasochlonne
od obliczetr prowadzonych na podstawie teori odksztalceniowej przy pominiecin
historii obcigzania. W nicktérych przypadkach moZna pomingé male obszary
proceséw biernych i liczyé ustrdj sprezysto-plastyczny jako nieliniowo sprezysty [13].

Rozprawy InZynierskie — 2
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Przytoczony przyktad numerycznego obliczania duzych ugieé zakrzywionego
preta o przekroju dwupunktowym sty jedynie jako weryfikacja proponowanego
algorytmu, W przykiadzie tym nie wyStquthprocesy hierne.

Ze wzgledu na numeryczne catkowanie wzdhuz osi preta i wysokofcl przekroju,
mozna uwzglednié nigjednorodno$é w obu kierunkach.

Podane powyzej mozliwosci rozszerzenia zagadnienia nastapia kosztem zwigksze-
nia obcigZzenia maszyny, poszerzenia programu przy nienaruszonym jednak jego
logicznym ukladzie.

DoDATEK

" Algorytmy do obliczania ugigé

Whpisanie wzordw i danych |
¥
| i=0 |

t

[ Wektor swobodnych wartosci poczatkowych
X}=1{9"}
+

l<-
i

Wektor wejicia dla A,=2,
{2}1:{495 U, xa y: I}l
7
Podprogram P1 -— Okreslanie stopnia
uplastycznienia kazdej powierzchni.
Obliczenie wspdlczynnikéow C;, D,
1
Podprogram numerycznego cafkowania.
Metoda Rungego-Kutty
¥

{Zhsr={0, u, % 7, Bivs [ I Ji=j+1 |

—~ . NIE O
|j,l+1:ﬂ.[‘ iﬁ+| l::l+l |——_‘

P =450 |

I Tax
Badanie spetnienia warunku brzegowego —
wektora warunku brzegowego {Y} Poprawianie swobodnej
| {T)={pc}={yr—8}, lgo—yptd]-Br>07 TAK | wartosci poczatkowej {X}
NIE 47”

‘ Powtarzanie obliczet z drukowaniem.

1
KONIEC
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PesmomMme

PACYET KOHEUYHLIX VIIPVI'O-INIACTUYECKIX ITPOTHUEOR CIIAEO
UCKPUBAEHHEBIX CTEPXUEN

Pabota moceamena TeOMCTDHYECKH HENHACHHOMY AHANM3Y KPHBONHECHHBIX cYepXued u3
YUPYFO-TNACTHYECKOTO MATePHANA, 0G/a/Iar0MIero CBOHUTEOM MHOTOKPATHOI'O YIIPOUHEHHS, KOTO-
PEIE MOXHO PAacCMATPHBATH KAK KyCOUHO-TRHEHNLIHA VIpyTel MaTepua,

B neprod raape ofcyxenti TpymEOCTH, BCTPOTAIOIMHECH OPH PacdeTaX ICOMCTPHYECKE W
QEEHYCCKY HeNMHORALIX KPHBOSHECHHLIX CTEPIRHEN, 3 TaKie HePEYACHAIOTCE YOPOMICHAK, IPH-
MCHECMBIC DASIMIHBIME ABTOPAME IIPRE 9THX pacieTaX. JAIOTCH OCHOBHBIE OPEeREOIOMKE HMH
HaHHOH paboThl. B rinase BTopoil IPERENEHET YPABHOHHS ge(bopnmponam{og‘o CTEPACHS, COBEPKA-
muecst B pabote f13]; cormacno paBore [8] mx mpumemmoT s pacyera yUpomeHHO# Moxenn
“MHOTOTOMEMHOTO® Cedewesd, TpeTs Ivasa COHEPKMT (OPMANRHOC pPelleHME BHBEREHHOTO
ypaBeHu® HeopMMPOBANHOIO WCKPHBIEGHHOTO CTEPKHS. B riuase 4eTBEPMOH HINOKEH MCTOM
SQMPERTHREOTO MHCICHHOTO MHTErPHPOBANES STONYTCHARE YpaBHeHuH, OPEMEHSCMETH B HPeHEl-
Aymex paboTax ogEOro MX apTopa, B maToi IiaBe jama cxema ANropuTMAa pacderos Ha DIBM
«Oppa — 1013», a Tamxe pelden YHCHEHHHIH OpAMEp CTATETECKH OOPERETAMOLO CTEPXKHA
THna «compemyn. Mecras rmasa BKpatne WONBOXAT HTOr paboTLI,
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Su M MARY .
CALCULATION OF EINTTE ELASTIC-PLASTIC DEFLECTIONS OF SLIGHTLY CURVED
RODS - :
t

The paper deals with the geometricafly nonlinear analysis of rods made of elastic-plastic
materials with multiple hardening, i.e. of the sectionally linear elastic materials.

Tn Sec. 1 are discussed the difficulties encountered in calculating the geometrically and physically
nonlinear. rods, and simplifications introduced by various authors -are listed; fundamental
assumptions are. given. Section 2 presents the equations of a deformed rod and their application
to the simplified «multipoint» cross-section model according to [13 and 8]. Section 3 confains the
formal solution of the resulting equation of the deflection curve, Section 4 presents the method of
effective numerical integration of the equations (based on earlier papers of one of the co-authors),
while Sec. 5 gives the calculation scheme prepared for the «ODRA 1013» electronic computer and
a numerical example concerning a statically determinate sandwich arch. Scction 6 constitutes
a summary of the paper.
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