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BADANIA ROWNAN NAVIERA-STOKESA
W CENTRUM OBLICZENIOWYM AKADEMII NAUK ZSRR(*)

AA DORODNICYN, V.A. LULKA, N.A, MELLER (MOSKWA)

Prace dotyczace numerycznych metod rozwigzywania réwnafi Naviera-Stokesa
rozpoczgte zostaly okolo pigein lat temu. Od tego czasu $wigeiliémy pewne sukcesy
oraz spotykaly nas niepowodzenia, ktére okazaly si¢ nie mniej interesujace, gdyz pro-
wadzily czasami do powstania nowych probleméw o duzym znaczeniu teeretycznym.

W niniejszej pracy przedstawimy kilka wynikéw obliczed, ktére z naszego punktu
widzenia sg interesujgce. W przypadkach -mmniej lub bardziej skomplikowanych
czasami trudno jest wyobrazié sobie nawet jakoSciowy obraz ruchu cieczy lepkiej,
W jego konstrukcji bardzo pomocne sa wyniki numeryczne. Nastgpnie przedysku-
tujemy trudnosci zwigzane z duzymi liczbami Reynoldsa, ktore rozwazali$my
W naszej pracy. ~

W obliczeniach stosowaliémy nastgpujace trzy metody:

1} stacjonarng metode kolejnych przyblizen,

2) «sztuczng» niestacjonarng metode dla zagadmien stacjonarnych,

3) rzeczywista niestacjonarng metodg uzywang zaréwno do zagadnien niestacjo-
narnych jak i stacjonarnych.

Wyjsciowy uklad réwnan w przypadku dwuwymlarowego przeptywu cleczy
niescisliwej w ukladzie wspdtrzednych kanonicznych ma nastgpujaca postad:

dla metody stacjonarnej : p
soma (2 220 o)

an o& & oy
Ay=1FE e,

gdzie @ jest wirowoécia (bezwymiarowa), w funkcja pradu (bezwymiarowy), & i »
oznaczaja wspotizedne kanoniczne, przyjmowane zwykle jako funkcja potencjalna
i funkcja pradu dla przeptywu cieczy idealnej. Funkcja F transformuje Wspolrzgdne
geometryczne x, ¥y do ukladu &, 5

Kolejne aproksymacie sq skonstruowane w sposob nastepujacy. Wprowadzajac
«zaburzenie» w W postaci w=5-+¢ na kazdym kroku aproksymacp uklad réwnan
doprowadzamy do postaci

AW,y =2 = 2 ==

aof oy o8& o& on
Ay =[F'(, 7?)]2 Dppr s
(*} Z angielskiego thimaczyl J. BEIDA.

d0py (350,,' dw, dp, 8con)
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Dla sztucznej niestacjonarng] metody

S (81// dw Ay ('3(1))

o A2\ e T w1
dw , )
— = A=FGnPe.

- Dla rzeczywistej metody niestacjonarnej fizyczny uklad réwnad dla ruchu
niestacjonarnego jest wykorzystany w postaci
dy dw Jdw dw

dw
IF'(é,n)}2"37:AG>—2 PP T 3’?—),

Ay =[FE nPo.
Dla tych wszystkich metod warunek na $ciance jest przyjety w takicj formie,

e dla kazdego kroku (iteracji w metodzie stacjonarnej, kroku czasowego w metodach
niestacjonarnych) otrzymuje si¢ oddzielne réwnania dla w i w. Mianowicie

Y,
Wy g3 =% —E Wy
dla metody stacjonarne],
dw ayr
~“on

o
dla metod niestacjonarnych. Parametr « moze by¢ funkcja brzegu i czasu (w ostatnim
przypadku),

Takie rozdziclenie rdwnan jest bardzo wazne przy obliczeniach numerycznych,
gdyz dla réwnan drugiego rzedu pozwala sprowadzi¢ przyblizony uklad réwnan
réznicowych do postaci tréjdiagonalnej, a to redukuje kilkakrotnie niezbedng ilo$¢
operacji arytmetycznych,

Rozwazmy teraz niektére wyniki obliczen. Rysunek 1 ilustruje przeplyw cieczy
lepkiej w plaszczyZnie dyszy o ksztalcie pokazanym na nim z réinymi liczbami
Reynoldsa. Dolna czeéé odnosi sie do Re=4, gérna do Re=32.

Wynik ten przytaczaliémy juz na ostatnim sympozjum podwigconym dynamice
cieczy w Kazimierzu, tak 7e teraz zwrécimy jedynie uwage na fakt, Ze obliczenia do-
prowadzilidmy az do Re=200. Gdy Re> 200, stosowane przez nas metody przestaja
by¢ zbiezne, Prébe wyjasnienia tego zjawiska przedstawimy dalej.

Wspomniane wyZej dwie pierwsze metody byly stosowane do zagadnienia prze-
plywu wokdl péhieskosiczonej plyty. Szezegélne znaczenie ma tu rozwigzanie
w otoczeniu krawedzi patarcia, ktéra tworzy punkt osobliwy. Wiadomo, Ze w oto-
czeniu tego punktu gléwny wyraz funkceji asymptotycznej dla wirowosci ma postac
wlf |/ r (gdzie r jest wspotrzedng biegunows, a r=0 odpowiada krawedzi natarcia).
Dlatego celowe jest wprowadzenie funkeji w w postaci cho]/F. Dla tej funkcji
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problem rozwigzano metoda kolejnych przyblizeh przyjmujac siatke nieréwno-
mierna. Kroki w kierunkach & i # byly zwigkszane trzykrotnie w miarg werastania
odlegiodci od krawedzi natarcia (&, # sa wspolrzednymi parabolicznymi).

Rys, 1

Obliczenia numeryczne wykazaly, ze w odleglodci wigkszej niz » =v/o rozwiazanie
jest «statecznew, tzn. nie zmienia sig znacznie, gdy maleje wielko$é kroku. Pozwala
to na kontynuowanic rozwigzania «statycznego» az do krawedzi natarcia przez
polaczenie go z rozwinigciem asymptotycznym. Rozwinigeie to ma postad:

9 3 3 _
w(r, 9=>, cos 5~ 6b, r cos E“I“j‘f— b2r*2 Inrsin §4

1 1 1
+ 32 {2 b7 sin 8— Ibi (—~ad)cos B-i-? b3 (sin 29— 5 sin ) — 24b, sin 9}, ‘

gdzie wspdlezynniki by, b, i b, sa nieokre§lone. Obszar, w ktrym rozwigzanie
asymptotyczne bylo polgezone z rozwiazaniem numerycznym, mozna okreslic
zmieniajac polozenie i liczbe punktéw prezyjetych do obliczenia by 1 b,. Wartos¢ by
byla réwna 0,556, warto$é b, = L .

~ 0,002, Dla 9=0 wartosci te Lol

byly wystarczajace do otrzyma-

. . a8
nia czterech wyrazdw szeregu : - d
asymptotycznego. " a | o
Rys. 2 przedstawia zachowa- 0028 0,28 0,55 &
nie si¢ funkcji w w otoczeniu Rys. 2

krawedzi natarcia na powierz- ,

chni plyty., Krzywa a-a odnosi sig do rozwigzania numerycznego, krzywa

b - b do wzoru asymptotycznego., Tak wice w poblizu krawedzi natarcia na plycie

wirowo§¢ wynosi 0,556/]/ x. Zauwarmy, 7e coz(),470/]/§, gdy x—oo.
Przedstawimy z kolei wyniki obliczeit numerycznych dla przeplywu jednorodnego

w nieskoficzonodci strumienia lepkiej niefci$liwej cieczy dockola obracajacego sig

walca o promieniu R= 1. Obliczenia byly przeprowadzone dla Re=1, 5, 10 i predko-
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éci obrotu ©:==0, 1, 2, 3 1/sek. PoniewaZ przy 2+ 0 wartodci funkcji pradu sg nie-
wiadome, przeto do znalezienia ich zastosowano nastgpujacy metodg. CiSnienie
na powierzchni walca musi by¢ funkcjg periodyczna p (0)=p (2n). WprowadZmy
' funkcje f(wo)=p (0)—p (27). Funkcja ta
przyjmuje warto§é réwng zeru dla pewnej
o, kidrej bedziemy poszukiwad, tzn. dla
wartodci w, na powierzchni, Pla otrzy-

7 N mania zerowej wartofci funkcji f(wo)
N W "~ zastosowano metode stycznych Newtona.

P W celu numerycznego rozwigzania réw-
=0 : naft Naviera-Stokesa zastosowano sche-
mat Peasemana-Rachforda.
Obraz linii prado dla £2=0 1 Re=10
Rys. 3 jest pokazany na rys. 3. Pola prreplywu
ptzy Re=101 Q=1 i 3 sa przedstawione
na rys. 4 i 5. Zauwazmy, Ze dla taklch predkodci obrotu nie ma stagnacji strefy
zawirowanl, kt6ra wyraznie daje sig¢ zaobserwowad przy 2=01i Re=10. Pojawia sig
ona réwniez przy mniejszych wartoéciach niz Q=0 i R=10.

Do obracajacego sie walca przylega warstwa cieczy, ktdra obraca sig razem z nim.
Gruboéé warstwy wzrasta, gdy wzrasta Q przy ustalonej liczbie Re i maleje, gdy Re
wzrasta przy ustalonej predkosci obrotu. Warstwa cieczy jest umieszczona migdzy
oddzielajaca si¢ linia pradu i walcem. Srednia linia pradu pokazana na rys. 41 5
jest bliska oddzielajacej sig linii,

Rys. 4

Obracajacy si¢ walec wytwarza oczywiscie sitg no$na. Gdy £ rosnie, wzrasta
rowniez bezwzgledna wartod¢ wspdlczynnika sity noénej c,.

Gléwny wklad do sity nosnei pochodzi od ciénienia dzialajacego na walec
(=909 przy Re=10). Zalezno§¢ moduty wspotczynnika sity noénej od predkosci
obrotu przy Re=10, jak réwniez wplyw cisnienia i skladowych stycznych dziala-
jacych na obracajacy si¢ walec jest pokazana na rys. 6. Zaleznoéé wartosci bezwzgled-
nej wspdlezynnika acrodynamicznego |k|=|e,l/c, od predkosei obrotu przy Re=
=1, 5, 10 jest przedstawiona na rys. 7. Nalezy zwrd¢i¢ uwage na nieliniowy charakter
tej zaleznoscl.
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Rozklad ci$nienia otrzymany z teorii idealnego przeptywu o cyrkulacji I'=6x
i rozktady ci$nien na powierzchni walca sa pokazane na rys. 8. Wartosei ciSniefi
dla lepkich i idealnych przeplywéw réinig si¢ znacznie. Jednakze przy Re=51i 10

Rys. 5

charakter krzywych pokrywa sie jakosciowo. Punkty, w ktérych ciénienie osiaga
warto$¢ maksymalng i minimalna oraz warto§é w tylnym krytycznym punkcie
walca, sa bardzo bliskie siebie.

Z kolei przedstawimy wyniki rozwiazania problemu przenoszenia sztywnych
czastek w rurze kolowej przez strumieit Iepkiej niescisliwej cieczy. Problem ten jest
szczegolnie interesujacy, gdyz daje jakoscio-
we pojecie o sitach dziatajacych na czastld [C}
zawieszone w cieczy. ’ : 0= 2 12|

Rozwazmy ruch czastki walcowej umiesz-
czongl w rurze, w ktdrej przeptywa lepka
niefci§liwa ciecz. Po pewnym okresie stabi-
lizacji czastka (ktdrej of pokrywa sig z osig
rury) bedzie poruszaé sig ze -stala predko-
Scia. W ukiadzie wspélrzednych zwigzanych
7 czastka ruch cieczy bedzie stacjonarny.
Jezeli transformacje Galileusza réwnan Na-
viera-Stokesa pozostaja niezmiennicze, to
problem ruchu czastki sprowadza sie do . e L
ustalonego przeplywu wokdt czastki pew- | ! !
nego strumienia lepkiej nicscisliwej cieczy.
Parametry strumienia sa okre$lone z warun- Rys. 6
ku, ze sity dzialajace na czastke sa réwne zeru.

Rozwigzanie numeryczne przedstawiono zardéwno dla pojedynczej czastki wal-
cowej jak i dla ciata skladajacego sie z dwdch czastek polaczonych razem wzdhuz
osi rury z nieskonczenie dlugim pretem. Zatézmy, Ze predko$é pradu w rurze we
wspomnianym wyzej ukladzie wspélrzednych jest skicrowana z lewa na prawo,
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Jesli ciato sklada sig z dwoch czastek, to lewa jest nazywana pierwsza, prawa—drugg.
Zalozono, ze na dostatecznie duzej odlegtosei od ciata zaburzenie jest mate i rozklad
predkosei dazy do rozktadu parabolicznego.

Warunkami brzegowymi sg zwykle przyjmo-~

8 1K|:|‘é_ul wane warunki na $ciance oraz warunek symetrii
5k " pe—sp  -Wzgledem osi rury.
P Uklad réwnan Naviera-Stokesa byt aproksy-

mowany schematem bezposrednim 2z rézZnicami
symetrycznymi 1 rozwigzany metoda Seidela.

Re=1 Obliczenia byty prowadzone dla przedziatlu liczb

; i L e Reynoldsa od Re=2 do Re=40 dla czastki poje-

0 1 2 3 %  dynczej i od Re=2 do Re=15 dla ruchu ciala
Rys. 7 zAozonego, Pola przeptywu dla przypadkéw ruchu

swobodnego pojedynczej czastki, dwdch potaczo-
nych czastek o rownych promieniach i dwéch polaczonych czastek o rodznych
‘promieniach sg pokazane na rys. 9, 10, 11 1 12, Na rysunkach podane sq rownieZ
wymiary czastek.

o)
“1o,8)
10 L

.

—15 -

Rys. 8

Jesli ciato skladajace sig z dwdch czastek porusza sie, to miedzy tymi czastkami
pojawiaja sig sily wzajemnego oddzialywania, Jesli cialo sklada si¢ z dwéch czastek
o réwnych promieniach, to miedzy czastkami dzialaja sily przyciggania, o ile w tym
przypadku promienie czastek wynosza mmiej niz 0,5 R (R jest promieniem rury).
Jedli promienic czastek sa wigksze miz 0,6 R, to migdzy nimi dzialajg sily
-odpychania, '
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Jesli cialo jest zlozome z dwédch czastek o réznych promieniach, to charakter
wspdtdziatania zalezy od polozenia czastek; jeshi pierwsza czastka ma promief
wigkszy niz druga, to migdzy nimi powstaja sity odpychania; w przypadku prze-
ciwnym pojawiajg sig sity przyciggania.

Re=dD Y, =3300

—123 — -1123
- 29950
____) :_'—”‘m‘—agaao
~ 09830
- 09950 —
1 [ N S PR I O N O T Y N
B R R 0 4 I I I
Rys. 9
~ / P4 s /"///.//
L,
.
Z
? Re=15
7 14 =087
?2 ={87)
~0,9978 i f
7
. s /.
—1.008
/
Re=15 z
' =05 v ,
-0,9978 17,=05 k -0,9975
e - . | LA z —
Rys. 10
Sily wzajemnego oddzialywania mledzy cz4stkam1 dla ciala sldadajacego sig

z czastek o réznych promieniach os1agaja warto§é maksymalng dla okreslonego
stosunku promieni czastki tworzacej poruszajace si¢ cialo. Jedli promienie czastki
daza do zera, to sita wzajemnego oddzialywania dazy rowniez do zera. Istnieje faki
stosunek promieni zalezny od odlegtoéci migdzy czastkami, przy ktérym sity oddzia-
lywania sa réwne zeru.

Jako ostatni przykiad rozwazmy problem dwuwymfarowego przeplywu dla rory
przedzielonej pénieskoficzona plyta. W celu otrzymania rozwiazania réwnas
Naviera-Stokesa przyjeto hipotetyczny model cieczy nienewtonowskiei, w ktérym
lokalna liczba Reynoldsa jest réwna Re/(1+Re & (w)*) (Re jest tu aktualng liczba
Reynoldsa, w jest wirowoécia w danym punkcie strumienia, a &> 0 jest mata liczby).
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Aproksymacje taka przyjeto po to, aby méc przeprowadzi¢ obliczenia z mozli-
wie duzymi liczbami Reynoldsa. Nieznane. wartoéci na fciankach sa otrzymywane
w procesie liczenia. Wynika to z tworzenia si¢ zaburzefi w poblizu Scianki. W pro-
cesie obliczen wielko$é & zaczyna maleé, skoro tylko zmiany o na brzegn z kolejnymi
iteracjami staja si¢ mniejsze od 50,

gt bl < 0

(w} jest wartoscig wirowoécl na Sciance w n-tej iteracji).

(39993

~(,4998

0/, =34/38; ©=0875R; Re=1

Rys. 11

. Uklad réwnaf Naviera-Stokesa byl aproksymowany schematem Peacemana-
Rachforda. Obliczenia byly prowadzone dla duzego przedziatu liczb Reynoldsa
od Re=1 do Re=1000. Wykazano, Ze przyjecie modehu cieczy nienewtonowskiej
daje zysk czasu dla Re=1000. Dla nizszych liczb Reynoldsa klasyczne-obliczenia
7 £¢=0 sa bardziej efektywne,

)

T,/t,=30/36; T=087R; Re=1b

Rys. 12

Profile predkosci w przekroju poprzecznym, lezacym na odleglosci x=0,2 od
korica pdinieskonczonej plyty oraz profile predkoéci w przekroju poprzecznym
x=0,3 przy Re= 1000 sa przedstawione na rys. 13. Pole przeplywn w rurze dla Re=
=10 jest pokazane na rys. 14.

Na zakonczenie chcielibySmy przedyskutowaé. kilka probleméw, jakie wylonily
sig- w trakeie numerycznych obliczen réwnad Naviera-Stokesa.
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Jaka jest granica zastosowaf opisanych metod? Zauwazmy przede wszystkim,
7e zastapienie réwnan rézniczkowych pewnym algorytmem réznic skoficzonych
moze wprowadzié dodatkowq lepkoéé «matematyczngr. JeSli po prawej stronie
réwnania dla wirowoscel zamiast denf0€ napiszemy przybhzone wyraZenie roznicowe
Ly (), to w przybliZeniu jest ono réwne : : ‘

o 2w

—agﬂLhA P

a zatem do lepkiego wyrazu ﬁzycznego 32 03¢ dodalismy «szkodliwy» wyraz

+0 ),

Gdy wartosé liczby Re jest duza, ten dodany wyraz ze wzgleddw metodycznych
moze by¢ wigkszy od fizycznego Wyrazu {depklego» tzn. nasze réwnanie réznicowe
odpowiada zupelnie innej efektywnej liczbie Reynoldsa. Fakt ten znany jest dobrze
od wielu lat. Zatem we wszystkich precyzyjnych i niezawednych obliczeniach taka
aproksymacja jest niedopuszczalna. Stosujac w nasze] pracy rézaice cenhalne
wykluczyli§my wyraz zwiazany z lepkoécig, " P :
a zatem blad aproksymacji jest rzedu
Re % (3% 00/d¢3). Choctaz wyrazenie to nie
odpowiada lepkosci, niemniej przy du-
zych warloéciach liczby Reynoldsa moze
zupelnie zmieni¢ charakter réwnania,
Rozwazania powyzsze jasno ilustruja
trudnodci zwiazane z duzymi liczbami
Reynoldsa. Aby otrzymaé zadowalajaca
dokiadnosé obliczen, musi przede wszyst-
kim by¢ spelniony warunck Re/? <1,
Prowadzi on do ukladu réwnan algebra-
icznych (aproksymujacego poczatkowe réwnanie rézniczkowe czastkowe) bardzo
wysokiego rzedu. Rozwigzania tych réwnafd nie mozna otrzymaé nawet na naj-
lepszych wspolczesnych maszynach cyfrowych. -

15

10

N
4]

Rys. i4
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Inne interesujace zjawisko zaobserwowali$my przy rozwiazywaniu zagadnies,

w ktorych wystgpuje rozdzielenie. Wszystkic wspomniane wyzej metody zaczely
tu zawodzi€ przy pewnej duZej liczbie Reynoldsa (prawie takiej samej dla wszystkich
metod). Jako przyktad moze tu postuzy¢ rozszerzanie sig dyszy (rys. 1) przy Re~200.
Ta liczba nie jest jeszcze zbyt duza, tak Ze warunek Re 42<1 moze byé spelniony
bez wigkszego trudu. Fakt utraty zbieZnosci metod mozna by tu prébowad wyjasnié
niestatecznodcia ruchu fizycznego przy takich liczbach Reynoldsa (rédwniez w do-
Swiadczeniach z takimi liczbami Reynoldsa nie zaobserwowano ruchu stacjonarnego).
Rzeczywiscie metoda kolejnych przyblizen Iub «sztuczna» metoda niestacjonarna
nie s bezposrednio zalezne od fizycznej niestatecznodei. Tak wige bardzo prawdo-
podobna wydaje sig sugestia, Ze rozbiezno$¢ metod wynika z nicistnienia rozwiazania
stacjonarnego. QOczywiscie metody numeryczne nigdy nie sa w stanic udowodnié
istnienie lub nieistnienie rozwigzania, ale mogg dostarczyé hipotez mniej lub bardzicj
racjonalnych. Ostateczne wyjasnienie tej kwestii jest juz zadaniem matematykdw,

PesmomMme

HUCCHE/IOBAHWA TI0 YPABHEHVSIM HABBE-CTOKCA, TTPOBEJEHHEBIE
B BRLIYHCIIMTEIRHOM IIEHTPE AH CCCP

Hecnenosannces Tpa METONA Il MHCIEHHOTO pements ypapaenwii Hasse-Croxca: 1) crammo-
HAPHEI METOH NOCHCHEOBATENEHEX TIPHOIMKeHHE, 2) HECTAHOHAPHBE] «HCCKYCTBEHHBII? MOTOH
¥ 3} HECTAIMOMAPHE «eHCTRHTEIERST MeTON, IDAHATHSIE YCROBNH MCHOB30ORAMHCE BO BCEX
chy4asx OFHE W 16 xe. OHN HpPeACTABIATHACE B Taxol GopMe, Yro YPAaBHEHHS JIf BEXDS CKO-
poctn @ W QYEKDAE ¥ TOKA ¢ PA3EIGUINCS.

TIpepcTanieHsl HEXOTOPHIE PE3yMELTATHl PACUETOB, KOTOPLIC IPOBONETECH JO HAEGOMLIIAX
BOSMOMHEIX Wicel Re. Bruo o6HEapy)keHO NS HEKOTOPHIX CRyyaes, YTo, Xora yHeno Re mocT-
TacT IMOpsAfKa HEeCKONBKHMZ COTEH, BCE METOABI CTAHOBATCH DPAcXOJfUIAMHCH, BTOpoi Bammol
paccMarpasaeMolt mpoGneMoll SIBASETCS TOYHOCTE YRCEHHELX PeIICHRH JTd TOTOKA ¢ QOnNBImAME
yremamu Re.

SUMMARY

STUDIES ON NAVIER-STOKES EQUATIONS AT THE COMPUTING CENTER
OF USSR ACADEMY OF SCIENCES

Three methods are used for the numerical solution of Navier-Stokes equations: 1) «stationary
method» of successive approximations, 2) non-stationary «artificial» method and 3) non-stationary
«real» method, The boundary conditions used are in all cases the same. They are presented in such
a form that the equations for vorticity w and streamn Function w are separated.

Some resulfs of computations are presented. The calculations have been carried out for the
largest possible Re numbers. It was found in some cases that when Re-ntmber reached the order
of a few hundreds, all the methods become divergent, The second important problem considered
is the accuracy of numerical calenlations for the flow with large Re-numbers. )

Praca zosiala zozona w Redakefi drwia 20 grudnia 1971 r.






