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STATYKA PODLUZNIE NIEJEDNORODNEJ PLYTY REISSNERA
O ZMIENNEJ GRUBOSCI

ANDRZEJ G A WE CK 1 (POZNAN)

WSTEP

Klasyczna teoria plyt, zbudowana w pierwszej polowie ubieglego stulecia, mimo-
swych niewatpliwych zalet i wiclu wynikéw zgodnych z doswiadczeniem, zawsze
budzila zastrzezenia w odniesieniu do warunkéw brzegowych. Zrédlem tych za-
strzeZen jest niezgodno$é rzgdu rownania rézniczkowego plyty z liczba wymaga-
nych warunkéw brzegowych. Wady tej pozbawiona jest uéciélona teoria plyt, sfor-
mulowana przez E. REISSNE_RA [44] w 1944 r. Teoria Reissnera pozwala spelnié
trzy warunki na brzegu plyty. Nastgpne prace REISSNERA [45 i 46] zawierajg zasto-
sowania tej teorii w.zagadnieniu czystego skrecania plyty prostokatnej, w proble-
mach koncentracji naprezen w sasiedztwie otworéw i teorii plyty sandwiczowej.
Nalezy podkresli¢, ze zastosowania praktyczne z teorii Reissnera w zakresie skre-
cania preidw i koncentracji napreZen w plytach daja wyjatkowo dobra zgodnosd
z rozwigzaniami Scistymi i doswiadczeniem, czego nie mozna uzyskad postugujge
si¢ teoria klasyczng.

Zapotrzebowanic przemyslu lotniczego _skloni}o 'F. EssenpURGA 1 P. M.
Nacupieco [10] do wogdlnienia teorii Reissnera na plyty izotropowe o zZmiennej
grubosci. Otrzymane przez nich wyniki potwierdzity w petni przydatno$é opracowa-
nej teorii do zagadnieni skrgcania pretéw o jednej osi symetrii.

Celem niniejszej pracy jest rozszerzenie wspommnianej teorii F. Essenburga
i P. M. Naghdiego na podhuznie niejednorodne plyty ortotropowe oraz sprowadzenie
postawionego problemu do trzech réwnan przemieszezeniowych, Sformulowanie
zagadnienia w postaci vkladu réwnaii przemieszezeniowych nawiazuje do metody
stosowanej w teorii plyt o stalej grubosci i umozliwia badanie szerokiego zakresu
przypadkdw skrecania i zginania.

Autor w dostgpnej mu literaturze nie napotkat opracowdnia, ktére by wyczer-
pujgco omawiato sposéb rozwigzywania ogéinych probleméw teorii piyt Reissnera
o zmiennej grubodci. F. ESSENBURG 1 P. M. NAGHDI ograniczyli-sie Jjedynie do wy-
prowadzenia zwiazkéw miedzy przemieszczeniami a silami wewnetrznymi oraz
zastosowania ich do zgiecia walcowego i czystego skrecania phyt.

Praca uniniejsza zawiera wyprowadzenie réwnan podstawowych omawianego
problemu oraz sprowadzenie ich do trzech réwnan przemieszczeniowych, w kiérych
jako funkcje niewiadome wystepuja frednie katy obrotu elementéw normalnych:
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do plaszczyzny $rodkowej oraz $rednie ugigeie plyty. Rownania przemieszczeniowe
stanowia uklad liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych o zmiennych wspél-
czynnikach., 7 analizy zagadnienia brzegowego dla réwnan przemieszczeniowych
wynika osiem wariantdw jednorodnych warunkow brzegowych.

1. KROTKI PRZEGLAD PRAC DOTYCZACYCH USCISLONYCH TEORII PEYT

W ostatnim pigédziesiecioleciu odnotowujemy duza liczbe prac, ktdre byly
ubcifleniem klasycznej teorii plyt. W przedstawionym tntaj skrétowo przegladzie
nie sposéb wymieni¢ wszystkich prac, ktdre udato si¢ zgromadzic. Dlatego tez
ograniczono si¢ do przedstawienia kilkudziesigciu prac, kidre, zdaniem autora, wniosty
nowe mysli lub reprezentuja oryginalny sposéb podejécia do omawianego problemu.

Poczaiki teorii plyt $redniej grubodci i pierwsze uogdinienie teorii klasycznej
zawiera praca G. D. BIRxHOFFA [4] z 1922 1. Podstawy teorii plyt §redniej grubodci
podat w 1934 r. A. E. H. Love [35] opierajac sie na zatoZeniach J. H. MICHELLA
z 1899 r. N, A, KiLczewski [29] w 1939 r. i W, Z. CaieN [7] w 1944 1. zajmuigc sig
0g6lng teorig plyt i powlok rozwazali réwniez sposoby udcislenia teorii klasycznej.
J.3. Stoxer [51] (1942 1.) rozpatrywal matematyczne zagadnienid teorii piyt
i przedstawit znaczenie problemu spetnienia trzech warunkdéw brzegowych.

Pierwsza pelna uscislong teorie plyt, w kitdrej uwzgledniony zostal wplyw sit
poprzecznych na ngiccie, sformutowal w 1944 r. E. Remssner [44], W teorii {ej odsta-
pit on od hipotezy normalnego elementu Kirchhoffa-Love’a przyjmujae liniowe
rozklady naprezen, wywolanych dzialaniem momentéw zginajacych i skrecajacych.
W wyniku tych zatozen E. REISSNER otrzymat zamiast réwnan czwartego rzedu
wystepujacych w teorii klasycznej, rdwnania rézniczkowe czgstkowe széstego rzedu,
pozwalajace spetnié trzy warunki na brzegach plyty. Teorie swa rozwingl w dalszych
pracach [45 1 46]1 znalazl je} zastosowanie w kilku waznych z praktycznego punkiu
widzenia problemach.

Prace Reissnera spowodowaly ogromny wzrost zainteresowania problemem
uéciSlenia klasycznej teorii ptyt. Swiadezy o tym ukazanie sig w ostatnim dwudziesto-
leciu nastepujacych prac: . HENCEY'EGO [24] (1947 1.), A. Kromma [32] (1953 1),
K. Hata [23] (1953 1.), L. H. DonneLa [8] (1954 r.), NEGORO SHOSABARO [40]
{1954 1), B.F. Wrasowa [56] (1957 1), A.%. GoLpENweizera [16] (1958 r.),

S. TiMOSHENKI [55] (1959 r.), M. MuszTARIEGO [39] (1959 r.), Z. KACZKOWSKIEGO
[25] (1960 r.), [26] (1968 t.), W. W. PONIATOWSKIEGO [42] (1962 r.), £. JA. AINOLA
11] (1962 r.), W. Pang’a [41] (1964 r.), 8. Fersura [11] (1964 r.) 1 C. W. Lez {34]
(1967 r.). Kazdy z autoréw wyzej wymienionych prac zbudowal teorig plyt izotro-
powych, uwzgledniajacy efekty sit poprzecznych, na nieco innej drodze i przy roz-
nych zatozeniach odnoénie rozktadow naprezen wzdinz grubodci plyty. W rezultacie
vzyskali oni réwnania analogiczne do réwnan Reissnera, réznigce sig jedynie wiel-
kosciami statych wspolezynnikéw. Jednoczesnie wielu autoréw zbudowato uécislone
teorie plyt wychodzac z réwnafi tréjwymiarowej liniowej teorii spreZystosci, kidre
drogg catkowania asympiotycznego sprowadzili do zagadnienia dwuwymiarowego.
Roéwnania te podobnie jak poprzednio réinily sie od rownan Reissnera wspdlczyn-
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nikami statymi. Wymieni¢ tutaj nalezy prace E. KopprGo [31] (1957 1.), E. L. REISSA
[43] (1962 r.) i W. A, Korosa [30] (1966 t.). Odmienne podejscie reprezentuje praca
A. L. GOLDENWEIZERA [17] (1962 r.), w ktdrej rozwigzanie uzyskuje sie droga ko-
lejnych iteracii.

S. J. MeEDWADOWSKI [36] (1958 r.) opracowat nicliniowa teorig plyt uwzglednia-
jaca wplyw sit poprzecznych. Warunki brzegowe sformulowat tak jak REISSNER.
Réwniez nieliniows teorig plyt, w ktdrej odstapiono od hipotezy Kirchhoffa-Love’a,
zbudowal w 1966 r. K. H. Zimmer [57]. Teoria ta prowadzi do dwéch réwnaii nie-
liniowych trzeciego rzgdu o wspélczynnikach statych.

K. GIREMAN i R. Beer [14] (1958 1), J. MOSSAKOWSKI [38] (1959 1), 8. G. LECH-
NICKI [33] (1959 1.), S, A, AMBARCUMIAN [2] (1960 1.), 1. G. TEREGUEOW (5211961 r.)
oraz Z. KACZKowskl [26] (1968 r.) rozszerzyli teorig piyt typu Reissnera na plyty
anizotropowe o stalej grubosci.

Piyty Reissnera, spoczywajace na podlozu sprezystym, rozwazali F. Danier [12]
(1955 r.) oraz W. S. GrazvriN [15] (1964 r.), kiory przeprowadzil szezegSlowa
analize przydatnosci teorii Reissnera w omawianym zagadnieniu.

Dalsza grupa prac dotyczy plyt poprzecznie nicjednorodnych i plyt o zmiennej
grubosci. Problem plyty tréjwarstwowej i zwiazek teotii tej plyty z teoria Reissnera
1 teorig klasyczng omawial M. Sokorowskr [49] (1958 r.). Teorie plyty poprzecznie
niejednorodnej przy dosy¢ ogélnych zatozeniach co do rozktadu napreZen i zmiennosci
tensora stalych sprezystosci wzdluz grubodei plyty opracowal C. STANESCU [50]
(1967 1.). Rozszerzeniem teorii na plyty o zmiennej grubogci zajmowali si¢ R. D,
MINDLIN 1 M. ForrAY [37] (1954 1), kt6rzy przyjeli zaleznodci pomigdzy prze-
mieszezeniami a sitami wewngtrznymi takie, jak dla plyt o stalej grubosci. Pelna
teori¢ ptyt Reissnera o zmiennej grubosci sformu10w3h F. EssenBURG 1 P. M.
Nagupr [9 i 10] (1958 r.).

Ogodlne problemy teorii plyt Reissnera, rozw1qzama osobliwe i zagadnienia
jednoznacznodci rozwiazan oraz zwiazki tej teorii z uproszezona teorig plyt tréj-
warstwowych byly przedmiotem rozwazan R. GANOWICZA [13] (1966 r.). Rozwig-~
zaniami osobliwymi teorii plyt Reissnera zajmowal si¢ réwniez R.J. HARTRANFT
[22] (1966 1.). Interesujacy prace na temat ogélnej teosii plyt wywodzacej sie z teorii
Reissnera opublikowat M. Hamovicr [21] (1966 r.).

Odnotowujemy réwniez prace doswiadezalne nawiazujace do wynikéw uzyska-
nych na podstawie teorii plyt Reissnera. Wymienié tu nalezy prace W. M. ARANOWI-
cza 3] (1966 r.) i G. W. CHABERLANGA [6] (1966 r.).

Wyjatkowa pozycje w omawianym problemie doktadnych teorii plyt zajmuje
teoria momentéw wyzszego rzedu. Teoria ta wywodzi sig z prac A, E. GREENA
{18 1 19] opublikowanych w 1949 r. Teoric momentéw wyZszego rzedu rozwineli
w latach 1962 - 1963 R. Tioren i F. P. SAYER [54] oraz R. TrrreN i P, G, Lows [53].
Podobnie jak to ma miejsce we wszystkich teoriach piyt, problem sprowadzony
zostal do zadania dwuwymiarowego. Dla naprezed wprowadza sie wzoty

1
(L1 c?u=—h~ fau(xl,xz,xa)xgdxa, n=0,1,2, ..,

—h2

ni2

Rozprawy Inzynierskie — @
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gdzie a, ; jest momentem naprezenia o;; rzedu #. Udoskonalanie teorii piyt polega
tutaj na przyjmowaniu coraz to wyzszych wartoéei n. Rzad uzyskanych w ten sposdb
réwnai przemieszezeniowych wynosi 2n+-4. Teorie plyt typu Reissnera sa wige
pierwszym przyblizeniem teorii wyzszych momentéw naprezen, gdyz n=0, 1. Teoria
Klasyczna, jak stad widaé, zawiera w sobie znang sprzecznosé polegajaca na niezgod-
nosei rzedu réwnania z liczba wymaganych warunkéw brzegowych. Przyjmujac
bowiem rn=0, 1, otrzyma¢ powinni$my rodwnanie szostego rzedu, podezas gdy teoria
klasyczna prowadzi do réwnania czwartego rzedu. Dlatego tez rozwigzanie proble-

mu brzegowego wymaga wprowadzenia zastepczej sity poprzecznej, aby liczba wa-
runkéw brzegowych odpowiadata rzedowi réwnania.

Dalsze udoskonalenie teorii plyt zawdzigezamy A. E. GreENOwI i P. M. NAGHDIE-
MU [20] (1967 1), ktorzy nawigzujac do teorii momentdw wyZszego rzedu opracowali
teorie uwzgledniajaca niesymetryczno$é tensora naprezenia (teoria piyt Cosseratow).
W omawianej pracy rozwazono w szezegélnosci przypadek zginania nicograniczo-
nej plyty z otworem kolowym. Omdwiono zagadnienie koncentracji naprezen w sg-
siedztwie otworu, a uzyskane wyniki opracowano w ten sposdb, aby na drodze
do§wiadczalnej mozna byto okreéli¢ dodatkowe state materiatowe, ktdre nie maja
swego odpowiednika w klasycznej teorii sprezystosci.

2. ZESTAWIENIE WAZNIEISZYCH OZNACZEN

We
Wa
X

techniczne stale ofrodka ortotropowego,

symbol Kroneckera,

wspotrzedne tensora odksztalcenia,

grubo$é plyty,

momenty zginajace i skrecajace,

wspOhtzgdoe wektora jednostkowego, normalnego do elementu po-
wierzchni ograniczajacych piyte,

pionowe obciazenie plyty na gérnej i dolnej powierzchni ograniczajace}
plyte,

wspolrzedne wektora naprgzenia na powierzchai o normalnej #,
sity poprzeczne,

plaszczyzna Srodkowa plyty,

powierzehnie ograniczajace plyte od gory i od dofu,

wspoirzedne tensora napreZenia,

energia spreZysta plyty,

wspohrzedne wektora przemieszezenia,

obigtosé plyty,

potencjat sprezysty, )
érednie katy obrotu efementu normalnego do plaszezyzny srodlcowej,
grednie przemieszczenie pionowe, ugigcie pliyty,

wspotrzedne kartezjanskie,

W celu skrécenia zapisu formut zastosowano zapis wskaZnikowy i konwencje

sumacyjnq Wskazniki oznaczone matymi literami “facifskimi i,/ k&, 1 r, s,

przyjmuja wartosci 1,2, 3. Wskazniki oznaczone literami greckimi «, By vy
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przyjmuja wartoéci 1, 2. Przecinek na poziomie wskaznikéw oznacza pochodng
czastkowa wzgledem odpowiedniej wspohrzednej. Sumowaniu nie podlegaja wielkosci,
ktérych wskazniki zawarte sa w nawiasie (np. oy,,) oraz wielkosci oznaczone du-
Zymi literami alfabetu lacinskiego (np. axy).

3. WYPROWADZENIE ROWNAN PODSTAWOWYCH

+

3.1. Zalozenia

Problem plyty Reissnera rozwazany bedzie na gruncie liniowej teorii sprezystosci.
Przyjeto prawoskretny uklad wspolrzegdnych kartezjanskich xq, xs, X3.

Powierzchnie ograniczajace plyte od géry S, i od dotu S, sa odpowiednio okre§lo-
ne nastgpujacymi réwnaniami; ' '

(3.1 X3 = “7;3 (o1, X2), xsth(xn EAR

Powierzchnia boczna plyty jest walcem o tworzacych prostopadlych do plasz-
czyzny Srodkowej x; 0 x, i kierujacej C, okreélone] réwnaniem
{3.2) t{xy, x53=0.

Z zalozen powyzszych wynika, e kosinusy kierunkowe normalnych »; do powierz-
chni gdérnej i dolnej okreslaja odpowiednio réwnania:

dla 5, o
1 ko, i
(3.3) Ry = Yy 1 iz M T 1 iz >
(I‘P“Il?,ﬁhjﬂ) (1+Ih’ﬂh'ﬂ)
dla S, "
1 k. 1
Ny = — - - g =

2 i 1fj2 » 1 1}z
(1'1"‘“4*}1)9/{3) (1+z‘hlﬁh,5)

Kosinusy kierunkowe normalnych do powierzchni bocznej okreélaja rdwnania

{ x

@ "

m:;=0.

Obciazenie zewnetrzne plyty, przylozone do powierzchni S, i §,, jest prosto-
padte do plaszczyzay Srodkowej i odrosi sie do jednostki pola ptata powierzchniowe-
go; obcigzenia p, i p, (rys. la) skicrowane sg ku plaszezyZnie §rodkowej plyty.

Przemieszczenia zgodnie z zatozeniami teorii Reissnera okre§lone sa za pomoca
WZOTOW

(3.5) U= X3 Wy (X1, X5),  s3=w3 (X, X3),

gdzie w, oznaczajg §rednie kgty obrotu wokol osi ukiadu a w, oznacza ugigcie
powicrzchni $rodkowej.
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Przyjeto zalozenie Reissnera o liniowosci naprgzefi:

26 _6Ma,3 X3
( . ) Top = h2 /1/2 '

a b

Plaszezyzna
Srodkowg

Rys. 1

Rozwazany bedzie przypadek ortotropii materiatu “scharakteryzowany dzie-
W{'Qcioma stalymi sprezystoéci. Poza tym przyjeto, Ze stale sprezystodci sa funkcjami
wspéirzednych x, i x,.

3.2. Wyznaczenie pozostalveh wspdlrzednych tensora napreZenia. Réwnania réw-
nowagi piyty.

Wspdtrzedne tensora naprezenia powinny spetniaé réwnania rézniczkowe row-
nowagi (sily masowe pominigto)
(3'7) Gji,j=09 i:j:laza 3

oraz warunki
na powierzchniach S, 1 S,

(3.8) P(;“) =0jily,
na powierzchni S,

(3.9 pﬁ"’ =Py0ia,
na powierzchni S,

(3.10} P=—pabis,

gdzie d,4 jest symbolem Kroneckera.
Sity wewnetrzne zdefiniowane sa nastgpujaco:

k2 K2

(3.11) Q= [ wdrs, My= [ ouxsdss.

—h/2 —hi2
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Wzory na naprezenia g5 otrzymano po scatkowaniu réwnan (3.7). State calkowania
wyznaczono z warunkow na powierzchniach S, i Sy (3.9) i (3.10). W rezultacie po
wykonaniu odpowiednich rachunkéw uzyskano nastepujgce WzOI'y na mnapreze-

nia a,3:
~arte - Gl e =G
Ou3 = .01 7/5) —M, i 1-3 72
~ o) G e v 22
(3.12) 0'33—T h/z 3 h/2 2Qq i +M¢z A

(G -Gl [Ga) -Gl 15

11f2

1 2 1
(3.13) P=(Pa—Pg)[1+'4_h,ﬂh,n] , P=(Pa+Pg)[1+“Ih,ﬁk,a]

gdzie

Rownania réwnowagi plyty przedstawione w sitach wewngtrznych otrzymano
w p. 3.3. niniejszej pracy. Réwnania te przybieraia postaé

(314) MBﬂ,ﬂ"Qazoa Qa,a_p-zo

Z réwnat (3.14) skorzystano przy budowie wzoréw na napreienia o, Nalezy
doda¢, Ze uzyskane réwnania dla napresen r6Znia sie¢ nieco od réwnan,
ktére podali F. ESSENBURG i P. NAGHDI w pracy [10]. Odmienng postaé ma réwnanie
na g;3: Rownania podane w cytowanej pracy spelniaja wszystkie warunki na po-
wierzchniach S, 1 5, ‘m'e spelniajg natomiast trzeciego warynku réwnowagi @3, 3==0.

3.3. Wyprowadzenie réwnati podstawowych na podstawie zasady Reissnera

W omawianym problemie plyty réwnanie wariacyjne uloZzone na podstawie
zasady Reissnera przyjmuje postaé¢ [47 i 10]

313y 8] [ lowou—W(ow ax)ldV— [ pewsdS, -+ [ powsdS,—
v Sg Sa

"z

- f f (U;¢m3u¢+6a*3m“w3)dx3d6'} =0,

C —~n2

gdzie gwiazdka oznaczono napreienia wystepujace na bocznej powierzehni walco-
wej ograniczajacej plyte, a C oznacza kontur plyty na plaszczyZnie x, Ox,. Symbol
W (0., agy) oznacza potencijat sprezysty, okreslony réwnaniem (por. np. [26], str. 22):

1
(3.16)  Wioij agr) = X (@, "fiz1 |-az; ng‘l‘aas ‘7%3 +a4q 02'3 +ass Ufs"ﬂlﬁﬁ U?z)‘,‘

23022033 4+013011033Fa,201, 65,
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Wykorzystujac réwnania geometryczne

I .
(3.17) 31j=__2'(”i,j+uj,i)
i wzory (3.5), pierwsza z calek w réwnaniu (3.15) mozna napisaé nastgpujaco:

(318) f [aij 7% W(aij: aKL)] dV: f[Mﬂa wu, B+Qa(wa+w3; oc) ""‘A(Mmﬂa Q?)} as.
14 5

Funkcje A (M5, Q,) uzyskano po scatkowaniu réwnania (3.16) w przedziale grubo-
§ci plyty, przy czym uwzgledniono tutaj wzory na naprezenia (3.6) i (3.12):

6a11M121 12012M11 MZZ 6(122M§7_ 6a66Mfz

A (Ma,g, Q’,) - h3 + h3 + ]‘13 + 113 +
3 2

+'5_h‘(M11 aya+Mzzaz3) —2P_+“il_(Q1h,1+th, 2

1 ’ ‘ 1 - o]

+71— (M4 fll, 11+2M12h, 12+Myz h,-zz)_é_? (M h, 2M, h, 1 f?,zﬂ'Mzz h,zz) +

3 2‘ ' 1 Tha\ h k2 \?]
+T6£a44 2Q2"”2Q2 Mz.l""k—'*“Mzz—k‘.‘ +3 M217+MZZT _+

3 . s h,z k,l h , h,l 2]
+m’ass 2Q1—"2Q1 M1ZT+M11T +3 MuT"“MnT _+

30’33

17 1.
*Faaak[_z”é"aﬁzJF"S—Pz]_!_ 1404 [4(Qs 1 +02h,2) (O4 }?,1+Q2h,2+M11]1,11+

+2M,,5h, 12"|‘le2 h,z'z)'l'(Mu h, 11 2M Lk, 12+ Mos 22071~

33&33 ) 2 P .
-+ 22043 (Milh’l_l'lezh‘ 1]1,-2+M22]1, L=
9435 _. | .
—_ 140 P[Z(Q1h_1+th, 2)+(M11]1,11+2M12 ]1,12+M22 h 22)}_'
__3%3 =01 2’ 5 3as3
~ 0 POy B 42M g b b Moo I 2)—W[2(Q1h,1+gzh, )+

+ (M4 h, 11+2M'12 h,_ 12+M22,h, 22)] (M4 11,21+2M12h, 1ho M, h,zz) .

Catki powierzchniowe pierwszego rodzaju mozna zamieni¢ na catki po obszarze
plaskim ([5], str. 539). Wobec tego

1 1/2
— [ powsds,+ [ pawsdSa= [ @a=pyws (1+7ff,mh ) as= [ pwsds.
Sg S4q 5 s
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Ostatnia z calek w réwnanin (3.15) moZna przedstawié w postaci

hf2

{(3.19) f f (ammﬂua—l—aﬂm wa)dxs dC= f(MMw 0wy m,) dC .

€ k2

Podstawiajac znalezione wielkosci do (3.15) otrzymujemy rownaniec wariacyjne

G20 O [ Mpuwe, o+ QuOptws, ) — A (Mo, O)+5ws] dS —
8

= f M wemy 0] wamy) dC} =
[

W réwnanin (3.20) wariacji podlegaja zardéwno przemieszezenia w, jak i sily we-
wnetrzne M,; i O,. Wariacje pochodnych przemieszezeft wyeliminowano korzystajac
ze wzoru na pochodng iloczynu funkcji oraz ze wzoru Ostrogradskiego-Gaussa
dla obszarn dwuwymiarowego (48], str. 215). Po wykonaniu wariacji wszystkich
calek wystepujacych w réwnaniu (3.20) otrzymano nastgpujace réwnanie:

1 oA
(3.21) f{(—Mﬁa,BJrQa) W, (= 0y, o+ P) oW+ —2"(wa,w+wn, a)—waMaH]x
S .

oA
chMaﬂ—i—(wa—l—ws,a 20, ) (3Qa} dS+f {[My,— :a]mﬁéwa—l—

HQ.— Ol m, 6ws}dC=0.
Na podstawie zasadniczego lematu rachunku wariacyjneéo, przy zatoZeniu cigglosci
funkcji podcatkowych, z réwnania (3.21) wynikaja nastgpujace réwnania:
roéwnania rownowagi
(322) M.ﬁ'a,ﬂ_Qa:Os Q«,a_p=0;
rownania laczace ptzemieszczenia z silami wewnetrznymi

ad .04 ad
3M11:0’ ‘V1,2+W2,1—f_:0: Wz 27

Wi 1™

3.23
3.23) dA4 dA

wit+ws 4 —d—Q1=0’ Wz‘jr'Ws,z"'a‘Qﬁ_:O;
. 2

warunki brzegowe

(3.24) My=My, Q,=0.

Réwnania (3.22) i (3.23) stanowia uklad o$miu réwnafi o o$miu niewiadomych
M s, Qp i Uktad ten tworzy uklad rownan podstawowych omawianego proble-
mu plyty.
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Wspdlezynniki rownan podstawowych dla plyty ortotropowej o zmiennej gru-
bosci tworza nastepujaca tablice kwadratows:

Tablica 1. (3.25)

My M, M3z Oy 2 | ow W3 W3 14
a
Jfu Sfiz fis 14 fis —— 0 0 fi
Bxl
: J &
Ja1 faz Saa J2a f2s - e 0 fa
ox oxy
d
Sas faz fas fza Sas 0 —— 0 Sa
- sz
7]
faa faz faa faa fas —1 4] —_— fa
8x1
d
fs1 Jaz Ss3 fsa fss 0 -1 - fs
ax;
— é ﬁa 0 1 0 0 0 0 0
oxy 8xy
b7
0 —_ —ﬁa 1 0 0 [} 0
3.x1 ax;;
e J )
0 0 0 —— —_ 0 0 0 —1
x1 sz

Ostatnia kolumna zawiera wspodlczynniki przy wyrazie obcigZeniowym po przeniesieniu
na prawa strong.

gdzie fup i fy (4B=1,2,3,4,5) sa funkcjami wspéSlrzednych x; i x,, przy czym
pierwsze z nich sa symetryczne wzgledem wskaznikdw,

(3.26) Jan=fa4-
Wspdtczynniki fp okreélajq nastepujace wzory:

120, | 62, dass ., .
ha=—m g (1 heh? 1)+ 5h3 it 140,113 (@3 it

U =202 h (o B,

6ay
f'12— h3 (k 12k'|‘h 1 2)+ 5]1,3 k k 2+ hg (2k llh 1211 +

(3.27) +11h31h z—khdih 12_4,1h,2k’11k),.

12{112 3(1.'13
Jia= e 5h3 5 (o h— k )+ Shg (k 11]1‘5‘]1 )+

da;
+ 140h3 (2k llh 22]12+11h2 h«‘ _hh 1h 22'—hh k 11),

6a, 4 3ass
Su= g T

3ass 3
k, 1+ 70h2 (2k, llh, 1 h_h, 1) 3
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3a,
(B2 fis= s h ot oos Qh oy h o h—k D),
o Sh 70k

6013
fi=
5h 140h

(3k 11 202,

12a55 9044 B 9(155
fa =T g Bt g

w2, + 35I3(2h212h +

A2 B2, —2h, (B ok o h),

6a,
fos= 5h3 (k 12h+h h z)+ 5h3 , h,z+

3(2!’1 128 22 P11 B2, —h b 2o~ h 0 h),

70]
3ass 343,
faa=— s M2 35 @k 1 B2 k=1 h2)s
’ 3(144 3 2
fas = =g bt gs @b ash=iah ),
fm 70h (311]1 w22k 1 8 ),
12@22 6
Joa=— T4 (22 h 2 2)+ 5k3 s 2t
3a,
a0 QHosa i+ 1K, =287 b ),
6(1.23‘ 3 2
Foum S 2 O b B I,
60’23 3“44—
Jas= 5h2 h’z_@“k:z ,_70};2 (2R, 22k 2 h—12),
_ 6ay3 3a; th
Ja= 5 TTaon 1404 ( 234 22R),
6“55 6&33 a
Jaa =g g B
6as3
f45 15% h, 1h’2’
9a;;
Ja 70 1,
6!514.4, 6“33 2 9033
Tos =75y s hae SsT a0 e
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3.4, Réwnania podstawowe dla ortotropowej plyty niejednorodnef o stalej grubosci
spoczywajqcef na niejednorodnym podioiu spreiystym '

Rozwazania ograniczono do przypadku plyty o stalej grubodci s=const. Ogra-
niczenie to jest konieczne, poniewa? uwzgledniono jedynie obcigzenie sifami pio-
nowymi (por. p. 3.1), podezas gdy zmienna gruoboéé plyty ze wzgledu na hydro-
statyczny charakter reakcji podloZa pociaga za sobag wystapienie sit poziomych.
Przyjeto dalej, ze wspdlczynnik podloza jest funkcja poloZenia:

(3.28) | fe=k (x4, %2). .
We wzorach na napreZzenia (3.12) 1 (3.13) nalezy uwzglednié, Ze
(3.29) Pa=k (x5, x2) wa (2, x7).

Z zaleznodci (3.29) uzyskujemy ‘

(3.30) 13=kW3 —-p, p=kwytp,

gdzie p=p,.

Uwzgledniajge zwigzki (3.29) i (3.30) oraz biorge pod uwage stala grubos¢ plyty,
wzorowi (3.18) okre§lajacemu funkcje A (M, Q) nadajemy postaé
6a, M7, 6a,, M2, 6ageM?:, 12a;,M, M,,

3 + K i h? + h? +

Q3D A=A(M,p, Q) w3)=

3 3 3
(Mn ayy My, a,3)(2p— 2*"‘7‘“"3)Jr 044 Q2 Sh assgl

17
+dz3h [ (p—kws)* '1“7 (PﬂLkW:s)]

280

Réwnanie wariacyjne (3.20) ulegnie pewnei modyfikacji:

(3320 0] [ [Myawe, s Qu (- ws, ) — A (Mg, Oy ws) ki —pws]dS—
N

—f (M, wo g+ 05 wym,) dC}zO.
C

Po wykonaniu wariacji i wykorzystaniu twierdzenia Greena uzyskano réwnanie |

: ad ,
(333) f{(_Mﬂa, B+Qa) 5Wa+(“Qa,a - hé__ “""P‘chwa) oWz
W3
5 .

1 oA ] ( oA )5 }dS-—
- -2_(wa,ﬁ_!_wﬂ, cc) aMag éMaﬂ_{— a+w3,a aQa Qa:

~ § (M= ML Iy O,+1Qu— QL ma 012} dC=00.
C

Wspdtczynniki réwnan podstawowych dla plyty o stalej grubosei spoczywajqcej
na podloiu spr¢zystym tworza nast¢pujaca tablice:
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Tablica 2. (3.3).

My, My Mg 0O @ | ow o owy W3 P
, é
fu 0 fia 0 0 ——— 0 —fis -1
. 3xl
0 £ 0 0 0 — 2 0 0
= o %,
2
S 0 Sas 0 0 0 - —f38 —f3
3.’62
1]
0 0 0 ~faa 0 1 0 — 0
Bxl
a
0 0 0 0 —fss G 1 — 0
BJC2
7] a
_— 0 1. 0 -0 o 0 0
ox, dx, = ; .
a o
0 —_—— — 0 1 0 0 0 0
c'?xl sz
: : : d d
—fs1 0 —fas o py 0 0 Sas - fs
. 12 2 12
gdZIG fAB=fBA (A3B21:29354:596;738)’ fii=Fa11,f13:h_3“l?_a fZZZFHSG)
12 6 6 6 6 13

f33=7§azzs f44:_szass, f552§ﬂ44, flsz”S}l"kais, fssz"sikazss f38=§"‘

6 ‘ 9.
x k*azs h—2k, fizggalsa f3=_571‘azaa f331+"ﬁhka33-

4, SPROWADZENIE ROWNAN PODSTAWOWYCH DO TRZECH ROWNAN PRZEMIESZCZE-
NIOWYCH

W celu uzyskamia réwnaf przemieszczeniowych pierwsze pieé réwnan podsta-
wowych rozwigzano ze wzgledu na M,; i Q,. Otrzymane w ten sposb wyrazenia
podstawiono do pozostatych trzech réwnaf (réwnan réwnowagi). W efekcie uzy-
skano uklad trzech réwnan rézniczkowych czastkowych na funkcje w;:

“.1 ) Liw;=P;.
Sa to poszukiwane réwnpania przemieszczeniowe,

4.1. Ortotropowa plyta niejednorodna o zmiennej grubosci
W ukladzie réwnai przemieszezeniowych (4.1) L;; oznaczajg operatory réznicz-
kowe o zmiennych wspélczynnikach, a P, sg znanymi funkcjami potozenia:
a2 a2 52

é
T gy T P, TR g

(42) LiazAta+Bia axl
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4.2 L A d A 4 D..- ’ E & &
([c.-d.]) i3 = ila + S +Dyy o +£;q 9%, ox, +Fi3 ax2
NN,
Py =Py (xy, x5)= — 2 {{PfA"a-x;‘ Bx graT
A=1
(PfA)
{PfA sz 824~ Ffa84a] >
9 d(pfa)
Py=P,(xy, Xp}= — Z {[PfA‘é“;"“—axT L2at
) A=1
(pfa)
[fA %, Ei: 834~ Pfa8sa(-
s .
_ 3(Pf,4)
P3 =-P3 (xln xz):P— Z {[P Aa 3)61 axl Baa
. A=1
[ 3(PfA)] }
N 5%, 3%, Bs4f~
Funkcje A, By, Cig, Dyjy Eiy 1 Fyy sa znane i zaleza od wspdirzednych xg, x,:
A :3314 3824_ Hagn 0844
11 2%, 9%, Baa s 11 2%, xy
0815 0f2s 0812  Ofaa
4, = &%, ax, T 8as» BT 2%, '%'ﬁ‘gztz‘{‘gls,
_ 0834 | 0gaa _ . 9821 | 9831 _ o+
bk, Bx, 8as> 20k, 0%, 85118245
0825  0%3s - Jg22  0%32
Ay = ox, E;" 55, Byy= 9%, ax,
4.3) e = O8as | O8sa _ %8s, s
a1 %, ox, 31 ax, 2%, Eads
0845 | 08ss 084z  Ofs2
Asp = ox, ox, ° By, = o 9%, Eass
0812, 082
Cit :E;T 9%, ° Dyi=g11,
dg13 | 9823
Cip= ™ E"gmg43+g253 Di,=g2,
gy 0843
Czn = 0%, 2% —&s52+8:4. Di3=g14,
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g J
@ Coomy s Da=g,
Cyy = a;;:: aagsz t8as,  Drs=goa,
Csp = a;: s ox, "85 Daz=gaa,
By =2gy,, Eyy=2g;,

E12:g13+'g22: Ey3=8151834,

Eia=gi5+84, FEzz=2gsa,
Fii=8,, Fia=gs;,
Fi3=833, Faa=gss,

Fia=gys, Fi3=g;ss,
przy czym Dy;=Dy,, E;,=E;; oraz F;;=F,;. Z tej symetrii wynika symetria opera-
toréw rézniczkowych drugiego rzedu, LY =LY,
Funkcje g4z (4,B=1, 2, 3, 4, 5) 58 elementaml macierzy odwrotnej do macierzy

[fAB

&

fAB
_1 —
4.4 [g4p]=[g54]= [fAB] [f

gdzie f4p jest dopelnieniem algebraicznym macierzy [fAB]. Nicodzowne jest, aby
wyznacznik macierzy [f,5] byt réizny od zera.
Ukiad réwnan rézniczkowych (4.1) opisuje problem zginania plyty ortotropowej
o zmiennej grubosci, Jesli przyjaé, Ze wspdlczynniki sprezystoéci ag; sa funkcjami
X3, Xz, to rownania (4.1) odnosza sig do plyty niejednorodnej w plaszczysnie x; 0x,.
W rownaniach (4.3) nalezy uwzglednié, ze

gAB:gAB {h (xls xz)s h: ‘x(xi; xz): h, af (xla x2)n aKL (xis x2)] ]
co prowadzi do nasiepujacego wzoru na pochodne funkcii g,

7 _ dg4n Oh 0g.4n 3]1,;1 L4 ah,ny . g5 Ol
éx,  Oh dx,  dh, dx,  Ohg Ox,
Jezeli grubosd¢ plyty jest stala, plyta izotropowa a material jednorodny, to réwnania
przemieszezeniowe (4.1) uzyskujg znang postaé (por, [13], str. 58).

“.5) e ox.

4.2, Ortotropowa plyta niejednorodna o stalej grubosci, spoczywa]qca na nie-
Jednorodnym podlozu sprezystym

Budowa operatoréw rézniczkowych L;; w réwnaniu (4.1) ulega w tym przypadku
pewnej modyfikacii:
d o? a7 a7

é
(4.6) Lij=Aij+BiJ' axl +Cij 3.7{,'2 +.Dij axi _l_Eij; ax18x2 _|_Fij 3.76; 4
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Jezeli wprowadzimy oznaczenia

b = 2351 b ty; b Gan
[ S — P byy=—""3
@ a3y, —d5, " allazz_aiz ’ a2 Ay 32— a5,
5 1 1 5 1
4a T s bss =—, 66 — s
das . ass - g6

to funkcje A4, B,;, Cy;, Dy, E;; oraz F;, okreélajg nastepujace wzory:

—5h »o2 o 5h
Agq =Tb55’ A= 10 ax, Sk (byzai3—bi2as5)], Azzz"“{bus
B S5h obsg
Az = 10 3;{; [k (byazza—binatia)], Az = _? ox,
5h Obys 35 N
A32=_? ax. ’ Azz= 25’5 [byy a5 —2b15a15a53+barais]+
2z
134 s
. —_’r2k'—¥k 33 .
_ i by, B Bbgg
112 ox, B=1a Ox,
s 25
13= By = 10 k(bysai3~b1aass)— 3 =7 Dss s
]7,2 3b12 ghﬂ 3[)66 5h abss
(4'8) le_ —'E axz 3 BZZ_ 12 _6x1 5 “333_ 6 axl 3
B dbes B 8by c R b
“n=73 dx, 0 VT2 ax, 0 P12 ox,

h® 0by, i 25
C22=E 2%, C23=C32=T6 k(buaza—blz%a)_ggbm s

5h 3b44

33 = 6 ox,°

B R Sh
DII:EbZZ’ Dzzz—l'z_bﬁﬁn Day= _?bSSa

3

h
E =B, =_15 (Do —D12),

k2 h? 5h

F = 12 5 Dess F22=T2‘b11s Fasz_? bys.

Pozostale wspolczynniki funkeyjne sa rdwne zeru.
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Funkcje P; wystepujace w rownaniu (4.1) sq nastepujace:

hZ

d
P = 10 [ (bazay3—bi12as3)+(Pr2ay5—by5 a53) 5— ox ]P,

: h? d
4.9 Pz 10 [ (briazs—brza;3) (b1 a3 —b;, 313) ] b,

[I_I_ kﬂ33+ k(bll (123 2b12013a23+b22a‘;‘3):|p

Uzyskane wzory na Wsp()}czynmkl funkcyjne obejmnja przypadki szczegdlne,
np. przypadek plyty niejednorodnej spoczywajacej na jednorodnym podlozu spre-
zystym (k=const), plyty jednorodnej spoczywajacej na nigjednorodnym podtozu
sprezystym (ggp, bgr=const) oraz znany. przypadek [15} plyty jednorodnej mna
jednorodnym podtoiu sprezystym (k, agy, bz =const).

Jest oczywiste, Ze réwnania przemieszezeniowe {4.1) sa poprawne jedynie wow-
czas, gdy operacje rézniczkowania okreélone wzorami (4.2), (4.3) (4.5} i (4.9) sa
wykonalne. Ogranicza to klasy funkcji wyrazajgcych zmiane grubosci piyty i stalych
materiatowych.

5. WARUNKI BRZEGOWE

Warunki brzegowe zanalizowano na podstaw:e wzordw okreélajacych prace, sit
brzegowych.

Na rys. 2 przedstawiono dodatnie skladowe napr@iefl, sily wewnetrzne i prze-
mieszczenia odniesione do elementu plyty {(dodatnie wektory momentow sa, zgodnie
z przyjetym uklademn wspdirzednych, prawoskretne). Jedli przejdziemy do brzegu
krzywoliniowego, to w kazdym punkcie takiego brzegu wystepuja trzy sily brzegowe:
M., My, i QF i trzy przemieszozenia w,, w,, ws. Momenty brzegowe M) M),
1 sile poprzeczng Qf; wyznaczamy z warunkdw réwnowagi elementu przedstawionego
na rys. 2f:

Mmm M11m1+2M12m1m2—{—M22m2,

(5.1 M, =(M;,— M11)m1 my MY, (m} — m3),
Qm=le1+Q2m2 .

Sity brzegowe M,z i @, wyznaczyé mozna z nastepujgoych réwnai:

f d b a
M5, = (314+811 a—x1+g”§3{;) Wl+(g;5+g123

d
LI"gm?”"') Wy

d
_{— g14 a —i—gIS a PZ lAfA,

N d 4 o
M12=(824+gz1 Tlengz 3}c2) +(825+g22 o + g2 )

dx,

(52)

d d
Jr(g%a-{— Z1s "éﬁ)"c;m) witp Ag‘: gZAfA:-
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(5.2)

fe.d.]
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P d A
Miz:(gﬂ—l_g?’l_@xl —|—g32—_ax2)W1+(335+832 9%, +ga3 axz)Wz"i‘
d d 3
oot 3 s
gaa g 1 gas s W3+P£ gsafs

8 8 : O s
Qi=(g44+g41“5;j+g“a—xz) " ”"(g“""g“ ox, B 3xz)w2+

. a 3 3
—!_(344 3); +gas 5;;“) Wwy+p 21 8aufas
A=

* ? g ° ’
Q2=_ E54 1851 Tpcl+g523_)ﬁz- Wit gss g ox, +.§’53§;;" v

& d i’
- K3 R = .
(g54 0xy Ess 3x2) WatP A=1 ssals

b 402 : M
Mzg

Rys. 2




STATYKA PODLUZNIE N_IEJEDNORODNE.I PLYTY REISSNERA 573

Praca sit brzegowych M7, M' i OF jest proporgjonalna do catki
t i

mu? IH,
* & *
)c (Mmm Wi "}" Mrnt Wy + Qm WS) dC:
o .

gdzie w, jest katem obrotu wokél stycznej do konturu 7, w, jest katem obrotu wokét
normalnej do konturu 7, a wy jest ugicciem piyty.
‘Poniewaz wariacja podanej calki ma znikaé. na brzegu plyty, wystapi¢ moga
jedynie nastgpujace kombinacje jednorodnych warunkdéw brzegowych:
1. M,

R

:M:II=Q:’I:0’ 5. wm:M*

mt::w3=01

® "
2. Mnrmzwtxgm:()! 6. Wy=W,=w3=0,

5.3
( ) 3? M* _M:I=w3:03 7‘ Wm=M* *Q:zo,

T mt

i N
4. Mmm=wtzw3:0, 8. W,,,=W¢=Qm=0'

Na brzegu plyty nalezy spemi¢ trzy warunki brzegowe, co odpowiada rzedowi .
ukladu réwnaf przemieszczeniowych (4.1).

Analogiczne warianty warunkéw brzegowych uzyskat R. GaNowicz ([13],
str. 66— 67), przypisujac przez analogie do teorii plyt cienkich warunkom 1 i 2
charakter «krawgdzi swobodnej», warunkom 3 i 4 — «swobodnego podparcia»
oraz warunkom 5 i 6 — «zamocowania». Wydaje si¢, ze warunki 7 i 8 mozna uwa-
za¢ za pewnego rodzaju «podparcie §lizgowe», ktdre w teorii plyt cienkich odpowia-
dajg zaloZeniu dw,/0m=0F =0.

il

6. UwaGl KONCOWE

Rownania rézniczkowe (4.1) stanowia uklad réwnan rézniczkowych czastko-
wych © zmiennych wspdlezynnikach, Ogdlny sposéh posigpowania przy rozwig-
zywaniu takiego ukfadu podat S. Kavisk1 ([27], str. 68 — 76). Rozwigzanie problemu
wedhug 8. KALISKiEGO skiada sig z dwdch etapéw: «rozprzgzenia» ukladu wyjsciowego
przez wprowadzenie trzech funkcji przemieszczeh i rozwigzania uktadu réwnaf
dla funkeji przemieszezen. Rozprzezenie ukladu w przypadku zmiennych wspoiczyn-
nikéw jest nieporéwnywalnie trudnicjsze niz w przypadku wspdlczynnikéw statych.
Wynika to stad, ¢ do operatoréw o wspélezynnikach zmiennych nie odnosi sig
prawo przemiennodci operatoréw wzgledem mnozenia. W celn rozprzszenia ukladu
wyjéciowego nalezy znaleZé calki szczegdlne pewnych pomocniczych réwnafi rézni-
czkowych czastkowych o zmiennych wspdlezynpikach, co moZe stanowié trudnosé
samg w sobie. W przypadku ogdélnym réwnania na funkcje przemieszczeni stanowia
uklad liniowych réwnan rézniczkowo-catkowych. :

Wydaje si¢, ze metoda S. Kaliskiego niezwykle rzadko pozwala uzyskad efekiywne
rozwigzanie. Duig zaleta metody jest natomiast jej ogdlnosé oraz to, ze reprezentuje
Jjednakowy sposéb podejécia do zagadnienia rozprzggania ukladu réwnan o stalych
1 zmiennych wspétezynnikach,

Rozprawy Inzynierskie — 7
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Formalnie $cisle rozwiazania ukladu réwnaf przemieszezeniowych (4.1} mozna
uzyskaé w pewnych przypadkach szezegdlnych, np. gdy uklad zawiera jedynie row-
nania zwyczajne (zadania jednowymiarowe) lub gdy wspdlezynniki ukfadu sg stafe.
Ten ostatni przypadek zachodzi m.in. dla plyty o stalej gruboéei, w ktérej stale
sprf;zystosm sg wykladniczymi funkcjami polozenia. Do réwnan o statych wspol-
czynnikach prawdopodobme mozna by doprowadzi¢ przez odpowiedni dob6ir
funkc;l grubosci ptyty i funkejt nicjednorodnodci materiatu. '

© W pewnych konkletuych przypadkach, gdy rezygnuje si¢ z badania ogdlnych

wlasnodci rozwigzania, mozna zaniechaé Ildopotliwego postgpowania zwiazas
nego z rozprzgganiem ukladu réwnan, stosujgc pewne metody bezposrednio do
uktadu (4.1). Do grupy tych metod mozna by zaliczyé metody uogdlnionych
szeregéw Fouriera i metody wariacyjne, z ktdrych najbardziej godna poiecema
wydaje si¢ byé metoda Bubnowa-Galerkina. Przydatno$¢ metody Bubnowa-
Galerkina w zagadnieniach dotyczacych cial niejednorodnych zostala potwierdzona
w pracy [28], str. 659 -- 662. Gdy funkcje w;(x,, x,) sg regularne, z pewnoscia mozna
zastosowaé metode réznic skoficzonych, Pewne przypadki zastosowar przedstawio-
nej teorii beda przedmiotem nastgpnych prac.
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Peswome

CTATUKA TIPOAOJILHO HEOOHOPOLHOM ILIACTAHKHA THUIIA PEVICCHEPA
IEPEMEHBOH TOJIIHHET

OcHOBHIIe YPABHEHHs, OMMCRIBAICIIES 3AITARHYIO 347149y, ITONYYOHH! HA OCHOBE NPUMCHEHHA
BapHanyonyoll Teopemer PeficCHSpa ¥ OPTOTPOMOHOMY IMHEHHO-YNPYTOMY TEINY. VpasreHmEs
CBEJENH k YPABHSHHNM B NEPEMCHICRHNX, B XOTODPHIX B Ka9eCTBE HCH3BECTHBIX dyexupit copep-
JATCH TPH OCPENHEHHEX TEPEMeIICHEA: IBA YTHA HOBOPOTA NHHCHHEEIX SMEMENTOR HOPMAIIBHBIX
K CpenuHHOR IMIOCKOCTH B Ipornd ILUTACTHHKK.

VpapHeHRS B IepeMeIcHyAX 06PazyIoT CONPHKEHEYIO CHCTEMY AHEHHEIX Jj,mbtbepenunam,ﬂmx
YDABHEHHH B YaCTHRX OPOH3BOMHE ¢ NEPEMEHHLIMI xooddumerTaMu. M3 aHanmia ¥pacsof
3azau CIleAyer BOCCME DAPHAHTOB OFHOPOHHBIX KPAEBHIX YCHOBHI.

SUMMARY

STATICS OF LONGITUDINALLY NON-HOMOGEMEOUS REISSNER PLATE OF
VARIABLE THICKNESS

The fundamental equations of the problem indicated in the title are obtained by means of the
E. Reissner variagional theoren applied to the orthotropic, linearly elastic body. The equations
are written in terms of displacements, the unknown functions being the following {hree averaged
displacements: two angles of rotation of the linear elements normal to the middie surface of the
plate and its deflection. The displacement equations form a coupled system of linear partial
differential equations with variable coefficients. Analysis of the boundary value problem yields 8

variants of homogeneous boundary conditions.

POLITECBNIEA POZNANSKA . '
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