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O PEWNYM STOCHASTYCZNYM MODELU
DLA PROBLEMU UDERZENIA (V)

S. KUMARASWAMY, R. SUBRAMANIAN {(MADRAS, TNDIA)

1. WsTEP

0d wiclu lat tearia prawdopodobienstwa byta stosowana w réznych dziedzinach
mechaniki; na przyklad w teorii kinetycznej [1], w mechanice statystycznej [2],
w teoril ruchu brownowskiego {31 4] oraz w teorii turbulencii [5]. W ostatnich latach
obserwujemy zastosowanie teorii prawdopodobiefistwa w dynamice konstrukeijt
(por. np. [6,7,8,9,10,11,12]). Poniewaz zaden material nie jest jednoredny,
zaden pret nie jest dokladnie réwny, zadna plyta nie ma tej samej grubosci itd.,
to probabilistyczny punkt widzenia jest bardziej realistyczny, chociaz w pewnych
przypadkach, gdy zdarzenia losowe daja niewielki rozrzut, deterministycene po-
dejécie moze by¢ wystarczajace.

W ostatnich latach wzrasta zainteresowanie problemami zwigzanymi z uderze-
niem ciat stalych. W szczegélnofci w badaniach balistycznych wazne jest zagadnienie
przebijania tarcz stalych przez pociski. Ostatnio PYTeL i Davips [13] zaproponowalt
model ciata lepkiego i badali zachowanie sig plyty pod wplywem uderzenia wybucho-
wege przy warunkach powodujacych wade pewnego szczegélnego typu (ang.
«plug type failuren). Uderzenie bylo opisywane przez predkos¢ poczatkowa rowno-
miernie rozlozona na kofowym obszarze powierzchni plyty (problem osiowo-
symetryczny). Nastgpujace przyczyny sprawiaja jednak, Ze bardzicj adekwatne jest
zalozenie, ze poczatkowy rozklad predkosci jest funkcja losowa:

1) grubosé¢ plyty moze zmieniaé sig w sposob losowy,

2) ksztalt pocisku moze nie byé zawsze jednakowy,

3) modul Younga i wspdlezynnik Poissona moga zmieniad si¢ w sposob losowy ze
wzgledu na niejednorodnosé materialu (powodujaca losowe zmiany sztywnodci piyty).

Naturalnym sposobem podejécia do tego problemu jest sformulowanie go
w postaci tréjwymiarowej. Lecz wtedy zagadnienie komplikuje sie pod wzgledem
rachunkowym; bedziemy wiec zakiadali, Zec problem jest osiowo-symetryczny.
W tej pracy rozwazany jest problem analogiczny do problemu badanego w pracy [13],
lecz tutaj zaklada sig, Ze warunki poczatkowe sa losowe. Przyjeto, ze material plyty
zachowuje si¢ zgodnie z modelem Voighta i zalozono, Ze naprezeniami réznymi od
zera s3 tylko naprezenia $cinajgce w kierunku prostopadiym do powierzchni plyty,
przy czym zalezy one tylko od wspdlrzgdnej radialne;.

(') Z angiclskiego przetlumaczyl J, BEIDA.
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2. SFORMULOWANIE 1 ROZWIAZANIE PROBLEMU -

Rozwazmy nieskoriczona plyte o gruboSci h; w cylindrycznym ukladzie wspdl-
rzednych wspélrzedna z zmienia sie¢ w przedziale 0 <z <<h. Zalézmy, Ze material
plyty zachowuje sig wedlug modelu Voighta. Bedziemy zakladali, Ze ruch piyty
jest. spowodowany przez losowa predkodé poczatkowa f(r), rozlozona na po-
wicrzchni plyty, wywolang uderzeniem. Zatozymy, Ze wszystkie wielkoSci sa nieza-
leine od z, wobec czego warunki poczatkowe moga by¢ napisane w postaci

2.1 wir, =0, ofr,O=7(r}, .

gdzie w oznacza przemieszczenie w kierunku z, a v=0Jw/dt oznacza predkosé prze-
mieszezenia w tym samym kierunku.
' Problem jest osiowo-symetryczny, a réwnanie ruchu ma postaé

doc 1 do
(2.2 ——t—g=p—

gdzie p oznacza gestoS¢ materiatu plyty, o jest naprezeniem $cinajacym w kierunku
prostopadiym do powierzchni plyty. Poniewaz zalozylismy, Ze material plyty za-
chownje sic wedlug modelu Voighta, wigc

53 dr ow

2.3) O'=af—3—r—+b -

Uwzgledniajac (2.3) rownanie (2.2) doprowadzimy do postaci

A | Bv) (3214’ 1 3w) v

@4 ”(‘é?f+7 e T e

Stesujac transformacje Hankela ze wzgledu na r (por. np. [14]) do obu stron rownania
{2.4), znajdziemy

- b
2.5) | ~&as €, 067 €, D =ps
gdzie v i W sa odpowiednio réwne -
E=f rlo(lr) o (r, ) dr,
@9 ° .
= tJo(&r) w (r; 1) dr.
0

Poniewaz v=dWw/dt, przeto réwnanie (2.5) moZna przedstawié w postaci
d*w ‘ | '

aw
@7 g2 %Mé%v:o .

Rozwigzaniem réwnania (2.7) jest funkcja -
{2.8) Ww=A (&) eﬂu(at+3 (E)emt
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gdzie
—al? A [a® & —4bp?) 2
R :

(2.9) my o, =-

A i B(E 33 dowolnymi funkcjami parametra &£, A zatem

dw
dt

(2.10) p=—=m A" +m,Be™

Warunki poczatkowe po transformacji przyjmuja postaé

l’:’(f, 0)30 3
@11 .‘ c
v (€, 0)=7= [ror&f (") dr.

Na podstawie (2.8), (2.10) i (2.11) funkcje dowolne A i B wyraZaja sie¢ wzorem

f
(2.12) A =——(m";;—ml) =—B

Dokonujge odwrotnej transformacji Hankela otrzymujemy

2]

’ °° M pat
W)= [ BEIE) de= f AN fde,
m —‘mz
(2.13) ¢
F1y € e, @™
v, 1)= f EIo(Er) e T
NapreZenie scinajqce o jest okreslone za pomoca WZOI;I
dv aw zJ ér
(2.14) a=a—a———i—b P - [ & )f[(aml—t—b) " —{am,+b) ™' dE .
¥ § m-

3. WARTOSCI PRZECIETNE T MOMENTY KORELACYJNE

Wartosci przecietne przemieszezenia, predkosei i naprgzenia $cinajacego sa dane
wzorami

Ayt et

w0} = [ &1 —u{f}de,

nt

6D el [T e,

x

e i+b mal 2+b
sloty=— [ £, (a5~ ) e{f}de.

my—my
¢
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Zaajomos¢ powyzszych wzordw daje pewna informacie o rzedzie wielkoscl w, o
i ¢ wchwili ¢ i w dowolnym punkcie r, lecz dla lepszej znajomosei tych wielkosci
wskazane jest wyznaczyé momenty korelacyjne rzedu drugiego. Charakteryzuja
one dyspersj¢ badanych wielkosci wokdt ich wartosci przecietnych. Moment rzcdu
drugiego przemieszczenia w{r, t) wynosi

rEndolr, OTo(ra ) e { FEF (f:f)}
G oWl Owe, )= J Of [ (&) — moAD] Iy () — ()]

« {e[m1(~§)+1"1(rr)]t+e[ml(.§)+m;(rr)]t_w e[uu(é)-l-mz(u)]!_e[ln;(q)«k-:ﬂ;(:)]t} ﬂ’f d}] X

Sredni kwadrat przemieszczenia w (v, t) otrzymamy z wyrazenia (3.2), przyjmujac
ry=r,=r. Warilancja przemieszczenia

; 3.3 Var [w (r, £)] =¢ {wz}——{é {w}*

W podobny sposéb mozna latwo otrzymaé odpowiednie formulty na v (r, ).

4. DyskuUsIA

W tym punkcie wyznaczymy warto§ci przecigtne i momenty rzedu drugiego
wiclkosci w, v i 6 w przypadku, gdy material piyty jest idealnie lepki. Jest to przy-
padek szczegolny modelu Voighta, gdy a=v i b=0. W tym przypadku mamy

_v§2

my=0, m,= )
P

DOJ() "} —‘l—':jr
8{\-V(r',t)}=-€"f f])[l—e o e {f}ae,
v &2

o0 0b= [ enene s,

[+ ) ¥ &2

e{o(r, t)}=~*vféz.f1(ré)eﬁ T,

(4.1)

. 2 N7 J ‘5'1 Jolnpr .
e 0wen, 0)=2 [ [ Jolers) Joorz) 2,1 ) sy
00
v &2 v

X [1 ——e—T’] [l —e_T!] d¢dy,
vER vt

g{”(‘vl 1) v(ra, Hy= ff Endo(Cr) Jolyra) & {f(é)f-(’?)} E_Tte_ g zdf dn,

52 v”z

{001,003, 0= ffJ;(rlﬁ)Jl(rzn)m x
e (JOTmye ? & dedy.
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Dalej bedziemy przyjmowaii, 7e

@42) SO =V )y e G S =B (1)
Wtedy

e (@Y= [ V() rIol&rydr,
(4.3) o

eSO = f f @ (re, Fa) 1o re Jolrd)o(pry) dry dr,

Podstawisjac powvisze wartosci do wzordw (4.1) otrzymujemy charakterystyki
statystyczne wielkodci w, ¢ i 0. Dla dowolnych konkretnych wartodei vy 1 r, oraz ¢
otrzymane catki moga byé obliczone numerycznie na podstawie znajomosci funkcji
V)1 D{r,r,). '

Rerzultaty otrzymane przez PyTELA 1 DAvIDSA [13] moZna latwo otrzymaé ze
wzordw (4.1); — (4.1),.

5. WYNIKI NUMERYCZNE

W tym punkcie przyjmiemy specjalng postad funkcji ¥V {r)i @ (ry, r») 1 obliczymy
catki wystepujace w formulach (4.1). Przyjmiemy dwie rdine postacie funkcji ¥ (r),
odpowiadajace dwom modelom uderzenia,

Model 1:

' ' kr
(5.1 Vi{iFy=wgexn|—~—1}.
R
W tym meodelu funkeja V.(r) przyjmuje swa maksymalng warto$é w punkcic r=0
i malgje, gdy r roénie. Model ten wydaje sie racjonalny, gdy? predkosc powinna byé
najwigksza w punkcte uderzenia i powinna male¢ w miare oddalania si¢ cod tego

punktu.
Model iI: :
(5.2) viy=—— R o (_,_‘_'f’f) .
2{1—e*)r R

W tym modelu ¥ () przyimule w punkeic r=0 wartoéé nieskoriczenie wielkg, maleje

do zera, gdy r wzrasta. Model 11 powinien by¢ lepszy wtedy, gdy mamy podstawy,

aby uwaza¢, ze predkoié w punkcie uderzenia jest bardzo duza, natomiast mna

odleglodciach duzych przyjmuje wartosci, ktdre mozaa pominaé. Staly czynnik jest

wybrany w ten sposcb, aby predkosé érednia byla réwna v, na kole o promieniu R,
Dla® (r,, r;) przyjmiemy postaé nastepujaca:

2 k*R L)

e Bo(r—rl).

- {5.3) Pry, ra)= 4 2= *(k*+2k+2)]




o0 i 8, KUMARASWAMY i R. SUBRAMANIAN

Przyczyna postulowania powyzszej postaci funkcji @ (ry, r2) jest racjonalne zaloze-
nie, ze predko$é w dwdéch réznych punktach ry i ra, migdzy ktorymi jest duza odle-
glosé, nie powinny byé skorelowane oraz Ze korelacja predkosci w dwoch punktach
r, i r, bedzie monotonicznie malejaca funkeja r,. Inne czynniki sa dobrane tak,
aby byla spelniona réwnosé

R R

'(54) 4132j‘f@(r1,rz)rirgdrldf'2=ﬁ2,R4Vg.
00

Caika po lewej stronie jest miara wartoéci Sredniej kwadratu momentu po kole
.0 promieniu R.

W celu poréwnania z rezuMatami otrzymanymi w pracy [13] wprowadzamy
nastgpujace zmienne bezwymiarowe:

r vt 5 Re
A_R, T—PRZ, _V'Uo’

{5.5)
: 290 VW
Vl_'_‘vo » W= v, R‘zp‘;

Wartoéci Srednie dla modelu I s3 nastgpujace:

R Tolax) [1—e™7)
e{W(x,1)}=k f Wda,

0

—a2t

5 ado(ax)e
(5.6) ¢ (Vilx, D} =2k f Wda,
(]

= o2 J (ox) e %"

e{E(x,r)}=—kad°"
0

a dla modelu IT

k = Tofax) (1—e™79)
a{W(x,r)}=2('1_e_k)f S “da
| k7 adolox) e
(5.7 B{V(x,r)}?(i_e_k)_fl/ ::;iz du,
A
e{Z(x,=— 20=eh | Voris e du.
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Momenty rzgdu drugiego wynosza

1 oo
e W, ) WO, 0} =7 F ) |

0

off
x{(1—e )b (o, f)dadff,

f Jo (ax) Jo(By) (1 —e™*"7) N

G8) eV E DV EE [ [ T o) ap® (@, B et ¥ dudf,

] oo oo
e{2 (e, D (D) = PR [ [ 0 B0 (o B i) TB)

x e~ TR gy dff
gdzie

3

F(k)=

3 e T2k +2)

@ (x, f)= f wt S o(uo) Jo(uf) e=*" du.

Q

5.9)

7+

yeiwjxn?

Rys. 1. Warto§¢ przecigina bezwymiarowego przemieszczenia- jako
funkcja bezwymiarowej odleglosci (modet I, & =3)

Calki (5.6) - (5.7) zostaly obliczone numerycznie dla réznych wartosci k i kotikret-
nych warto$ei 7. Wykresy od 1 — 6 daja warto$ci przecigtne przemieszezenia, predko-
&ci 1 naprezenia odpowiadajace réznym wartoSciom k£ i 7. Wykres dla wartoscl




L A

yefv)xn’

Rys. 2. Wartoéé¢ przecigtna bezwymiarowej predkesci jako funkcia
bezwymiarowej odleglodci (model I, £'==3)

{921
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przecigtnej przemieszezen odpowiadajacy wartosci k=3 w modelu I wykazuje
dobra zgodnost z eksperymentalna krzywa podana w [13].

Autorzy pragna w tym miejscu podzigkowaé Profesorowi S. K. SRINIVASA-
Nowl, ktory przeprowadzit z nimi wiele owocnych i zachecajacych dyskusji.
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Pesiome
0 HEKOTOPOHM CTOXACTHUUYECKOH MOIEIH 1A 3AJAYU YIAPA
Pa6ora KacaeTca TOBC/CHMS® INIACTHH THOA BREHAHHEM B3DBIBHEIX YAAPOB. Y/Iap XapakTepu-
syercs ciydaitHoll HavansHoH ckopocTeio, TIpUEHMAaeTCd, YTO MaTepHar HeopMEDYETCH COTIACHO

Moniem Doiirta. OnpefelsrOTCA TOCPENCTBeHHEIC JHAYCHWA MOMEHT4 BTOPOTO DAA4 Tepeme-
IMCHES H HANPAKCHEA,

SUMMARY
‘A STOCHASTIC MODEL FOR AN IMPACT PROBLEM
This paper is a study of the response of plates subjected to projectile impacts. The impact is
represented by. a velocity assumed to be random. The material response is taken to be of Voight

type. Expressions for the estimates (in the form of expectations) of displacement and stress are derived.
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