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METODA PRZEMIESZCZEN DLA UKLADOW LEPKOSPREZYSTYCH

JAN KUBIK (GLIWICE)

1. WsTEP

W wigkszodci materialdw konstrukcyjnych czas jest parametrem majacym
istotny wplyw na zachowanie si¢ materiatu. Bedziemy tutaj micli na uwadze gldwnie
zjawiska pelzania i relaksacji wystgpujace w materialach konstrukcyjnych. Naj-
prostszy mozliwie opis tych cech materialu daje liniowy model ofrodka lepkospre-
rystego, aczkolwiek takie materialy jak np. stal wykazajy odchylenia w kierunkn
nieliniowej lepkosprezysto§ci {9], a beton najlepiej opisywany jest przez modele
materialdw podlegajacych starzeniu sie [8 i 9]

Statyka uktadow pretowych lepkosprezystych (quasi-statyka) wymaga odpo-
wiednio uogélnionych (w stosunku do stanu sprezystego) metod rozwiazywania
tych ukladéw. W zakresie sprezystym najezedciej stosowane sg metody sit i przemie-
szczeny Uogdlnienie pierwszej z nich zostato pedane w pracy [11]. Celem niniejszego
artykulu jest uwogélnienie réwnan metody przemieszezen na ukiady lepkosprezyste
oraz analiza ich wainiejszych wiadciwosci. Ponadto w pracy podano réwniez ogdl-
niejszg postad rownan metody przemieszezen dla materialéw podlegajacych starze-
niu si¢. Analizowano dla tych ukiadow, takZe w postaci ogdlnej, mozliwosé spro-
wadzenia ukladu réwnan calkowych, odpowiadajacych metodzie przemieszczed,
do takiego rozdzielenia ukladu réwnan, ze w kazdym z nich wystgpuje tylko jedna
poszukiwana funkcja przemieszezed. Sytuacja ta jest o tyle korzystna, ze zawsze-
bedzie wiodla do rozwiazania, w kraficowym przypadku na drodze metod nume-
rycznych. Zakres zastosowania pozostaje w zasadzie taki sam jak w przypadku
sprezystym, tzn. beds istnialy ukiady i obciazenia, ktdre latwiej bedzie rozwiazad
za pomoca tej metody niz innyeh 1 na odwrot.

Bedziemy tutaj mieli na vwadze m.in. konstrukcje na terenach szkdd gorniczych,
ktore sa poddawane dtugotrwalym przemieszczeniom, z g6ry okreslonym przez ruch
gorotworu. Przykiadem moze tu by¢ przemicszczenie przesuwajace sig ze stalg
predkoscia, dla ktorego odpowiednie wzory podano w niniejszej pracy. W tym przy-
padku bowiem nieuwzglednienie cech reologicznych konstrukefi prowadzi do znacz-
nych. réimic w stosunku do rzeczywistosci. Uzyskane réwnania sa stosunkowo
dogodne do rozwigzywania metoda przekszfalcen catkowych.

Pozytywnym momentem jest rowniez fakt, ze obliczenia wykonane dla jednego
typu funkcji obciaZenia mozna fatwo przenie$¢ na inne ukdady tak samo obciaZone
i z tego samego materiatu. Z drugiej strony jednak ta dogoednoéé wplywa na ogra-
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niczenie zastosowan, ktére sa mozliwe tylko w przypadkach liniowych ofrodkéw
lepkosprezystych.

2. ZALOZENIA

Bedziemy rozpatrywali osrodek odksztatcalny 4, w ktorym czastka x; ma wspol-
rzedne x;={X,1, X2, Xis}, £=0; réwnania stanu maja postaé 18]

.1) J(t)=E(a(t)+f![’(t, ) e (v dr)_, relo, ],

a przeprowadzone rozwazania sa prawdziwe przy zalozeniach teorii malych cod-
ksztalces, W réwnaniu [2.1] przez ¢ oznaczono naprezenie, ¢ odksztalcenie, E jest
modutem sprezystosci, ¥ funkcja relaksacji, a ¢ czasem. Jeseli w rdwnaniu (2.1)
opisujacym ofrodek podlegajacy starzeniu sie zalozyé, 7e jadro ¥ (1, 7) ma postaé
W (1, 1) =¥ (t—1), to uzyskujemy ogdlng postac réwnan liniowej lepkosprezystosei
171 8]

2.2) o ()=E (a O+ [PE—De@ dr).

3. ROWNANIA ZAGADNIENIA

Zalozymy, ze dany jest uklad pretowy sprezysty, N-krotnie geometrycznie nie-
wyznaczalny, dla ktérego rownania metody przemieszczenn maja postad

(3.1 o Mo My=M5, 0 j=1,2..N, r=L2..FP

W ukladzie réwnan (3.1} ¢; jest poszukiwanym przemieszczeniem uogélnidnym
(przemieszczeniem lub obrotem) punktu xi, ¢, danym przemieszczeniem punkiu
x,, M, vogdlniona sila (sila lub momentem) dzialajaca w punkcie x; odpowiadajaca
jedpostkowemu wymuszaniu przemieszczenia g, =1, w miejscu X; a M‘J’. uwogoiniona
sita w punkcie x; W réwnanin (3.1) i dalszych nalezy stosowaé konwencje sumacyjna
Einsteina. Ponadto uogolniong sile bedziemy nazywal: krétko sila, podobnie uo-
gdlnione przemieszczenie krotko przemieszczenicm.

Wykorzystamy teraz wyniki zawarte w pracy [10], w szczegdlnosci zaé liniowa
postaé zaleznoSci migdzy przemieszczaniem a napreZeniem w roznych czastkach
ofrodka. Dodatkowo przyjmujac, Ze sily wewnetrzne beda traktowane jako sity
wzajemnego oddziatywania, znajdziemy '

. : t 8
(G2 M, ()= f S 0@ Myt D) dr (aie sumowac),

-0
gdzie M (x;, 1)= M, (t) jest sila W punkcie x;, 9; () przemieszczeniem w punkcie x;,
a M;;(t,7) pewna funkcja w dalszej czefei dokladnicj oméwiona, w ogdlnosci
zalezna od fizycznych wiadciwosci materiatu oraz polozenia punktow x; 1 x;.
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Dla poréwnania dodajmy, Ze wzér (3.2) dla ukladu sprezystego ma postaé
(3.3) M=p. M,

i
Rownania metody przemieszezen dla ukiadow spreZystych (3.1} sg w istocie pewna
sumy formul postaci (3.3) wyraZzajacych warunki réwnowagi w punkcie x, {réwnowa-
ga wezla lub pietra). '
Postepujac taka sama droga jak poprzednio przy konstruowaniu rdwnar metody
przemieszezen dla ukladu N-krotnie geometrycznie niewyznaczalnego, sprezystego
uzyskujemy uklad réwnan metody przemieszezent dla takiego samego ukladu, lecz

wykonanego z materialu podlegajgcego procesowi starzenia sie:
T

2 Lo

p faqu,-(r) M (t, 1) dr+ fggo,(r) M. (¢, 1) dr=0,

(3.4) o - '
tef{—eoo,tl, Lj=1,2,.,N, r=1,2,.,P

Ponadto, jezeli na czastke x; dziala sita vogdlniona Pj (t) odpowiadajaca fizycznie

warunkowt, ktdre dane réwmanie reprezentuje, to woéwezas ukiad (3.4) przyimie

nieco ogdlniejsza postad

. Sd .
(3.5) [ e n@ My dt [ 6@ My D de=P5(0)

W réwnaniach (3.4) i {3.5) @;(r) jest poszukiwanym przemieszczeniem punktu
Xi qpf danym przemieszezeniem punktu x,, ij dana sila dzialajaca na czastke x;,
M (z, T) sita dzialajaca w punkcie x; wywolana odpowiadajacym tej sile przemie-
szezeniem czastki x;, rdwnym jednodci g, (1)=1; H (t), gdzie H (¢} oznacza funkcje
Heaviside’a. Podobnie M, (f, 7) wywolane jest sifa ¢, (1,7,)=1, H (t—1,), gdzie 1,
oznacza poczatkowa chwile wymuszenia przemieszezenia 1,. '

Znacznie prostsza posta¢ rownan (3.5) otrzymamy przyjmujae, Ze funkcje
My (t, 1) sa postaci M, (2, T)=M;(t—1), co odpowiada [I0] liniowej lepkospre-
tystoSci. .

Uzyskujemy wtedy nastepujacy uklad réwnani metody przemieszezen dlx ukiadu
lepkosprezystego: -

t

¥
? a 5 a Q s .
(3.6) j 20 0O My et [ L g @Ma—Dd=P0, [ j=12, V.

— 00 - O

Zakozymy teraz, zc proces narastania obcigZen i przemieszczen zwigzany jest
tylko z przedzialem czasu [0, 00) przy braku przemieszczefi i naprezen w chwili £=0:

3.7 p;(8)=0, (=0, Pl(s)=0, s=tdlare(—00,0].
Wtedy uklad réwnan (3.6) napiszemy w réownowaznej postaci
t t
a d :
G [ 5 My pu=D i) M+ [ 5 Moy gi0e-7) dit
(7] 0

4+ () M Q) =P3() .
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Analizujac funkcje M;;(¢) wywolane dziataniem stalego w czasie przemieszcre-
nia, stwierdzimy ([3], str. 68), Ze moina je przedstawi¢ w postaci

(3.9) MIJ(I)ZM:jg(t) s

gdzie M ‘:J jest rdwne M fjwr()wnaniach (3.1) zagadnienia spreZystego, a g (£) zalezy
od modelu ofrodka i jest podana w paracy [3] na str. 69, gdzie zostala oznaczona
przez F(H) (g (D=F (1)). Wtedy z (3.6) uzyskujemy rtéwnania postaci

t t
o a a (e}
(3.10) Mufgqa;(r)g(t—r) drAi—J‘a—T_qu,,(r,r,,) M, (1=, ) de=P3(t).
0 4]

Réwnania (3.10) beda przydatne do rozwigzania waznego praktycznie przypadku,
w ktérym pewne ustalone przemieszczenie @ przesuwa si¢ ze stala predkoscia v
wzdhiz ukladu, tzn. ¢, (t, 1) bedzie postaci

3.11) 0., t)=p(x,— o) H(1—=1), X=X,—v,

gdzie punkt x, jest zmienny i oznacza aktualne rrﬁejsce przemieszczenia ¢ w ukla-
dzie w chwili t=1, (x, jest ustalone). Mamy wtedy z (3.10) i (3.11) uklad réwnan

. 0 ‘s
(G12) M, f S @ g (-0 dit f [ (= o) H (= 1) Myt =, 1)k =0

Uklad réwnan (3.12) moze byé przydatny przy rozwiazywaniu konstrukeji podda-
nych dziataniu przesuwajacego si¢ ze stala predkoscia @ przemieszczenia, co odpo-
wiada rzeczywistej pracy konstrukeii na terenach szkod g6rniczych. Przemieszezenie
‘¢ z reguly przesuwa sie dosyé wolno, stad wplyw tego przemieszczenia na pracg
konstrukeji tak w sensie ilo§ciowym jak i jakosciowym musi byé znaczny, tym bar-
dziej, ze wplyw tego przemieszczenia uwidoczni sig na pracy konstrukcji po znikrnig-
ciu przyczyny.

Jezeli w ukladzie rownan (3.10) zatozymy, ze M ;g (t)=M’, H (¢), tzn. 7e prze-
mieszczeniu jednostkowemu w punkcie x; odpowiada¢ bedzie stata sita M;;, to
uzyskamy przypadek réwnan metody przemieszezen w sprezystym ukladzie quasi-
statycznym:

t
3
(3.13) 0 () M2+ f 57 95, %) My (1, ) de=P3 (1)
O
hub
(3.14) . () M, .(t 1) Moy (2, £ =P (1)

‘Wreszcie, jezeli ¢, jest niezalezne od czasu, tzn. p,= v, H(1), to nzyskujemy wyjscio-
wy uklad metody przemieszozefi dla przypadku spreZystego, statycznego.
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4. ROZWIAZANIE ROWNAN METODY PRZEMIESZCZEN

4.1. Uklady lepkosprezyste

Rozpatrywane w pracy réwnania metody przemieszezen sg z formalnego punktu
widzenia ukiadem réwnan catkowych Volterry o jadrach typu splotu, ktdrych
rozwigzanic nie nastrgcza powazniejszych trudnosci przynajmniej dla niektdrych
typow funkcji obciaZenia.

Najprostsza droga wiodaca do rozwiazania jest zastosowanie przeksztalcen
Laplace’a, zdefiniowanych wzorami

oo x+joo

@) ¢ =Ll O] [pera, P (=L lp (=5 f 0 () e dp.
0 x—joa

Przypisujac funkcjom ich transformaty ¢, ()= ¢, (p), M (1)=M,,(p), P;(t)=P;(p)
wykorzystujac twierdzenie o splocie oraz zalozenie o mnicodksztalconym stanie
poczatkowym, otrzymujemy

Pa
4.2) poi(p) M g (p)+. [f % " (T, 7) M, (t—7) dr]=PJ (.
[+

Po podzieleniu priez pe(p) i oznaczeniu

L9
S}(p) =.,Q [.f b? @ (Ta Tr) Mr}'(f_r) dr]_PJ(p)
0
uzyskujemy
4.3) M o (p)F+{pg (p)~* 8;(p)=0.

Otrzymany w ten sposdb uklad réwnanh algebraicznych (4.3) pozwala napisaé¢ naste-
pujace ogdlne wyraZenie na wartos¢ kazdego z nieznanych przemicszezen:

4.4 p:(p)=(pg (p))~* (det A)~' det A,
i

gdzie A i A sa odpowiednimi macierzami

1

Y M:]s""M:i,...,M:N
A=]: : N
_MNla“"MNj""’MNN
(4.5)
Mci’li"'9M?,I—l,si(p)aMi'i_;_l,---,M:N
A=) 5 P :
oMy s MY Sy(B), MY e Moy

Tutaj det A jest liczba, natomiast det A bedzie zawsze miato postaé det A=

j=N i i
= 3 5,8,(p), gdzie s, sa pewnymi wspdlczynnikami liczbowymi.
i=1
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Oznaczajac retransformatg utamka (pg(p))~* przez K(t), (L~ [(pz () ~']=K (t))
uzyskujemy nast¢pujgce, ogdlne wyraZzenie na warto$é nieznanej funkcji przemie-
szczenia o, (f):

(4.6) qoi(t)=(ciet A f K{t—7) det Adf= ¥ (det A)~'s; f K(t—1) S;(z) dt .

£

W uzyskanym wyniku kotficowym dla pewnych obciazed i modeli oérodka moze
. . [

wyniknaé trudno$é¢ z wyznaczeniem transformaty £ { f I e (DM, (t—7) d‘L'J CTaz
4]

retransformaty funkeji 2-'[(pg (p)- 1=K ().

4.2. Uklady z materialu podlegdiqeego procesowi starzenia sig

~ Dla vkladu rownan (3.5) znacznie trudniej znaleZé efektywna metodg postgpo-
wania, przynoszaca natychmiastowe wyniki. Wydaje sig, 7e¢ w przypadku ogdlnym
najprosciej bedzie, jezeli ukiad réwnan przemieszczen (3.5) ulegnic rozprzeZeniu.
Zostanie wtedy zastapiony przez ukiad N wzajemnie niezaleznych od siebie réwnan
catkowych, liniowych, w kidrych poszukiwaé sig bedzie po jednej nieznanej funkgji
@, (1) (i=1, 2, ..., N). Rozwigzanie za$ kazdego z tych réwnan nie jest trudne i jest
podane w literaturze dotyczacej réwnan catkowych [14]. QOdpowiednich przeksztal-
cen ukiadu réownan (3.5), zmierzajacych do jego rozsprzegnigeia, dokonamy poshugu-
jac sie twierdzeniem Efrosa o transformacie splotu uogdinionego [5]. Twierdzenie
to glosi, ze jezeli £,(1) & F, (p) i falt, D) & Fo p)-e~9), gdzie Fi(p), Fy (p) i 4(p) sa
funkcjami analitycznymi, to

“.7 [ f1@ £2¢, 0 de = Fop) Fi(g (p)) -

Zdefinivjemy teraz funkcje M;;(t, ©) i M,;({, 7), zaleznie od wladciwosci materiatu,
w sposcb nastgpujgcy [8]:

48) M, D=M m@,DH(@-7), M, =M, )HI-T,

gdzie M, jest warto$cig M, (s) w uktadzic réwnaf (3.1), a m(f, ©) jest funkcja
zalezng od wladciwodci materiatu ({8], str. 180).
Mozemy teraz ukiad réwnaa (3.5) napisa¢ w postaci

: . _ P _
(49) f—_a? @ (T) Mij(ta T) dr+ f E@r(‘f) Mrj(taf) dT:Pf(t)‘

Wykorzystujac twierdzenie Efrosa przy ozmaczeniach

Mt 0y M m(p)e ™ ®,
Mrj(t »T) S My (p) e~ (r} s

(4.10)
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otrzymamy po wykonaniu transformacji Laplace’a uklad

(@.11) b (a(p)) M;m (p)+po,(a.(p) mey () =P (p) .
Po przeksztatceniu (4.11) mamy uklad réwnad
(4.12) pi{q (p)) M +m (p)~"' Ri(a.(p), p)=0,

gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczenie:

1
(4.13) m(p) o, (%(P)) - ? Pi(p)=R; (%(P) ’ P) =R;(p).

Z ukladu réwnati (4.12) otrzymujemy uklad N rozsprzezonych réwnan postaci
(4.14) - 2 (7 (0))=(m (p))~! (det B)~' det B,
i

w ktérych B,"B sa okre$lone nastepujaco:
] [s]
I LTRSSy -
B=]: - : .
< o Q
Mayts oo My oos My
(4.15)
My, ., My Ry, Myeq, ., M?N
B: ; N ‘ N
' M

[¢3
N> 10>

M:'r'fl s Ru(p)y Myiias ., M’;N
Ostatecznie przedstawiamy uklad réwnan (4.14) w postaci

{4.16) det B o, (g (p)) m (p)=det B '

1 powtdrnie Wykorzyst'tmy twierdzenie Efrosa, uzyskumc N réwnan catkowych

417 det ﬁf (D) M (1, Ty dr=L""{detB} (nie sumowad!).
Q

W réwnaniach (4.17) det B ma nastgpujacy ogdlna forme:

J=N

@13y o1 {det B} = - {Z i R (q.(p)) i, (p)} =
Lt H1, ,( p) . 1 (p)
= £t {Z I’)T (P) (Qr (P)) ""'Trf(p)} v .{ L1 [H?” (ﬁ)]

J=N

x fm-Rj(lf')Mr(Ta T')cfr'd?.’: Z fqu(f‘T) fR (T)M (z, ydvdr' =

=F(), tel0, 7] {(nie sumowac!).

Tutaj funkc;@ m,; (p) tak dobrano, aby spelni¢ twierdzenie Efrosa [por. wzory (4.10)),
a N (O)=L7[m;(p) m;(p)~*]. Zauwazymy, ze we wzorach (4.18) wszystkie wyste-




104 JAN KUBIK

pujace funkcje sa znane; stad réwnania (4.17) maja posta¢ réwnan calkowych
)

(4.19) M tdetB f 9, () Mi;(t, 1) di=F(t) (nie sumowad!).
0

Uzyskane réwnania rozwigzuje si¢ dalej metodami znanymi z teorii réwnan caltko-
wych (np. metodg iteracji; por. [14]}.

Z przeprowadzonych w pracy rozwazafi wynika, Ze rozwigzywanie ukladow
z materiatn lepkosprezystego Iub starzejacego si¢ jest w stosunku do spreZystego
utrudnione. W wielu jednak praktycznie waznych przypadkach jest ono osiagalne
w postaci zamknigtej, a w pozostalych za pomoca metod numerycznych. Ponadto
uwazna analiza obu sposobéw rozwiazywania pozwala sformulowaé bardzo ko-
rzystny wniosek.

Rozpatrywaé bedziemy dwa rozne uklady o tej samej geometrycznej wyznaczal-
nofci, wykonane z identycznych materialéw. Pozostaje sluszne nastgpujgce
stwierdzenie: Jezeli wyznaczymy nieznane funkcje nadliczbowych przemieszczefi
@ (1) w pierwszym ukladzie, a wymuszone przemieszczenia . (t) i sily P, (t) pierwsze-.
go ukladu wystepuja w drugim, to nieznane funkcje nadliczbowych przemieszezer
p, (1) drugiego ukladu spelniajy zaleznosci

(4.20) © p(D=ap ().

W réwnoéei (4.20) o jest liczba, ktéra mozna wyliczyé bez rozwiazywania ukladu
réwnan catkowych w drugim uktadzie. Z powyzszego wynika, Ze istnicje mozliwos¢
stablicowania rozwiazaf dla konkretnych funkcji przemieszezen i obeiazen i wyko-
rzystanie ich w praktyce projektowej.

5. WEASNOSCI ROWNAN METODY PRZEMIESZCZEN

Podane w pracy réwnania, uwzgledniajace wlasciwosci reologiczne materiatu,
majace istotny wplyw na zachowanie si¢ konstrukcji powoduja, Ze posiadaja one
tylko sobie przypisane wiasnosci. Bedziemy mieli w tym zakresie na uwadze ustalenie
tej klasy funkeji przemieszczen @, (¢), ktdéra zapewni identycznosé rozwiazad z ana-
logicznymi w ukladzie sprezystym, quasi-statycznym. Po wtdre rozpatrywaé bedzie-
my przypadek przemieszczen harmonicznych w ukladzie lepkosprezystym 1 sprecyzu-
jemy warunki zapewniajace harmoniczno$é przemieszezen catego ukladu. Dodatkowo
wykazemy, Ze¢ harmoniczno$é przemieszezen moze zachodzié tylko w lepkospre-
zystym ukladzie.

Na pierwszy z poruszanych probleméw daja odpowiedZ nastgpujace twierdzenia.

TWIERDZENIE 1. Jezeli przemieszczenia .(t) nalezq do  fimkeji  klasy
Cl((g, € €0, ), obcigzenie P,(t)=0, to przemieszczenia ukladu lepkosprezy-
stego (I—5) sq identyczne z przemieszczeniami odpowiadajgcego mu ukladu spre-
systego, quasi-statycznego (s).
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Dowéd twierdzenia wynika z analizy ukladow rownan

1 t
f;; w:(7) M(:J.g (t—1) d‘rJrfT% (af(r) M:jg(t—'r) dr=0,
(5.1) 0 0
| pu(t) My g2(0) M7,=0

Po transformacji pierwszego Zz ukladéw réwnad (5.1) 1 uproszezeniu przez g{p)
(g (p)>0) uzyskujemy wprost drugi z ukiadow (5.1), co wykazuje stusznosé tezy.

Dla obciazenn przylozonych w punktach Xx; ofrodka sprezystego (s) Py(t),
i lepkosprezystego (I—5) P;(#)-; shuszne jest

TWIERDZENE 2. Jezeli w ukladach sprezystym (s) i ~leplkosprezystym (-9
spelnione sq zalozenia twierdzenia 1, a sily P; gy 1 Pi_y zwigzane sq zaleznosciami:

(5.2 Pi(0)a-n= [ P 8 t—2) d,

to sluszna pozostaje teza twierdzenia 1.

Stusznodé twierdzenia 2 fatwo wykaza¢ na drodze identycznej z dowodem
twierdzenia 1, wykorzystujac pordwnanie transformat obu uktaddéw réwnan.

Podobny problem poréwnania rozwiazan (Pisy = Prgsey) W uktadach z materia-
16w sprezystych (s) i starzejacych sig (st) podejmuje

TWIERDZENIE 3. Jezeli w dwdch identycznych ukladach tak samo obcigzonych,
z ktorych material pierwszego jest sprezysty a drugiego starzejqey sie, zachodzi¢
bedzie nieréwnosé '

63 [oOh< [ 9@l My, 0 do= My et Byt RO +2@O+A0),

to spelniona jest rowniez nierdwﬁos’c'
T
54) Tl < LA — M, et B~ e @l exp | f My (e, 2 de].
- 0

Nieréwnosé ta daje dogodna podstawe do oszacowania funkcji przemieszczen @, (f);-

W (5.3) F; (¢) jest funkcja z réwnan (4.19), f; (1) wartoécia funkcii g, (¢) z rozwigzania

sprezystego, quasi-statycznego, a & (1) pewna mala dodatnio okreslong funkeja.
Dowéd twierdzenia przeprowadzimy, jezeli poréwnamy dwa réwnania:

g (1),— [ (1)=0,

(5.5) '
M (det BY=* [ 9, (2 My (1, D di—Fi()=0.
O .

Jezeli do drugiego z réwnaf dodaé funkeje e(?), to uzyskujemy nieréwno$¢ (5.3).
Dalszy dowdd twierdzenia, tzn. wykazanie, Ze Z (5.3) wynika (5.4), zawiera monografia
[13].

Bedziemy dalej rozpatrywali przypadek periodycznych zmian wymuszonych
przemieszezen ¢, (f) na uvkladzie lepkosprezystym. Przyjmiemy bez dowodu zalo-
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Zenie, ze periodyczne wymuszanie przemieszezeri na ukladzie sprezystym powoduie
takie same periodyczne przemieszczanie sie calego ukladu oraz periodycznosé
stanu napreZen w nim panujacego. Podamy dalej twierdzenia, ktdre analizujg ten
problem w ukladach lepkosprezystych.

TWIERDZENIE 4. Jezeli przemieszczenia g, (1) i sily P '+ (1) sq funkcjami periodycz-
nymi o okresie T g, ()= p, (t-+-T), to dia czasu t>t, (gdzie ty jest pewng chwilg znacz-
nie odleglq od t =0) przemieszezenia calego uiladu bedq dowolnie bliskie przemieszczeh
periodyeznyeh o okresie T. .

Dowdd. Stusznosé tezy wykazemy, jezeli udowodnimy, ze funkcje ¢, (f) we
wzorze (4.6) sa periodyczne: -

J=N t
" (5.6) @, (1) = Zs,.,.(det D [ K(t=0) S, dr .
i=n 0
W rownaniu (5.6) nalezy wykazaé, ze S ; (t) jest funkcja periedyczng. Mamy
t+T a
.7 SHT)= [ M, 0+ T =) o) (@) de—P, (1)
5 !

Zamieniajac zmienne catkowania t=1'-7' otrzymamy

r a .
ST [ M=) 5 el e,
(5.8) o .
a o
S,I)=S,0= [ Myt=0)5 g1 i
-7

Funkeji P; (r) w réwnosciach (5.8) nie nwzgledniono z uwagi na jej periodycznosé.
Oznaczamy teraz przez @ (O <o) najwicksza wartosé jaka moze przyja¢ funkcja

a =] . . . Co. R i
o (1) w przedziale [0, co), Wykorzystujac twierdzenie o warto$ei §redniej,
znajdziemy

(5.9 IS, T) =S, < OTM,, (1—=T1),  Le(,1).

Biorac nastgpnie pod uwage, ze My, (t) jest funkeja malejaca uzyskujemy potwier-
dzenie periodycznosei funkcji S; 4 nastgpnie powtarzajac przeprowadzone rto-
zumowanie w stosunku do réwnania (5.6) uzyskujemy potwierdzenie tezy twierdze-
nia 4. Oczywiscie, jezeli P, ()=0, ¢, (1+T)=o, (t} i odwrotnie P, (t++T)=P; (1),
¢, (1)=0, to teza twierdzenie 4 pozostaje nadal stuszna.

W zakoficzeniu tego rozdziatu podamy, ze periodyczne rozwigzania posiadaja
rowniez uklady spehniajace zalozenia twierdzen 1 i 2. Mozna réwniez wykazaé,
ze wlasnosei periodyczne sa zwigzane tylko z ulladami sprezystymi i lepkospre-
zystymi, nie posiadajg ich natomiast uklady z materiatu starzejacego sig. W przypad-
kach tych materialéw, jadro K(#,7) nie pozwala napisa¢ nierdwnosci (5.9) [9].
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Przyklad I. Bedziemy poszukiwali przemieszezer w belce z materiatu lepko-

sprezystego (rys. 1} wywolanych dziataniem impulsu przemieszezenia U "=

=UY 6 (t—1,) (6 oznacza delte Diraca). Przemieszczef doznaje podpora 1w chwili
1=1,. Zalozymy, ze lepkosprezysty materiat belki opisany jest przez model Maxwella.

Réwnanie metody przemieszezen dla rozpatrywanego ukiadu ma postac:

61 [ 6.0 Mot =0y det [ Ui (1) Mis(t=D)d=0, (")
] 0

a

il

W réwnaniu (6.1) p, () jest poszukiwang funkcja obrotu w punkeie 2, a My, (f—1)
i M, (t—1) mozna przedstawi¢ jako iloczyn sztywnoSci M,, i M,,, wyliczonych
jak w ukladzie sprezystym, pomnozonych przez funkeje relaksacji # (t)=g (¢) (por.

[3], str. 69):
Miat—0)=M, e 507,
6.2) R B E
Mgz(t‘_f)=M22 67“{’ r), (o =5.
Podstawiajac (6.2) do (6.1) otrzymamy
13
(6.3) [ Ga(m) M, €0 dr— U My 0c5 €07 H(t—10)=0,
0

gdzie H (t—1,) jest funkcja Heaviside’a, £ modulem spreZystosci, a # wspotezynni-

kiem lepkosci.

Paft)} : .
i M
Ii "?‘Uo?(g
;1 2
I {L-s!
Ih (s}
1 2T 3% 3
S /A/f N e S - -
=5 - gAYy AN
T ‘ t
L.*,Ml _l l - et o
Rys. 1 ‘ Rys. 2

Po wykonaniu transformacii réwnania (6.3), uporzadkowaniu i retransformacji

uzyskujemy
(64) P2 ()= "7}222 :

(105 U H (1— 1)) .

Rozwiazanic identycznego przypadku w ukladzie sprezystym prowadzi do nastg-

pujacej funkeji @, (£):
12 1

(6.5) pa{t)= Mo, d(t—to).
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Przedstawione na rys. 2 wykresy podaja zmiany kata obrotu podpory 2
jako funkeje czasu w ukladzie sprezystym i lepkosprezystym. Natomiast rys, 3
przedstawia zmiany odksztalcern w calym ukladzie wywolane dzialaniem prze-

(L-s)
fp=1) (s) (t)
e — - 2
Py /,—-/ é [rAN __/é_ L
- t=1, tr,

Rys. 3

mieszezenia Ulmeé (r—1,). Porownanic przemieszczenn w uktadach sprezystym
i lepkosprezystym wykazuje istnienie réznic zaréwno w sensie iloSciowym jak i ja-
kosciowym.

Przyklad 2. Rozpatrywaé bedziemy teraz uklad ramowy (rys. 4) z materiatu
lepkosprezystego opisanego modelem Maxwella. Obrét podpory 1| opisuje funkeja

(6.6) P (O=p1 () D pun 0 (t—1x).
N
~Dla ukladu przedstawionego na rys. 4 réwnanie metody przemieszezen jest postaci
i B '
6.7 f @2(7) My, (1—7) dr + f ¢1(2) M 5(t—7) dr=0.
0 0
P2 (1) 4 | e,
E} P12 %3 > ]
0 o
i | L- 0 M1Z
2 3%& Pra s I, i <LS) @it} o

l T

|
g
|
~+

W Jgalt) ty

Rys. 4 Rys. 5

Po uwzglednieniu, ze funkcje M,, (1) i M, (t) mozna przedstawié w postaci (6.2},
ofrzymamy

t

'(6—8) fé’z(f) Mot —1) drv + f";;[qﬂi(‘f)-FZ ¢1N5(T—f~)] Mot —0)de=0,
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Jezeli ¢, (1) e €0, o), to po wykorzystaniu twierdzenia 1 i przykiadu 1 mamy:

o

M 2 o e (f— .
(6.9) r2(a-n =375 [—;al(:)ntZN“ Pux i3 € CT H (e 1)
W rozwiazaniu sprezystym — quasi-statycznym dla identycznej funkcii ¢.(f)
i ukladu mamy
M?z [+]
(6.10) P2()e=—o | — 02 (O ) e S~ 1)}
2 Mzz [ 1 ZN: N N ]

Wyniki sa wige zasadniczo TéZne. Uzyskane wyniki sg przedstawione na wykresach
(rys. 51 6).

Pierwszy z wykreséw przedstawia zmiany kata obrotu jako funkcje czasu. Na
rys. 6 przedstawiono schematycznie postac ramy odksztakconej dia réznych czasow.

} Pa(tles
s | PR Nl R P 3%
V \ Foaltl 1 \ '
|
\Q 'f1<f"<_f_9_ \! T2<i’m
i |
i I
Tl T
4 (91 (fﬂ) 1 ~ .\4’1 (tm)
Rys. 6
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Pesrome
METOQ/| HEPEMEIEHUM OIS BA3KO-VIIPYTHX CUCTEM

B pabote paercss ypasueHMA meTOna IepeMemicHHR Ang BA3BKO-YIIPYTHX CHCTCM W AHANHIA-
PYIOTCA MX CBOHCTBA. Bomee BamuLIMM u3 cBOMCTIB ypapHeHMiL MeTOAA IEPeMelfeHUH, 5TO rap-
MOHIYHOCTD, IEPEMENICHHBIX 1 HAIDSBKEHHbIX COCTOSHM CRCTCM, BbI3BAHHAS TAPMOHHTHEIME
BERIHYAACHIAMY, 4 TAOKE Cayvall uACHTHYNLIX TIEPEMEIUCHHLIX COCTOSAHRN, B YIPYTHX W EA3KO-
-yﬁpyrux cHCTEMAX.

SUMMARY

METHOD OF DISPLACEMENT FOR VISCO-ELASTIC SYSTEMS

In the paper the equations of the method of displacements are given for visco-elastic systems
and their properties are analyzed. The more significant of the analyzed properties of the set of
equations of the method of displacements are the harmonicity and of displacement states and
stresses of the system caused by harmonic forcing and the cases of identical displacement states in
elastic and visco-elastic systems.
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