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PLASTYCZNE SKRECANIE PRETOW

ANDRZE] MIODUCHOWSKI (WARSZAWA)

Teoria plastyczno$ci rozwija si¢ w ostatnich latach bardzo szybko przynoszac
coraz to nowe i coraz liczniejsze opracowania zaréwno z dziedziny samej teorii,
jak i dziedziny zastosowan inzynierskich. Przykladem jej stosowalnodci w zagadnie-
niach praktycznych moze byé m.in. problematyka plastycznego skrecamia pretéw.

Zagadnienie sprezystego skrecania pretéw doczekalo sig juz wieln najrézniejszych
opracowafl i wyczerpujacych monografii (por. np. [1]), natomiast problematyka
plastycznego skrecania, mimo duzej liczby prac podwigconych temu zagadnieniu,
nie znalazla swego osobnego opracowania. Znajdujemy co najwyzej osobne rozdziaty
w monografiach poSwieconych teorii plastycznosci. Poniewaz jednak dziedzina ta
rozwija sig w ostatnich latach bardzo szybko, przeto prace te nie zawieraja na ogét
najnowszych wynikow badan takich, jak np. zagadnienia plastycznego skrecania
pretow z uwzglednieniem niejednorodno$ei czy coraz liczniejszych rozwigzan nu-
merycznych takich probleméw. Z punktu widzenia zastosowan inzynierskich wydaja
si¢ one byé szezegdlnie waine, gdyz z jednej strony rozwdj technologii powoduje
pojawienie si¢ nowych materialéw i ich kompozycji, co w efekeie daje whasnie ele-
menty konstrukcyjne nicjednorodne, a z drugiej strony coraz szersze zastosowanie
maszyn cyfrowych pozwala na szybkie i efektywne rozwiazywanie konkretnych pro-
blemoéw.

W niniejszej pracy przegladowej, po$wigconej problemowi plastycznego skrecania
pretéw, polozono szczegdlny nacisk na takie wlasnie zagadnienia. Praca sktada sig
z szeSciu nastgpujacych punktdw:

1. Spre¢zyste skrgcanie pretéw pryzmatycznych (ten krotki rozdzial wprowadzono
dla nadania catofci wigkszej zwartosci).

2. No$nos¢ graniczna dla pretdw jednorodnych, nigjednorodnych i anizotro-
powych. _ ‘

3. Skrgcanie sprezysto-plastyczne dla pretéw jednorodnych i niejednorodnych.

4. Pewne problemy optymalizacji ksztaltu i niejednorodnosei.

5. Uogdlnienie problematyki plastycznego skrecania pretéw: -

a) prety o zmiennej Srednicy i prety w ksztalcie torusa, .

b) zlozone obcigzenia — rozciaganie i skrecanie, zginanic i skrecanie dla pre-
tow jednorodnych i niejednorodnych.

6. Modelowanie i wyniki do$wiadczalne dla pretow jednorodnych i nigjedno-
rodnych,
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1. SPREZYSTE SKRECANIE PRETOW

1.1. Rozpatrzmy pryzmatyczny prgt skrecany w odniesieniu do prostokatnego
kartezjanskiego ukladu wspétrzednych x, y, z. Niech o$ z tego ukiadu bedzie skie-
rowana townolegle do tworzacej powierzchni bocznej preta.

Niech pret bedzie skrecany wokdt osi z réwnymi i przeciwnie skierowanymi
paraml sit o momencie M (rys. 1). Zalozymy, Ze powierzchnia boczna preta jest
wolna od naprezer oraz ze sily masowe sa pomijalne. Aby nasze rorwazania Bproscic,
ograniczymy si¢ tylko do pretéow o jednospdjnych przekrojach poprzeczaych.

Z .

.
Y

Rys. 1 Rys. 2

Zpodnie z przyjeta przez nas metoda postgpowania, zaproponowani Pprzez
Saint-Venanta [2], niech skladowe wektora przemieszczenia v wzdhuz oSl X, ¥,z
WYynosza
(1.1) : o= —yzfl,  v,=xz0,  v=w(x,y,0),
gdzie @ jest katem skrecenia preta. Funkeje v nazywaé dalej bedziemy spaczeniem
przekroju poprzecznego. '

Z przemleszczen (1.1) mozemy otrzymac sktadowe tensora deformacji:

(12) gxx_eyy_'gzz_sxy—ol
1

Exz:7(_9))+w,x) » gyz=?(9x+w,y)-
Jak widaé, jedynymi réznymi od zera skladowymi tensora deformacii $4 £, 1 &.-
Eliminujac funkcje spacrenia z tych skladowych, otrzymujemy tzw. warunek nie-
rozdzielnoéci odksztalcen :
(1 3) . 83;2 i sz y 6. it
Oplcraja,c si¢ na prawie Tlooke’a moZemy otrzymac zgodme z (1.2) dla skladowych
tensora naprqzema warunek

( 4) . Uxx-—'é'yy:a:z:er:O .
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Jak widaé, jedynymi réznymi od zera skladowymi tensora naprezed sa oy, i o,
ktore dalej oznacza¢ bedziemy przez T,,, 7,, (rys. 2). Przy pominigciu sit masowych
jedyne, mniespetnione tozsamosciowo réwnanie rdwnowagi bedzie miato postad
(1.5 Tz, x T Tz, p =0

Roéwnanie to bedzie toZzsamosciowo spelmione przez przyjecie skladowych ., i 7,
tensora naprgZenia w nastgpujacej postaci:

(16) Tyz ™ CZ}, s Tpz = _@,x >

gdzie @=& (x, y, §) jest tzw. funkcja napi'@iﬂenia.
Zgodnie z prawemn Hooke’a mamy

Txz Tyz

267 T

(1.7) ea=

Wstawiajac z kolei (1.7) po uwzglednieniu (1.6) do warunku nierozdzielnodci
odksztalcen (1.3} znajdujemy

(1.8) D B = —200.

OtrzymaliSmy w ten sposéb réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzgdu dla
funkeji naprezen. Aby okresli¢ warunki brzegowe dla tego rownania, siegnijmy do
naszego zalozenia o wolnej od obciazefi powierzchni bocznej preta. Zgodnie z nim
w kazdym punkcie konturu L dowolnego przekroju poprzecznego prefa wektor
naprezenia stycznego =1, i+1,, j (gdzie i, j sa wersorami osi x i y)' musi mieé
kierunek styczny do tego komturu. Otrzymujemy stad

Tz Ay

(1.9)

Ty dx

wzdhiz L. Podstawiajac (1.6) do (1.9) otrzymujemy

D dx+ P, dy=
na L, a stad

(1.10) ‘ @$=const pa L.

Poniewaz interesuja nas tylko pierwsze pochodne funkeji naprezeit @, jako dajace
poszukiwane skladowe wektora naprezenia, mozemy przyjaé, iz wzduz konturu L
obszaru jednospdinego spelniony jest warunek

(1.11) @=0.

Jak wida¢ z powyZszych rozwazan, w dowolnym punkcie przekroju poprzecznego
rozpatrywanego preta wektor maprgzenia stycznego T=1,, i+1,.j jest styczny do
krzywej @ =const przechodzacej przez ten punkt; dlatego hme @ =const nazywaé
bedziemy tra’ektoriami naprezef.

Dla danej wartoéci kata @ réwnanie rézniczkowe {1.8) wraz z warunkiem er"
gowym (1.11) okre§la jednoznacznie funkcje napreZen . Napregzenia mozZemy
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obliczyé teraz z (1.6), a sktadowe tensora deformaciji z (1.7). Funkcje spaczenia w
mozemy z doktadno$cia do stalej obliczy¢ przez catkowanie dwu ostatnich réwnan
(1.2).

Jak widaé, otrzgmany w ten sposéb rozklad naprezen spetnia podstawowe réw-
nania teorii sprezystoéci i warunki brzegowe dla problemu skrecania. Na zakoncze-
nie nalezy jeszcze pokazaé, ze otrzymane rozwiazanie istotnie odpowiada zatoZzonemu
przez nas czystemu skrecaniu preta (przez przeciwnie skierowane pary sit). Innymi
stowy, nalezy pokazaé, ze napreZenia dzialajace w dowolnym przekroju preta réwno-
wazne sa tylko momentowi skrecajacemu. Poniewaz zgodnie z (1.4) ,=0, to za-
réwno sila osiowa jak i moment zginajacy beda tozsamoéciowo rowne zeru. Wy-
padkowa sita w kierunku osi x, dzialajaca na przekrdj poprzeczny preta, spelnia

warunek
P.= ffzxzcls:ff @, ds= f@n,dl:ﬂ
5 8 L

zgodnie z warunkiem brzegowym (1.11); wielko$¢ n, oznacza sktadowa jednostko-
wego wektora n prostopadtego do konturu L w kierunku osi y. Anmnalogicznie mozemy
pokazaé, ze wypadkowa sita w kierunku osi y, dziatajaca na przekrdj poprzeczny
preta, jest réwna zeru. Wobec dowolnodei kierunkow przyjetego przez nas ukladu
(x, y) w plaszczy’inie przekroju poprzecznego preta, wypadkowa sila styczna do tego
przekroju P=P,i-+P,j jest réwna zeru. Wypadkowy moment skrecajacy, dziata-
jacy w przekroju poprzecznym preta bedzie, zgodnie z przyictym pizez nas zwrotem
skladowych weklora napreZenia, réwny

(1.12) M= ff(xr,,z~—yrxz)ds=—- ff(xqs_ﬂty@,y)ds:
Ny 5 )
= f@(x11x+yn,,)dl+2ff@ds=2ff@ds
L by 5

po uwzglednieniu warunku brzegowego (1.11). Jak wida¢, znalezienie funkcii
naprezen @ z (1.8) i warunku brzegowego (1.11) dla danego kata skrgcenia pozwala
znalezé warto$¢ momentu skrgcajacego.

1.2. Zilustrujemy nasze rozwazania nastgpuiacym przykiadem. Niech dany bedzie
pret pryzmatyezny o przekroju poprzeczoym w ksztalcie elipsy. Brzeg tego przelf%jg
L niech okrefla réwnanie

. x2 yZ
{1.13) _ ?+?—1~0,
gdzie 2a i 2b sa odpowiednio wigksza 1 mniejsza osia elipsy.
Funkcja

- xZ y2
(114 @=C(?+_b?—l)
znika na L. Spehia ona takZe réwnanie rézniczkowe (1.8), jezeli stata

a‘h?

c=-4———"2(a2+b2) F,
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gdzie F=—2G0. Stad otrzymujemy nast@puja(c;a postad funkeji naprezen:
2 bZF ( xl yz )

(115 ~ st 5h | gt T

b2
Podstawiajqc'(l.ls) do (1.12) obltczymy wartos¢ momentu skrgcajacego

=sz—i2;(a2 ff stJr ffyzds—ffds) 2%;%—.

Obliczajac stad warto$¢ Fi wstawiajac do (1.15) znajdujemy posta¢ funkeji naprezen

(1.16) b=— M (i—l— Y —-1).
nab \ a® b2
Zgodnie z (1.6) mozemy teraz obliczyé skladowe wektora naprezenia:
2M, 2Mx
(1.17) sz':—W, Tyzzm.

Jest oczywiste, Ze maksymalne naprezenia styczne w danym przekroiu wystepuja
na jego konturze L i jak latwo zauwazy¢ maksymalne napreZenia tego konturu
wystepuja na koncach mniejszej osi elipsy. Podstawiajac y=5b (x=0) w (i.17)
otrzymujemy, Ze absolutna warto$é tego maximum jest réwna

M

aah* *

(1.18)

Wirastajacej wartodci momentu skrecajacego M odpowiada wzrost wartodel wektora
napreZenia. Odbywa sig on az do momentu, kiedy napreZenie osiagnie warto$é
granicy plastycznofei 7=k. Ta graniczna wartosé momentu skrgcajacego wynosi

.4
(1.19) : M*mfabzlc.
W przypadku a=»5 otrzymujemy znany wynik dla przekroju poprzecznego w ksztalcie
kota:

T

(1.20) M= ak.

Latwo mozna obliczyé zaleznosé pomigdzy katem skrgcenia ‘@ a przylozonym mo-
mentem M:

a*--b?
(1.21) B—Mm,
jak réwniez funkcje spaczenia w przekroju poprzecznego:
P —a)wy
(1.22) w=M TP G

Jak widaé, rozwigzanie problemu sprezyscie skrecanego preta o przekroju poprzecz-
nym w ksztalcie elipsy byto dosy¢ tatwe. Wynikalo to oczywiscie z faktu, ze funkcja
naprgzen @ miala prosta postac. Nalezy sobie zdawad sprawe, iz na ogdl tego typn
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problemy sa jednak dosyé trudne; nie zaglgbiajac si¢ blizej w to zagadnienie odsyta-
my czytelnika do wyczerpujacej monografii dotyczacej tego tematu [1].

Do problemu wyznaczania fonkcii naprezen dla pewnych, bardziej skompliko-
wanych przypadkow jeszoze powrdcimy przy okazji rozwigzywania zagadnief
sprezysto-plastycznego skrecania pryzmatycznych pretéw jednorodnych i niejedno-
rodnych (por. p. 3).

1.3, Zwréémy tu jeszcze uwage na tzw. analogie membranowa, na podstawie
ktére] mozna wyznaczyé funkcje maprezedt na drodze eksperymentalnej [3 1 4]
Wezmy pod uwage mianowicie niewielki pojemnik 1 w jednym z jego bokéw wytnij-
my otwér o ksztalcie odpowiadajgeym przekrojowi poprzecznemu rozpatrywanego
preta. Przykryjemy ten otwor cienka membrana umocd'wana na brzegach otworu,
Kiedy w pojemniku wywotamy pewne nadcisnienie p, wtedy pionowe przemieszcze-
nia z tej membrany spehiaja réwnaanie rdiniczkowe

P

(1.23) 7t = s f

I warunck brzegowy
(1.24) z=0

na brzegu L tego otworu.

Poréwnujac réwnania (1.23) i (1.24) dla przemieszczen pionowych z membrany
7 réwnaniami (1.8) i (1.11) dla funkcji naprezen @ widzimy, i oba te problemy sg
identyczne. Stad ze znanych wartodci przemieszezen z membrany mozemy otrzymad
odpowiednie wartoéci funkcji naprezen zastepujac wyraz —P/S wielkoScia — 2G0.

Oczywifcie praktyczne zpaczenie analogii membranowej nie polega na tym,
e pozwala ona znale#¢é funkeje naprezed na drodze eksperymentalnej, ale na tym,
ze w przypadkach, kiedy dokladne jej okreSlenie na drodze analitycznej jest praco-
chlonne, mozemy latwo podac jej przyblizene wartosci.

Do problemu tej analogii pozwalajacej w tatwy sposéb wyobrazi¢ sobie rozklad
przestrzenny funkcji napreZei @ pad przekrojem poprzecznym rozpatrywanego
preta pryzmatycznego oraz przeledzenie jej zmiany na skutek zmieniajacego sig
kata skrecenia 8 (0=0 (M) powrdémy jeszcze przy okazji rozpatrywania zagadnie-
nia sprezysto-plastycznego i plastycznego squcama pryzmatyczncgo pretéw Jedno—
rodnych i niejednorodn (por. p. 6}

Ten krotki przeglad problemu sprezystego skrecania pretow pryzmatycznych
wystarczy nam dalej do pelniejszego zrozumienia problemu plastycznego i spreZysto-
plastycznego skrecania tych pretdw i interpretacji otrzymanych rezultatow z jednej
strony, zapewniajac jednoczeénie ciaglosé maszych rozwazafi z drugiej.

2. PLASTYCZNE SKRECANIE PRETOW

Rozwazajac w poprzednim punkcie problem. spreiystego skrgcania pretow
pryzmatycznych obliczyliémy m.in. graniczne wartoSci momentéw skrecajgcych M*
[por. (1.19) i (1.20)], przy ktérych naprezenie osiagnie warto$¢ graniey plastycznosci
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w pewnym punkcie przekroju poprzecznego. Jasne jest, Ze zwigkszenie przytozonego
momentu M (M > M*) spowoduje osiagnigcie granicy plastycznosci przez napreZenie
écinajace w niektorych obszarach przekroju poprzecznego i utworzenie sie tzw.
stref plastycznych. Stan taki nazywac bedziemy dalej sprezysto-plastyeznym. Dalsze
zwickszenie momentu M — to zwigkszenie si¢ powierzchni stref plastycznych.
Proces ten mozemy kontynuowac az do chwili, kiedy moment skrecajacy osiggnie
swojy drugg graniczng warto$é (oznaczac ja dalej bedziemy przez M**), a materiat
preta wocatym przekroju poprzeczoym ulegnie uplastycznieniu, Jest to jednoczesnie
moment, w ktdrym nastgpuje proces piepowstrzymywanego plyniecia. Moment M* ¥
jest wigc maksymalnym momentem skrecajacym, jaki moZe przeniesé pret, jesli
pominiemy wzmocnienie. Niniejszy punkf po$wiccony jest wlasnie obliczaniu
wartofci tego granicznege momentu dla skrgecanych pretéw  pryzmatycznych,

2.1. Rozwazania nasze zaczniemty od badania skrecanych pretéw pryzmatycznych,
Jednorodnyeh, tzn. takich, ie warto$¢ granicy plastyczno$ci materialu, z ktérego
zhudowany jest pref, jest stala:

k=k (x, y, zy=const,

A. Przyjmijmy, Ze stan napreZenia, tak jak dla pretow skrecanych spreZyscie,
okreslony jest przez nastgpujace skdadowe tensora napreZenia: :

(2.1) T =Te (5,0), Tpe=Tye (X, ), Oy =0y =0, = 0y, =0.

Warunek plastyczno$ci ma postac

2.2) AR

a jedyne niespelnione toZsamo$ciowo rownanie rownowagi postaé poprzednig’

2.3) Tyz, x1 Tpz, y=0.

Nalezy oczywiscie podkredlié, ze zardwno warunek plastycznosci Hubera-Misesa
Jak i warunek Treski prowadza do tego samego réwnania. Poniewaz jak widaé pole’
naprezen mozemy okredli€ z powyzszego ukladu réwnan ((2.2) 1 (2.3)), przeto teorie
Misesa 1 Prandtla-Reussa prowadza do tego samego rozwigzania w obszarach
plastycznych.

W tym miejscu ograniczymy nasze rozwazania tylko do pretéw pryzmatycznych
o jednospojnych przekrojach poprzecznych [to zaloZemie, jak sig potem okaze, nie’
ograniczy klasy rozpatrywanych przez nas problemdw: prety o wielospdjnych prze-
krojach poprzecznych sy szezegdlnym przypadkiem poprzecznej skokowe] niejedno-
rodnosci (por. p. 2.3}]. Przyjecie zaloZenia o wolnej od obciazen powierzchni bocznej
rozpatrywanego preta i o stanie napreZenia (2.1) prowadzi do warunku brzegowego

Tyz Ay

2.4)

Tay  dx
wzdtuz L. Wprowadzajac jak poprzednio funkcje naprezen @=6& (x, »)
(2.5) Te=D , Tp=—0
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po uwzglednieniu (2.4) moZemy napisaé
(2.6) &=0 na L.

Przyjecie sktadowych naprezenia w postaci (2.5) spelnia tozsamosciowo réwnanie
réwnowagi (2.3), a z warunku plastycznodci {2.2) otrzymujemy

(@, )+, Y=k
lub inaczei

2.7) lgrad @|=

Jak widaé, znalezienie stanu napreZenia dla plastycznie skrgconego preta sprowadza
¢sig do rozwigzania réwnania rézniczkowego czastkowego nieliniowego pierwszego
rzedu (2.7) z warunkiem brzegowym (2.6). Opierajac sig na (2.5) znajdziemy skiadowe
napreZenia w calym obszarze przekroju poprzecznego, a graniczng warto$¢ momentu
skrecajacego M** mozemy podobnie jak poprzednio obliczy¢ z zaleZnoici

(2.8) M=M*+=2 [ [ @dxdy,
’ s

gdzie ‘@ jest tym razem rozwiazaniem réwnania (2.7). Zwrdémy jeszcze uwagg,
7e réwnanie, na podstawie ktdérego poszukujemy funkcji naprezen &, wykazuje,
ze ta powierzchnia ma state nachylenia réwne const w calym obszarze S. Innymi
stowy, rozwiazanie réwnania (2.7) z warunkiem brzegowym (2.6) jest réwnowazne
zbudowaniu nad obszarem przekroju poprzecznego S powierzchni o statym nachyle-
nin (spadku) i rzednej na konturze I. réwnej zeru. Tak jak dla pretéw skrecanych
sprezyScie mieliSmy pewna interpretacjg rozwigzywanego problemu’ w postaci
analogii membranowej Prandtla, tak tu opierajac si¢ na poprzednio stwierdzonej
wlasnosci funkeji naprezen nad rozpatrywanym konturem bedziemy mieli tzw.
analogie wzgdrza piaskowego Nadai’a. Zagadnienie to omdwimy dokladnie,
w p. 6. : ‘
B. Zajmiemy si¢ teraz szczegdtowsza analizg pola naprezenia preta uplastycznio-

nego. Niech skladowe ., i 7,, tego pola maja postaé

2.9 Ty.=~—Ksine, T,,=kcosx,

gdzie w=a(x, y) oznacza nie znang na razie funkcje; ma ona bardzo prosta interpre-
tacje geometryczna jako kat pomigdzy osia x i prosta, prostopadia w danym punkcie
przekroju poprzecznego do wektora naprezenia k. Jak widaé, warunek plastycznosel
(2:2) speiniony jest toZsamo$ciowo, a z réwnania réwnowagi otrzmeJcmy dla
funkcji «=e (x, y) réwnanie

(2.10) o, 5 COS &t , sin a=0.
Dla okreflenia charakterystyk mamy zwigzki

dx dy

coso  sino’
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skad po_catkowaniu otrzymujemy
@1y y=xtgatc(a), w=const.

Jak widaé, charakterystyki réwnania (2.10) sa w plaszczyZnie x, y linjami prostymi,
a kat « zmienia si¢ tylko od prostej do prostej. Zakladajac, ze mamy gladki kontur L
i oznaczajac przez oo kat, jaki tworzy normaina do tego konturu z osia x, otrzy-
mujemy

(2.12) dx=—dlsin oy, dy=dlcosay,

. gdzie dI jest elementarnym odcinkiem tego konturu. Podstawiajac (2.12) i (2.9)

do warunku brzegowego (2.4) otrzymujemy ctg wo=ctg «, czyli a (z doktadnoscia
do wielokrotnosci 7) jest réwne a,. Innymi stowy, charakterystyki sa liniami prostymi,.
prostopadlymi do konturu, a wektor naprezenia jest wzdiuz charakterystyki staly
i prostopadly do niej. _

Na zakoniczenietego punktu nalezatoby jeszcze raz podkreshic, Ze linie najwigksze~
go spadku okreslone réwnaniem (2.7) sa ortogonalne do linii stalego wzniosu po-
wierzchni @. Linie ®=const zgodnie z (2.6) sa liniami stycznymi do wektora napre-
senia k i dlatego dalej nazywaé je bedziemy trajektoriami naprezeil stycznych.
Jak widaé, rzuty linii najwigkszego spadku na plaszczyzng przekroju poprzecznego
pokrywaia si¢ z charakterystykami (2.11), ktére czesto dlatego bywaja nazywane
linmiami poélizgu.

W odniesieniu do preta o przekroju kolowym mozemy zgodnie z wyzej wypowie-
dzianymi nwagami stwierdzi¢, Ze liniami najwickszego spadku sa promienie tego
okregu. Przyimujac poczatek ukladu wspdlrzednych w érodku okregu, otrzymujemy
dta funkeji naprezen @ zgodnie z (2.7) zaleznosé

o .=k,
a uwzgledniajac warunek brzegowy (2.6) mamy ostatecznie
b=k(a—r),

gdzie a jest promieniem konturu-L. Wstawiajac te wartos¢ do (2.8) otrzymujemy
no$noéé graniczng M** takiego preta:

“ 2
M*F =3 f k{a—r)2nr dr=—3— nka®
[}

[por. wartosé (1.20)].

C. Przyiecie zalozenia o gladkosci konturu L pozwolilo na wyciagnigcie szeregu
istotnych wnioskéw natury jakosciowej o polu naprezenia w jege otoczeniu. Teraz
rozpatrzymy kolejno pole naprezenia w otoczeniu punktu styku dwu gladkich od-
cinkéw konturu: kiedy styczne do mich tworza w punkcie przecigeia kat wypukly
lub kat wklesty.

W przypadku pierwszym (rys. 3), prowadzyc zgodnie 7z poprzednimi uwagami
charakterystyki prostopadle od konturu, otrzymujemy punkty ich wzajemnego prze-
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cigeia sig, np. w punkcie P. Miejsce geometryczne tych punktéw nazywaé bedziemy
linig niecigglodci pola naprezen. Obliczajae skladowe wektora napreZenia, styczna
i normalng do tej linii, otrzymujemy

(2.13) To=ksin{a—~w), t.=kcos{a—w),

y4

Rys. 3 Rys. 4

gdzie y oznacza kat nachylenia linii nieciagloéci w danym punkcie do osi x (rys. 4).
Zaopatrujac znakiem plus I minus odpowiednio warto$¢ kata & po obu stronach
linii nieciaglodci, z warunku réwnosci napreZen normalnych na tej linii mamy

+ -
(2.14) . wzd_—zi-ﬂ’-_

z dokladnodcig do wielokrotnodci kata n. W $wietle naszych poprzednich wynikéw
linia nieciaglosei jest w danym punkcie dwusieczng kata pomiedzy. przecinajacymi
sig w nim charakterystykami.
Przy przejéciu przez lini¢ nieciaglodei skladowa styczna 1,, zmienia swa wartosc
przy czym skok wynosi
at—a~ Io']

(2.15) [z =75 -1, =2k sm““mzw—“ =2k sin —

Jak wida¢, maksymalna jego warto$¢ wynoszaca 2k odpowiada katowi =, tzn,”
ma miejsce w przypadku, gdy przecinajace si¢ charakterystyki wychodza z dwu’
rownoleglych do siebie brzegow konturu.
Na rys. 5, przedstawiajacym rozwigzanie
dla pola naprezed przy plastycznym
| skrgeaniu preta o przekroju poprzecznym
A [& - 'w ksztalcie prostokqta, mamy ten przy-
T : -1 . padek dla odcinka AB. Oczywiscie, zgod~
nie z (2.7) uklad charakterystyk i linii
Rys. 5 : nieciggloiei pola naprezenn odpowiada
rzutowi powierzchni o stalym spadku
zbudowanej nad polem przekroju poprzecznego S na ten przekrdj; linia przery-
wing oznaczono trajektorie naprezen stycznych.
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W przypadku kiedy styczne do gladkich odcinkéw konturu tworza w punkcie
ich przecigeia kat wklesty (rys. 6a), potrafimy zbudowaé wykres charakterystyk,
prowadzac je prostopadle do konturu (poza obszarem aob). Traktujac ten przypadek

a

N E

jako przejscie graniczne od konturu zawierajacego odcinek okrggu (rys. 6b), otrzy-
mujemy w rezultacie dla obszaru aob wachlarz charakterystyk, wychodzacy z punktu
o- (rys. 6¢). '
Obliczanie no$noéci granicznej dla skrecanyeh pretdw o réznyeh przekrojach
poprzecznych jest wyczerpujaco oméwione w pracy [92]. ‘
D. Dotychezasowe rozwazania odnosily si¢ tylko do zbadania ogélnych wiasno-
éci pola naprezent oraz ich budowy w otoczeniu konturu. Informacje te w zasadzie

O'

Rys. &

a b

Rys. 7

juz wystarczaja do zbudowania pelnego rozwiazania w naprgzeniach. Niemniej
jednak nalezy jeszcze w tym miejscu podkreslic pewien fakt; zwré¢my mianowicie
uwage na dwa rozwiazania tego samego problemu plastycznie skrgcanego preta
o przekroju poprzecznym w ksztalcie litery L (rys. 7). Jak widaé, w obu przypadkach
bylo mozliwe zbudowanie nad tym samym obszarem § dwu réinych powierzehni
spelniajacych réwnanie (2.7) z warunkiem brzegowym (2.4), co w konsekwencjt
daje oczywiscie dwie rézne warto$ci momentu maksymalnego M**. Rozwigzaniem
whadciwym jest to, kidre jest zgodnie z kinematyka ruchu. Gdy kinematyka ruchu
nie jest badana, ze zbioru mozliwych rozwigzan nalezy wybraé to, ktére daje naj-
wicksza wartoéé momentu granicznego (najwicksza objetodé bryly pod powierzchnia
stalego spadku). Zgodnie z tym kryterium wyboru i zgodnie z naszymi poprzednimi
rozwazaniami o ukladzie charakterystyk w otoczeniu kata wklgslego na konturze
rozwigzaniem prawidlowym jest przedstawione na rys. 7b. '
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W wielu przypadkach jednak trudno jest ocenié natychmiast, ktdre z przedsta-
wionych rozwigzan statycznych jest poprawne. Dlatego nicodzowne staje sig zba-
danie kinematyki ruchu. Problem ten oméwimy doktadnie nieco dalej, obejmujac
jednocze$nie swymi rozwazaniami znacznie szersza klase przypadkéw pretéw
skrecanych, mianowicie lzw. prety skokowo-niejednorodne (p. 2.3). Jako prosty
wniosek otrzymamy sprzeczno$¢ kinematyki ruchu dla rozwigzania przedstawionego
na rys.- 7a.

2.2. Rozpatrzymy teraz przypadek skrecanego preta pryzmatyczrnego niejedno-
rodnego, to znaczy takiego, te wartos¢ granicy plastycznofci jest funkcjq

k=k(x,v,2).

: Jednakze przyjecie klasycanych zaloZzen Saint-Venanta odnosnie przemieszezed (1.1)
prowadzi do koniecznofci ograniczenia si¢ do przypadku, gdy granica plastycznodci
k nie zalety od osi z. Isiotnie, zalozenie Saint-Venanta prowadzi do zalezno$ci
Oox=0py=0,=0y,=0 (1.4). Z rownan réwnowagi mamy 7y, ,=0 i 7,, ,=0 (por.
rys. 2). Warunek plastycznosci moze by¢ teraz spelniony jednocze$nie na raz
w catym precie tylko dla &k ,=0.

Tak wiec rozpatrujac prety niejednorodne bedziemy mieli na myéli prety o nie-
jednorodno$ci poprzecznej:
(2.16) k=kx,y).

A. Zgodnie z poprzednim (2.1) stan napreZenia w plastycznie skrecanym precie

jest scharakteryzowany przez sktadowe 7,,=7,.(x, ¥} i 7,,=1,, (x, ) spelniajace
warunek plastycznosci

2.17) 2,4+l =k(x, ¥)
[por. (2.2)] i tak jak poprzednio rownanie rdwnowagi
(2.18) Toz, x+Tyz,y=0 .

Przyjecie zalozenia o wolnej od obcigzed powierzchni bocznej rozpatrywanego

preta daje warunek brzegowy
' Ty, dy

2.1 =
(2.19) Te,  dX

Wprowadzajac jak poprzednio funkejc naprezenia @ otrzymujemy analogicznie

(2.20) lgrad @l=k (x, y)
z warunkiem na konturze I,
(2.20" H=0

o1az graniczng warto$é momentu skrecajacego

M**.:szgpdxdy,
’ .

gdzie P jest rozwigzaniem réwnania (2.20) z warunkiem (2.20") dla danego rozkladu
niejednorodnosci.
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B. Analiza pola naprezei dla preta o ciaglej niejednorodnosci poprzecznej moze
byé przeprowadzona podobnie jak poprzedmio; przyimujac

2.21) T, = —k{(x,y)sine, T.=k(x,y)cosa,
otrzymujemy z (2.18) [(2.17) jest spelnione tozsamosciowo]
~k . sin atk , cos a—k (x ; cos atoa,, sin o) =0

[przedstawiajac k=const otrzgmujemy (2.10)]. Odpowiadajace mu réwnanie cha-
rakterystyk jest nastgpujgce:

dx dy ' dk

snw  cosw ko . cos atka ,sina :
przeksztalcamy je do postaci 5]
2.22) ky"+(1+y?) (kv —k,;)=0.

JYest to réwnanie zwyczajne, mieliniowe drugiego rzedu 1 jego rozwiazanie y=
=y (x, p, q), gdzie p i g sg stalymi catkowania, w spos6b scisly mozliwe jest tylko
w bardzo szczegdlnych przypadkach niejednorodnodei. Stale catkowania wyznaczy-
my oczywicie z tych samych warunkéw brzegowych, jakie uzyskaliémy dla preta
jednorodnego: kontur jest trajektoria napreZen stycznych oraz linie poflizgu sa do
niego ortogonalne,

Problemami plastycznego skrecania pretéw pryzmatycznych o ciagle] niejedno-
rodno$ci poprzecznej zajmowano si¢ dotychczas mato. Pierwszym ogdlnym studium
o posnoéci granicznej takich pretéw byla praca A. 1. Kuznecowa [7], ktéry ana-
lizowal uklad réwnan (2.17) i (2.18). Poshugujac si¢ metoda polodwrotng wykazal
“on m.in., 7 w przypadku gdy granica plastycznodci zalezy jedynie od odleglosei od
konturu, to wektor naprezenia stycznego jest prostopadly do normalnej do konturu,
Dla takiego przypadku niejednorodnosci oraz dla prostych przekrojéw poprzecznych
takich, jak np. prostokat, mozna bylo znalei¢ w formie zamknigte) formuly na
napreZenia oraz na moment graniczny. Pokrewne problemy rozpatrywano réwniez
w pracach M. Gavrosa [8] i M. ZYCzZROWSKIEGe [9]. W pracy [6] rozpatrzono
szczegdtowo przypadek plastycznego preta niejednorodnego o przekroju poprzecz-
nym w ksztalcie wycinka kotowego. Nicjednorodnosé przyjgta zostala w postaci
funkcji zaleznej w sposob wykladniczy tylko od odleglodci od wierzcholka tego wy-
cinka. Opierajge sig na (2.22) okreslono linie poslizgu, znaleziono funkcje naprezen
@ i no$nodé graniczna M**, Z nieco odmiennym podejéciem spotykamy sig W pracy
J. Rycurewskieco [10]; dla preta o dowolnej niejednorodnosci poprzecznej poszukuje
sie naprezen w postaci szeregéw potegowych, rozwijajac funkeje niejednorodnodci
materiatu w szereg wokol brzegu przekroju.

2.3. Rozpatrzmy teraz pewien szczegdlny przypadek plastycznie skrecanych
pretéw niejednorodnych tzw. przypadek skokowej poprzecznef niejednorodnosci,
WyobraZmy sobie pret ztozony z kilku pryzmatycznych czgéci o réznych grani-
cach plastycznoéci; przyjmijmy tez, Ze wytrzymalosé zlacza pomigdzy poszczegol-
nymi czgéciami jest nie mniejsza niZ granica plastycznosci ktérejkolwiek z tych czgbel.
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W przekroju poprzecznym takiego preta mamy do czynienia z obszarami o stalych
granicach plastycznosci, ktére zmieniaja si¢ skokowo przy przejSciu z jednego
obszaru do drugiego.

W $wietle naszych poprzednich rozwazan o plastycznie skrgcanych pretach
jednorodnych uzyskamy pelng informacje o polu maprezen pretéw skokowo nie-
jednorodnych, rozpatrujgc warunki na linii kontaktu stref o réznych granicach
plastycznosci. Ograniczymy sig tylko do pretdw zlozonych z dwu réznych czefci.
Analiza stanu napreZenia dla preta zloZonego z kilku réznych czeded przebiegad
bedzie w sposob identyczny: zawsze na linii kontaktu bgdzimy mieli do czynienia
z materialem o wyZszej 1 niZszej granicy plastycznodei.

1.A. Przyjmijmy krzywoliniowy ortogonalny uklad wspoirzednych «, f. Niech
, linia kontaktu obszaréw o rdznych granicach plastycznoéei ., pokrywa sie z linig
L B (a=const) tego ukladu wspéirzednych [11]. Wektor naprezenia w tych obszarach
o granicach plastycznosei K, , K. bedzie dalej oznaczany odpowiednio przez t+ i 7.

Poniewaz po obu stronach linii L, material musi by¢ uplastyczniony, to moduty
tych wektordw sg nastepujace:

(2.23) e P = @) =k, e P=E) ) =h

Jak widaé, linia nieciaglo$ci gramicy plastycznodci jest zawsze linia niecigglodci
naprezen. Z warunku cigglosci sktadowych normalnych wektora napreZenia otrzy-
mujermy

+

Tz =

Tz =Tax -

Zgodnie z (2.23) skok skladowej stycznej wektora naprezenia na linii kontaktu
wynosi

[ — 12 M2 — (k2 — 22 )7,

(% — T Y2 (R2 — T2 )12

Wedlug przyjetej terminologii w pracy [11] przypadek, ktéremu odpowiada znak
minus w (2.24), bedziemy nazywali linia nieciagtosci pierwszego rodzaju, a przypadek
odpowiadajacy znakowi plus — linig nieciagloéci drugiego rodzaju. Linia kentaktu
L. bedzie z reguly linia niecigglosci pierwszego rodzaju powstala tylko na skutek
niejednorodnosci (rys. 8b). Nieciaglo$é drugiego rodzaju odpowiada specjalnemu
przypadkowi, kiedy linia kontaktu pokrywa si¢ z linia nieciagtosci pola naprezed,
ktéra powstalaby w materiale jednorodnym (rys. 8a). Przyimujac np., ze K, >K_
i kierunek wektora v~ za znane, z latwoécia mozemy okreslié kierunek wektora
7*. Dla rozwiazywania konkretnych probleméw brzegowych potrzeba znaé¢ wartoéci
katow v, w_ i A (rys. 8b). Zaleznosci pomiedzy nimi dla linii niecigglosci plerwszego
rodzaju otrzymuje si¢ latwo z warunku ciagloéci skfadowych normalnych wektora
naprezenia:

(2.24) |rj; —T5l=

. k.
(2.25) W, =arccos (? cos y/_) ,  A=watw_
_ 7 . . !

. 1.B. Podstawowy problem przy budowaniu rozwigzania dla plastycznie skreca-
nych pretéw skokowo niejednorodnych polega oczywidcie na znalezieniu linii nie-
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ciaglosci pola naprezefi réznych od linii kontaktu L,. JeZeli linia nieciaglosci
granic plastycznoéci przecina kontur w punkcie 4, to dodatkowa linia nieciaghosci
napreZefi rOZpoczyna si¢ zazwyczaj z tego punktu [11]. Przytoczymy tu dwa typowe
przypadki rozwazone w wyiej cytowanej pracy.

ﬂ:@ﬁ

Rys. 8

Niech regularna linia L, , oddzielajaca materialy o réZnych granicach plastycz-
nosci K, > K_ i przecinajaca regularny tuk konturu zewnetrznego L w punkcie A4
lezy po prawej stronie normalnej do tego konturu (patrzymy od konturu) w tym
punkcie (rys. 9). Wtedy przez obszar materialu mocniejszego przechodzi linia nie-
ciaglodci £ Opierajac sig na zaleznodciach (2.25) fatwo zna_]duje sig réwnanie réz-
niczkowe tej linii:

dy 1

, k. '
(2.26) E—tg?{gaJ,qLaqLarccos [Ecos(qa_»ﬁa.)]},

gdzie przyjeto oznaczenia wg rys. 9. Jeieli kontur L i linia kontaktu L, sa liniami
prostymi, to réwniez linia 7 jest prosta. Wazniym dla zastosowan jest przypadek,
kiedy linia L , pokrywa si¢ z normalng do konturu. Wtedy réwnanie (2.26) przyimuje
postaé

dy 1
(2.27) };“tg?(¢++0’—4+’d s
gdzie
k_
.28) = il
(2.28 K =arccos
k+

SzczegOlne rozwigzanie tego przypadku przedstawione jest na rys. 10; linia
przerywana oznaczono trajektorie naprezen stycznych (jest to oczywiscic rzut linii
stalego wzniosu powierzchni funkcii naprezen; do problemu tego powrdcimy
jeszeze w p. D). Jak widaé, dla K_ — K, linia / dazy do linii kontaktu L, [zgodnie
7 (2.28)] i w granicznym przypadku otrzymujemy znane juz rozwiazanie dla preta
jednorodnego. '
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Troche bardziej skomplikowane rozwigzanie otrzymamy w przypadku, kiedy
linia normaina do konturu w punkcie, z ktérego wychodzi linia kontaktu L., lezy
w obszarze materiaty o nizszej granicy plastycznodci (rys. 11). Wiedy w zaleznosci

Rys. 9

od wzajemnego ustawienia Iinii L. i konturu L w obszarze materialu 0 wyzszej
granicy plastycznoéci moze pojawic sig linia nieciagtoéci naprezen I (jak na rys. 11)
fub otrzymujemy rozwigzanie ciagle. Odsylajac czytelnika do pracy [11], gdzie
zagadnienia fe oméwiono wyczerpujaco, zajmijmy sig tu szezegllnym przypadkiem
przedstawionym na rys. 11. Dla statych wartodci katéw ¢, 1 « linia nieciggtosei /

Rys. 11

Jest linig prostg (rys. 12). W strefie materialu o nizszej granicy plastyczno$ci mamy
dwa obszary: w obszarze I linie poslizgu stanowia rodzing prostych rownolegiych
prostopadiych do konturn; w obszarze 11 Yinie te tworza wachlarz o wierzchotku
w punkcie A. W strefie materiatn o wyiszej granicy plastycznosci linia niecigglosei /
pola napr¢Zett przebiega tak, jak w materiale jednorodnym, tzn. jest dwusieczna
¥ata pomiedzy liniami poslizgu z obszaréw V i1V, Oczywiscie jednocze$nie musza
byé spelnione na brzegach obszardw V11V nastepujace warunki: linie poSlizgu sg
prostopadle do konturu L, a na linii kontaktu L, napreZenia normalne sa ciagle.
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Kiedy linia kontaktu dazy do normalnej do konturn w punkcie A, obszar IT zanika
1 rozwigzanie przedstawione na rys. 12 pokrywa sig z przedstawionym na rys. 10.

1. C. W charakterze przykladu rozpatrzymy tak jak poprzednio (rys. 5) pryzma-
tyczny pret skrecany o przekroju prostokatnym. Niech skiada sie on z dwu obszaréw
o réznych granicach plastycznoéci K, >K_ i niech obszar materiaty 0 wyisze] gra-

____________ Bq
Brr :
ol
W
A';

<

Rys. 13 Rys. 14

nicy plastycznosci przedstawia sig, jak na rys. 13. Zgodnie z naszymi poprzednimi
rozwazaniami -(rys. 10) z punktu 4 wychodzi wglab materiatu linia niecigglodci
napreZefi nachylona pod katem /2 do linii kontaktu L. Z wierzchotka M tez
wychodzi linia niecigglodci napreZen (rys. 5). Obie te linie przecinaja si¢ w punkoeie A’
(rys. 14). Linig 4’4" znajdujemy z latwoscia Jako dwusieczng kata, pod jakim
przecinajy si¢ ze soba linie polizgu z jednej strony prostopadie do konturu MM
a z drugiej nachylone do linii kontaktu pod kgtem . Ulkdad linii nieciaglosci 0’4"’
i-O'B"" pola naprezedt w materiale stabszym otrzymujerﬁy latwo, opierajac sie na
nastgpujacej uwadze: poniewaz od strony materiatu mocniejszego linie poslizgu sa
prostopadie do odcinka kontaktu 4"'B" (skladowa normalna naprezenia wzgledem
tego odcinka jest réwna zeru), to i linie poslizeu po drugiej stronie (w materiale
stabszym) tez musza byé prostopadie do odcinka A"B"; linie 0'A"" i O'B" otrzy-
mujemy zatem jako dwusieczng kata, pod jakim przecinaja si¢ linie podlizgu prosto-
padle z jednej strony do 4’'B"’ a z drugiej do konturu (por. 1ys. 55 w punkcie 6).

Rozpatrzony tu przyklad skrgcanego preta Jest szczegllnym przypadkiem
przykladu przedstawionego w pracy [12], ys. 7, gdzie rozpatrzono problem plastycz-
nego skrecania pretéw pryzmatycznych skokowo niejednorodnych o przekroju
poprzecznym w ksztalcie prostokata. ™

1. D. Zgodnie z naszymi poprzednimi rozwazaniami (2.7), oznaczajac przez S|
czeS¢ obszaru przekroju poprzecznego o stalej wartodci granicy plastycznosci K,
mozemy napisaé ’

(2.29) ;grad gp{=k; w S! .

Innymi stowy, powierzchnia reprezentujgca funkcje naprezefi @ jest powierzchﬁiz;
stalego spadku, réznego w kazdym z obszaréw S;. W {11} pokazano, e powierzchnic
t¢ mozna przyja¢ za ciagla w calym obszarze przekroju poprzecznego § [przy

Rozprawy Inzynierskie — 10
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spelnieniu (2.29)]; przyjmujac jednoczesnie P=0 na konturze L otrzymujemy
graniczng warto$¢ momentu skrecajacego podobnie jak poprzednio:

©(2.30) M:M**ﬂsz Dds .
s

Zwroémy tu réwnicz uwage na dwa istotne wnioski wyplywajace z teorii plastycz-
nego skrecania pretéw skokowo niejednorodnych. Zauwazmy, Ze w takim przy-
padku nie ma potrzeby oddzielnego analizowania pretéw o wielospéjnych przekro-
jach poprzeczoych. Sz one po prosiu szezegllnym przypadkiem, kiedy Ki=0
w pewnych obszarach ;. Odpowiada to wypelnieniu pryzmy S; cialem nie przeno-
szacymt naprezen stycznych -— clecza idealna, nie wplywajaca na skrgcanie preta.
Jednorodre, plastycznie skrecane prety o wielospojnych przekrojach poprzecznych
sa szczegdlnym przypadkiem pretéw skokowo niejednorodnych. Diatego wzor
okreslajacy ich noénoé¢ graniczna jest taki sam, jak dla pretow jednorodnych
jednospdjnych [por. (2.8} 1 (2.30)] po uwzglednieniu poprzednich uwag o powierzchni
@ dia pretow skokowo niejednorodnych. Blizsza analizg ksztaltu takich powierzchni
zajmiemy w punkcie 6 na podstawie nieco odmiennego podejscia do tego za-
gadnienia.

Juz poprzednio w (2.1) zwrocilismy uwage na niejednoznaczno$é rozwiazania
zadania w napreZeniach i problemun zbudowania powierzchni o stalym spadku nad

danym przekrojem poprzecznym. Wybdr whasci-

yh (+) L+ wego ukladu linii nieciaglodci pola naprezef dia
- skrecanego preta w stanie granicznym, zapewnia-
p ' cj(/ ' jacego maximum momentu M *¥* w odniesieniu

do pretéw niejednorodnych, jest jeszeze bardziej
skomplikowany niz dla pretow jednorodnych.
Zgodnie z poprzednimi uwagami trudnosci te

- " mozna ominaé rozpatrujac kinematyke ruchu tych
pretéw. Rozwiazaniem wiaciwym bedzie to, ktore
jest z nig zgodne.

Rys. 15

2. A. Wprowadzmy krzywoliniowy uklad ortogonalny «, f, z tak, ze of wspol-
rzqdnych o pokrywa sig z linig nieciagtosel naprezed L., natomiast 0§ z skierowana
jest wzdtuz osi preta. Znaki plus i minus niech odnosza siec odpowiednio do obsza-
1dw po obu stronach tej linii (rys. 15). Oznaczajac

X=xcosgtysimng, Y=ycas p--xsin g,
gdzie )
x=x(x, f), y=y(,p), o=¢(h),

- podstawowe zalozenia kinematyczne Saint-Venanta przedstawimy w postaci skia-
dowych wektora predkodci przemieszczenia:

1 1
(2.31) Ve=——gzY, yi=—o

= Y -
6 hﬂﬂz . Ve=w(x,»),
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gdzie 6 oznacza kat skrecenia preta oraz w deplanacje przekroju poprzecznego.
Poniewaz w przyjetym przez nas ukladzie h =1, to niezerowe skladowe tensora
predkosci odksztalcenia sg nastepujace:

: . 1 . 1

(232) S,gz‘:gX'"}“"_ W B> Eaz:_‘HY+* W o,
hg hy, -
Jezeli teraz na linii L, 1 wH) w(=), wzdhuz linii nieciaglodei naprezen wystepowaltby
skok deplanacji
W= W= (W — w0y H(B),

to w , oraz w », moZemy przedstawié nastepujaco [13]:
W=D OO =) H (B,
w’,,=l»vf;)+(wf;§)—w’(g)) H (v WD —wlN 5 (8),

gdzie H () jest funkcja Heaviside’a, a d () funkcja Dirac’a. Poniewaz w przyje-
tym przez nas ukladzie

(234) ;‘acz Tﬂz_éﬂz Taz=05

to uwzgledniajac (2.32) i (2.33) mamy

(2.33)

1
235} =015, = 0% vyt Dol 0 P =) B (B)] -

] .
- F ["V’(E)"[“(ij)_ WSE)) H (ﬁ)] Taz_l"vﬂ (W(+}— W(")) Tz O (ﬁ)=0 -
B

Poniewaz zalozylimy, ze linia I, jest linig nieciggloSci naprezen, |z,,/>0, to wzdhuz
niej jak widaé |(w(t)—w(~)|=0; jednoczefnie H= (), Skad ostatecznie

(2.36) AP =2 =0,
gdzie A jest paramétrem stow.arzyszonego prawa plyniecia.

2. B. Jak wiadomo [14], znajac deplanacje przekroju poprzecznego w piinkcie P,
na linii nieciaglodci naprezen mozemy obliczyé jej warto$é¢ w punkcie R:

P
dw
(2.37) W=y, + f —Hoen,
Po

gdzie (rys. 16) e=R-e,, n=rp—ry lodleglodé n jest zdefiniowana dodatnio, jezeli
Jest mierzona od punktn R do punktu P zgodnie z kierunkiem wersora e,}. Jesli
linta nieciggloéci naprezed I, ma przedstawienie parametryczne unormowane:
x=x(8), y=yp(s), to
‘ dw
ds

- (.iy“x}'/’)“i’/l (sz v{7+rs'zj}) '

Mozemy teraz okresli¢ wartosé deplanacji w punkcie R, uwzgledniajac (2.36)
(por. [50)):
P

(2.38) We="0 f ( dx~xdy)+0entw,, .
Py
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2. C. Pole szybkosci »; nazywamy kinematycznie dopuszczainym, kiedy spelnia
ono nastgpujace warunki: a) warunek nieécidliwosei v ;=0, b) réwnanie stanu,
¢) warunki brzegowe oraz d) warunek dodatnosci dysypacii mocy 6, &, = 0.

Przyjecie zatozed Saint-Venanta (2.31) odnosnie predkosci przemieszczen spefnia
warunki a) i ¢), z warunku b) mamy (2.38). Pozostaje tylko sformulowanie kryterium
- zapewniajacego spelnienic warunku d).

TWIERDZENIE, Warunkiem konieczaym i wystarczajqcym dodatno$ci  dysypacii
energii w danym punkcie jest spelnienie nierdwnosci

(2.39) ;z(1+—R~") =0,
R;

gdzie n jest poprzednio zdefiniowanq odleglosciy rozpatrywanego punktu od linii
nieciqglosei naprezer mierzonq wzdiuz Iinii po-
$lizgu oraz R, i R, sq odpowiednio odlegloscia-
mi od linii nieciggloci i rozpatrywanego punktu
do §rodka krzywizny mierzonymi wzdhiz ftef
samej linii poslizgu [13].

Linia nieciagloéci granicy plastycznosci jest
zawsze linig nieciagloéci naprezen [11}. Umo-
zliwia nam to oczywiscie badanie deplanacji na
linii kontaktu w taki sam sposéb, jak na linii
nieciagtoéci naprezen. Tak samo jak w przy-
padku 2.A wprowadzimy krzywoliniowy uktad

Rys. 16 ortogonalny o, §, z. Znaki K_ i K, niech ozna-
czaja odpowiednio granice plastycznosci ma-
terialu «slabszego» i «mocnicjszego». WprowadZmy rowniez nastgpujace OZnaczenia:

1
A= =0y, — 0Kty t - WD =) H (B 10—

[ :
=g WD W) H (D] e

oraz

s

1
B=—0X1,,— h W+ D= wC N H(B)) 7 -

Rozpatrzmy trzy charakterystyczne przypadki wzajemnego vkladu linii nieciaglodci
granicy plastyczno$ci oraz pola napreZen, opierajac si¢ na zaleznofciach (2.33)
1(2.35.

3. A. Niech linfa £, oraz pole napreZeni beda okreSlone jak na rys. 17. Zgodnie
z przyjetymi oznaczeniami na tej linii dla materiatu stabszego (K_) spelniony jest
warunek

A+t (W —wN 4 5 (H)=0.
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Poniewaz 170, to (W) —w(*)=0 na linii L,. Analogicznie dla materia
mocniejszego (K.} na linii kontaktu

DAy (WD — ) ) 5 (8)=0
Poniewaz 71750, to (W' —w(=2)=0 na linii L,. Widaé, ze dla sytuacii przedsta-
wionej na rys. 17 wzdluz linii niecigglosci granicy plastycznodei skok deplanagji
przekroju poprzecznego nie wystgpuje, czyl wit) =w(-),

Rys. 17 Rys. 18 Rys. 19

3. B. Niech linia L, oraz pole naprezen sg takie, jak to przedstawiono na rys. 18.
Dla materialu stabszego (K_) na linii kontaktu

By, (W —wt ) 2 6 ()=0.
Poniewaz t7#0, to (W'"—w(-)=0 na linii L. . Analogicznie dla materiatu
mocnieiszego (K, ) na linii kontaktn

By (v — =0 D 5 (p)=0.
Poniewaz {70, to (") —w¢~2)=0 na linii L ,. Widaé: ze dla sytuacji przedsta-
wionej na rys. 18 wzdluz linii niecigglofei granicy plastycznosci skok deplanacji
przekroju poprzecznego nie wystepuje, czyli w(*)=w(-),

3. C. Niech linia L, oraz pole naprezes sa takie, jak to przedstawiono na rys. 19.
Dia materiatu slabszego (K_) na linii kontaktu mamy

Ay (W =) 259 5 (8)=0 .

Poniewaz 1$;7=0, to |w(*) — (=)0 na linii L. . Dla materiaty mocniejszego (K, )
na linii kontaktu

A4y, (W — w0 ) 5 (B)=0 .

Poniewaz 75770, to (Wt —w(-))=0. Jak wida¢, dla takiego przypadku na kontak-
cie materialéw o rdznych granicach plastycznosci moze wystapié skok deplanacji.

Rozpatrywanie kinematyki ruchu skrecanego preta pryzmatycznego ma na eelu
wybdr rozwigzania dajacego maksimum wartoéci momentu. Istotne wige jest podanie

warunkow poprawno$ci rozwigzania statycznego dla danego przekroju poprzecznego,

wynikajacych z analizy kinematyki. )
a) Jezeli w badanym obszarze linie poslizgu przecinalyby dwie linie nieciagtosci
- naprezen, to kinematyka tego obszaru bedzie sprzeczna. Istotnie, wynika to z (2.38),
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Warto$é deplanacii mogliby$my wyznaczy¢ z warunkow brzegowych wzdluZz tych
linii; poniewaz jednak zagadnienie Cauchy’ego w odniesieniu do kazdej z nich daje
jednoznaczne rozwigzanie w badanym obszarze, dochodzimy do sprzecznosci,

b) Kinematycznie dopuszezalne pole predkoéci musi speiniaé warunki podane
w C. Zgodnie z tymi warunkami pole szybkosci (2.31) musi spelniac (2.39). Poniewaz
14R,/R jest stale nieujemne, powinno zachodzié n= 0. Nalezy zbada¢ takie moc
dysypacji energii dfa linii nieciaglo§ei predkosci v,. Kiedy linia « jest {inig nieciggtosci
deplanacji, to zwrot wektora naprezen stycznych T=1,; e, musi byé zgodny ze
zwrotem wektora skoku [¥]=[w] e,. Jako przykiad rozpatrzymy pret kotowy z mi-
modrodowym otworem (rys. 20). Poprawne rozwigzanie ma lini¢ nieciggloSci pola
naprezen /. Rozwigzanie statyczne z linia nieciggloéci / jest niepoprawne. Wynika
to z (2.38). Wielkoéé

& dx—xdyp)
v
jest roZna od zera:

f (xdy—ydx)=2C,
T

gdzie C jest polem ograniczonym przez lini¢ nieciagto$ci I. Wzdhuz odcinka AB
otrzymujemy skok predkoéci deplanacji. Poniewaz zwrot wektora skoku [v], jak
Jatwo zauwazy¢ nie jest zgodny ze zwrotem wektora naprezeft stycznych, przeto
otrzymujemy ujemng moc dysypacji energii wzdiuz odcinka OB.

)

Rys. 20 Rys. 21

¢) W przypadku pretéw pryzmatycznych o poprzecznej skokowej nigjedno-
rodnodci nalezy traktowaé linie kontaktu obu materiatéw jako linig nieciaglosci
naprezen zgodnie z poprzednimi wynikami. W zwigzku z tym linia kontaktu spelnia
warunki a) i b).

Jak wida¢, sprawdzenie warunkéw kinematycznej poprawnoSci rozwiazania
statycznego sprowadza si¢ w kazdym obszarze danego przekroju poprzecznego
do zbadania wzajemnego ukiadu linii poslizgu i linii nieciagtosci naprezen wzgledem
ukiadu wersoréw (e,, e,) danego obszaru. Rozpatrzmy jako przyklad przypadek
skrecania preta pryzmatycznego - skladajacego sie 'z dwu -materialow K_, K.,




PLASTYCZNE SKRECANIE PRETOW 151

gdzie K, >K_ (rys. 21). Kat rozwarcia strefy mocniejszej oznaczymy przez p. Linie
L, oznaczajy linig kontaktu materiatéw, a 11, 15, I3 linie nieciggloéei pola naprezen
materialu mocniejszego. Obierajac warto§¢ deplanacji w punkcie O, np. Wee=0
zgodnie z (2.38) moZemy obliczyé jej wartodé wzdhuz linii 7,, /4, /,, a nastgpnie
we wszystkich obszarach przekroju poprzecznego nie uzyskujac sprzecznoéei. Np.
wychocfzqc od linii /, wyznaczamy deplanacje W obszarach 11 i 1V, od linii /,
w obszarach V i VI itd. Wida¢ réwniez, Ze dla obszaru materialu stabszego nie uzy-
skujemy sprzeczno$ci: deplanacja jest tu wyznaczana bezposrednio z punktu O,
przez ktory przechodza wszystkie linie poélizgu tego obszaru. Dla calego przekroju
poprzecznego warunek a) jest wige spefniony. Deplanacja dowolnego punktu
w- kazdym z rozpatrywanych obszaréw byla wyznaczana w odniesieniu do odpo-
wiedniej linii nieciaglo$ci naprezen zgodnie z kierunkiem e,, czyli #3= 0. Poniewaz
linia kontaktu materiatéw jest typu 3.C, czyli mozZe wystapié na niej skok deplanacii,
co ma migjsce W naszym przypadku. Na linii tej mamy jednak zgodno$é wektordw
v i 7. Jak wida¢, rozwigzanie statyczne przedstawione na rys. 21 spelnia warunki ki-
nematyczne poprawnosci, :

Jako drugi przyklad rozpatrzymy pret pryzmatyczny o przekroju kwadratowym,
skladajacy si¢ z dwu materialow (rys. 22), dla ktérych granice plastycznoéci sa
w stosunku 4

e =0,65.

k. .
Dobor takich granic plastycznodci podyktowany zostal tym, ze w punkcie 6
rozpatruje si¢ pret o takim samym przekroju poprzecznym, dla ktérego przy reali-
zacji analogii Nédaia uzyto materialéw sypkich, ktérych tangensy kata tarcia
wewnetrznego sa rowniez w takim samym stosunku (rys. 60),

D
-
N I
i
!
B !
1} b
___+_ a4 — s —
k- Ks T
! B i
t !
R [
A
A
Rys., 22 Rys, 23

Opierajac sig na wzorach zawartych w [12] mozemy zbudowaé TozZwigzanie
statyczne (rys. 23). Linia ABCD jest linia kontaktu, linia przerywana jest trajektorig
naprezen stycznych, a linie ciggle sg liniami nieciaglo$ci pola naprezer. Przyjmujac
wartos¢ deplanacii w punkcie O, np. wpo=0 zgodnie z (2.38), mozemy obliczy¢
jej warto$¢ wzdhuz wszystkich linii nieciagloéci pola naprezefi, a nastepnie we
wszystkich obszarach przekroju poprzecznego nie uzyskujac sprzecznoéei (co widaé
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z uktadu trajektorii naprezen stycznych), Oczywidcie spetniony jest réwniez warunek
nz= 0. Skok deplanacji na linii kontaktu ma miejsce tylko na odcinkach 4B 1 CD,
na ktérej mamy zgodnoéé wektoréw v i v. Jak widaé, rozwigzanie statyczne przedsta-
wione na rys. 23 speinia réwniez warunki kinematycznej poprawnosci.

Z naszych rozwazan wynika réwnieZ niepoprawno$é rozwiazania przedstawio-
nego na rys. 7a. Mianowicie w obszarach ADC i ADR linie poilizgu przecinaja dwie
linie nieciaglosci pola naprezed: jest to sprzeczne z wnioskiem 3.Ca. Rozwiazanie
poprawne jest przedstawione na rys. 7b.

2.4. Problemem pokrewnym do rozpatrywanych poprzednio jest plastyczne skre-
canie pretéw pryzmatycznych, wykonanych z materialdw anizotropowych.

Oméwimy skrecanie takiego preta wykonanego z idealnie sztywno-plastycznegoe
anizotropowego materialu. Przyjmiemy tak jak poprzednio (por. p. 2.2), ze ani-
zotropia ta nie zalezy od osi z, skierowanej wzdluz tworzacej preta. Przyjmujac stan
naprezenia tak jak poprzednio (2.1)

(2.40) Ty ™= GP.V = JZZ = O-XJ’ = 0’

otrzymujemy warunek plastycznodci

(2.41) R S ()

gdzie 0 okrefla kierunek na plaszezyznie xy (rys. 24). Przyjecie stanu naprezenia jak

w (2.40) prowadzi do réwnania réwnowagi (2.3). Analize pola naprezen przeprowa-
dzimy podobnie jak w punkcie B. Przyjmujac skiadowe niezerowe

T, =k (@)cos @, 7T,,=k(f)sind

Y4
|

S

<
2

%

Rys, 24 Rys, 25

widzimy, ze warunek plastycznosci (2.41) jest spetniony tozsamosciowo, a z réwnania
réwnowagi otrzymujemy

k'l?-}-ﬂE g18 s +{k 9+££'88—0
(— sin 7 ) % cos 25 n ) ,=0.

Dla okreslenia charakterystyk mamy réwnania

.dx _ dy
—k sin ()4-k" cos 8 kcosO4k'sin@’
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gdzie \
' o
di
skad po scalkowanin otrzymujemy
kcosd--k'sind

—ksin 8+k" cos 8

(2.42) y= x+P(0).

Jak widaé z (2.42) charakterystyki sq prostymi liniami wzdhuz #=const. Latwo jest
rownieZ wykazaé, ze do tego przypadku odnoszg sig te same zaleZznoSci okredlajace
deplanacie przekroju poprzecznego (por. p. 2.3), co dla pretdw wykonanych
z materialu idealnie plastycznego.

Podobaie jak poprzednio (por. p. C) znajdziemy linie nieciaglosci pola naprezed;
beda to oczywiscie linie proste. Oznaczajac przez O 1 O~ kierunek linii po obu
stronach linii niecigglodci (rys. 25) z tatwoscia znéjdujemy jej réwnanie rézniczkowe

dy _k(@*)sin0* —k(0~)sin 0~
dx  k(0F)cosBT —k (P )cosd™’

(2.43)

pPrzy czym
dy

E:tg o .

Jako przyklad rozpatrzymy skrecanie pryzmatycznego preta o przekroju poprze-
cznym w ksztalcie wieloboku (rys. 26). W otoczeniu kazdego z bokdw tego wielo-

a b 4':(

Rys. 26

kata mamy taki stan naprezenia, jaki by powstal w analogicznym precie -wykona-
nym z materiaty izotropowego (wzdhuz prostoliniowego, wolnego od naprezen brzegu
kierunek & jest staly i k (6)=const). :

Latwo jest teraz wyobrazié sobie powierzchnie zbudowana nad tym przekrojem
poprzecznym a odpowiadajaca funkcji naprezen [por. (2.7}]. Przez kazdy z » bokdw
wielokgta prowadzimy plaszezyzne nachylona do powierzchni przekroju poprzecz-
nego pod katem odpowiadajagcym danej wartoSci granicy plastycznosci k, (0)=
==const. Plaszczyzny te przetna sig wzdluz pewnych prostych, ktére w rzucie na
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przekrdj poprzeczny dadzg linie nieciaglo$ci poszukiwanego pola naprezef. Znale-
zienie warto$cl momentu granicznego sprowadza sig teraz oczywiScie do obliczenia
objgtosci bryly zawartej pomigdzy tak znaleziong powierzchnia funkcji naprezed
a plaszczyzny przekroju poprzecznego. _

Linie nieciggtodci pola naprezen dla zbadanego przekroju poprzecznego skreca-
nego preta moina réwniez bardzo tatwo znaleZ¢ na drodze graficznej {16]. W tym
celu w przyjetym ukladzie wspdlrzednych rysujemy krzywa anizotropii |z|=p (F).
Na ten wykres nanosimy rysunek przekroju poprzecznego badanego preta obrdcony
w plaszezyZnie xy o kat 90° w kierunku skrecania preta (rys. 26a i b).

Dla okreslenia stanu napreZenia panujacego w otoczeniu boku BC wystarczy
poprowadzi¢ z poczatku ukladu wspdlrzednych prostopadiy 0,BC do tego boku.

© Wektor O,BC przedstawia wielko§¢ naprezenia w obszarze przylegajacym do boku
BC. Analogicznie wektor 0,4B przedstawia wielko§¢ naprezenia t w obszarze przy-
legajacym do boku 4B itd. Dla okreflenia linii nieciagiodci rysujemy odcinek
BC - AB i wystawiamy do niego prostopadia przechodzaca przez poczatek ukladu
wspotrzednych. Ta prostopadia wyznacza kierunek linii nieciaglo$ei wychodzacej
z punktu B [por. (2.43) i rys. 25}.

W analogiczny sposéb otrzymujemy linie nieciggtoéei pola naprezen, wychodzace
z pozostatych wierzchotkéw. Z punktu F przecigcia sig linii BF i CF rozpoczyna sie
linta niecigglosci, okreslajaca pole naprezenia dla obszaréw przylegajacych do bokéw
AB 1 CD itd. Otrzymujemy w ten sposéb pelny obraz pola naprezen dla badanego
preta o danej poprzecznej anizotropii.

Problem plastycznego skrgcania pretéw anizotropowych byl przedmiotem
zainteresowania szeregu badaczy [8, 17, 18 i 19]. Miedzy innymi w pracy [18] po-
kazano, Ze przez odpowiednia transformacje problem skrecania preta anizotropo-
wego moZe by¢ sprowadzony do problemu skr¢eania preta izotropowego o odpo-
wiednio Zmienionym ksztalcie przekroju poprzecznego; stosujac taka metode po-
dano w pracy [8] ogdlng metode obliczania wartoéci momentu granicznego dla
pretéw anizotropowych.

3. SPREZYSTO-PLASTYCZNE SKRECANIE PRETOW

3.1. Rozpatrywalismy poprzednio przypadek sprezystego a potem plastycznego
skrecania pretow pryzmatycznyveh.

Obecnie zajmiemy sie blizej stanem poérednim, tzw. skrgcaniem spreZysto-
plastycznym.

A. W uplastycznionej cze$ei przekroju poprzecznego pole napreen spebnia za-
leznos$¢ (2.7), a w jego czesei sprezystej réwnanie rézniczkowe (1.8). PoniewaZ wa-
runck brzegowy dla funkeji naprezen @ otrzymaliSmy na podstawie rozwazan sta-
tycznych [por. (1.11} z (2.6)], dlatego pozostaje on w mocy dla calego konturu —
zaréwno dla tej jego czedci, ktéra odpowiada obszarowi sprezystemu L, jak i tej,
ktéra odpowiada obszarowi plastycznemu L',
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Rownanie roiniczkowe czastkowe eliptyczne dla funkeji naprezen (1.8) oraz
warunek jej znikania wzdtuz konturu L nie wystarczaja do wyznaczenia tej funkcji
w obszarze sprezystym, poniewaZ nie znamy pozostatej granicy I (linia rozdzieia-
jaca obszar sprezysty i plastyczny) tego obszaru ani wartoci funkcji naprezen &
na aiej. 7, drugiej strony réwnanie rézniczkowe typu parabolicznego (2.7) dla funkcji
@ i warunek bhrzegowy jej znikania na konturze L okreflaja jednoznacznie te funkcje
w obszarze plastycznym bez wzgledu na granice I

Jak widaé z jednej strony, mamy do czynienia z dokladnie uwarunkowanym
stansm plastycznym, z drugiej natomiast — z blizej nieokreflonym stanem spre-
zystym. Latwo mozna wykaza¢, Ze warunkiem laczacym te dwa stany jest zadanie
ciaglodcl funkeji napreZzen @ oraz jej pochodnych na granicy obszardw sprezystego
i plastycznego.

Znalezienic pola mnaprezenia dla spreZysto-plastycznego  skrecania  pretow
pryzaatycznych jest, jak wida¢, réwnowaZne rozwiazaniu nastgpujacego problemu
matematycznego: nalezy znalez¢ funkcje @ (x, y), ktora znika na konturze L i ktdra
razem ze swoimi pierwszymi pochodnymi jest ciggla w obszarze ograniczonym tym
konturem. Gradient tej funkcji nie moze byé nigdzie w tym obszarze wigkszy niz k;
tam natomiast, gdzie jest mniejszy, funkcja naprezen musi spetnia¢ rédwnanie ro2-
niczkowe (1.8).

Innymi stowy, opierajac sie na pojecin funkeji naprezedr problem sprezysto-
plastycznego skrecania mozemy przedstawi¢ jak nizej:

3.1) D AP =—2G0
dia § i jednoczesnie
(3.2) lgrad &) <k,

gdzie & jest funkeia clagly wraz ze swoimi pierwszymi pochodnymi w catym obszarze
przekroju poprzecznego. Na jego konturze L: @ =0. Oczywidcie tam, gdzie wystepuje
znak réwnosci we wzorze (3.2) mamy strefy materialu uplastycznionego. Tak jak
poprzednic wartosé momentu skrgeajacego jest rowna

(3.3) M=#=2 [ [ @dxdy.
S

Rozpatrijge poprzednio sprezyste skrgcanie preta kolowego, obliczylismy m.in.
graniczng warto$¢ momentu skrecajacego M* (1.20), przy przekroczeniu ktérej na
obwodzie pojawiajg sig strefy materiatn uplastycznionego. Oczywidcie, ze wzgledu
na kolows symetri¢ tego problemu granica I, rozdzielajaca obszar sprezysty
i plastyczny, tez ma ksztalt okregu o pewnym promieniu p. Bardzo fatwo mo#na zna-
lezé [14], ze jego warto$¢ wynosi

Kk
- PTe
dla danego kata skrecenia 6, a odpowiadajaca mu warto$é momentu skrecajacego
Wynosi

35 M—i 3] I_Liﬂe’
3-3) T3 T e e |

(3.4)
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Zwiekszenie kata skrecenia € daje wzrost stref plastycznych. Dla 8— oo otrzymujemy
z (3.5)

2
M =M =2 aka?

[por. {2.8)).

- B. W rozpatrywanym przez nas przykladzie znaliémy z zory ksztalt graniczay
sprezysto-plastyezny (ze wzgledu na kolowa symetrig). Pozwolilo to nam, jak widaé,
na latwe rozwigzanie tego na ogdl trudnego problemu, jakim jest zagadnienie
sprezysto-plastycznego skrecania. W pozostalych jednak przypadkach (poza prze-
krojem poprzecznym w ksztalcie pierScienia, gdzie tez mamy do czynienia z kolowa
~ symetria) podejicie tego typu jak przedstawione wyZej jest niemozliwe. Dlatego
* czesto stosujemy tzw. metody odwrotne. Mozna np. obraé ksztalt strefy sprezyste
i poszukiwaé odpowiadajgcego jej konturu przekroju poprzecznego preta [20].
Majac dane rozwiazanie w pewnym obszarze dla funkcji z (3.1} mozZzemy je przediu-
zy¢ poza kontur I tego obszaru w taki sposob, by bylo spetnione rownanie réznicz-
kowe

lgrad @|=1I,

a funkcja @ i jej pierwsze pochodne byly ciagle.

Oznaczmy przez £ dowolny punkt na linii I, a przez v wektor naprezenia stycz-
nego w tym punkcie; skladowe tego wektora mozemy fatwo okres$li¢ z réwnania
(3.1). Trajektoria naprezen stycznych w tym punkcie jest styczna do tego wektora.
PoniewaZ w obszarze plastycznym trajektorie napreZen styczaych sa krzywymi
réwnoleglymi, to normalna w punkcie P do trajektorii naprezen stycznych jest wspdi-
na normalng dla tych trajektorii. Analogiczny fakt zachodzi dla innych punktow
na linii I". Wystawienie normalnych do tej linii daje normalne do trajektorii naprezen
stycznych w obszarze plastycznym, czyli réwnieZ same trajektorie, poniewaz sg one
jedynymi krzywymi ortogonalnymi do tych normalnych. Mozemy teraz dowolna
z zamknigtych trajektorii przyjaé za brzeg przekroju poprzecznego, otrzymujac
dia niego sprezysto-plastyczne rozwigzanie.

Tak otrzymane rozwiazanie przedstawia sprezysto-plastyczny rozklad naprezen
dla pewnego specjalnego konturu i danego kata skrgcania #; nie mamy zadnych
informacii o propagacji stref plastycznych dla tego samego konturu przy zmiennej
wartosel kata & Dla zwickszenia efektywnodct powyze] przedstawionej metody
polodwrotne] postepujemy w sposob nastgpujacy: zamiast poszukiwac rozwigzania
réwnania (3.1) dla danej wartoSci 8, poszukujemy calej rodziny funkeji naprezed
speiniajgcych to réwnanie, gdzie nie tylko & ale i niektére inne wielkoSci wystepuja
jako parametry. Dokladne omdwienie tej metody przedstawione jest w pracy [21],
gdzie przytoczono réwniez szereg efektywnych wynikdw, a m.in. sprezysto-plastycz-
ne rozwigzanie dla tzw. owalu Sokolowskiego.

Inng z metod odwrotnych mamy przedstawiona w pracach [22 i 23]. Kontur
przekroju poprzecznego rozpatrywanego preta jest okreflany za pomoca pewnej
funkcji na plaszezyZnie zmiennej zespolonej. Nast¢pnie wszystkie wielkosci charakte-
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ryznjace spre;iysto-plastyczny stan naprezenia okre$lamy réwniez za pomoca tej
samej funkcji. Dla jej znalezienia, to jest dla rozwigzania postawionego zadania,
mozna by otrzymaé nieliniowe réwnanie catkowe. Stosujac podejécie odwrotne,
tzn. obierajac te funkeje, mamy mozliwo$¢ znalezienia szeregn efektywnych rozwia-
zan. W przytoczonych powyzej pracach przedstawiono kilka rozwigzan dla przekro-
jow poprzecznych w ksztalcie wielobokow.

Jak wida¢ ze wzordéw (3.1) — (3.3} bezpoérednie rozwigzanie problemu sprezysto-
plastycznego skrecania pretdéw pryzmatycznych jest zadaniem dosy¢ trudnym.
Diatego tez czesto sa stosowane metody przyblizone (relaksacyjne, wariacyjne,
energetyczne) [24, 25, 26, 27 i 28]. Metoda odwrotna zaproponowana w pracy 20}
zostala Tozwinigta w pracy [29] metoda zmiennych zespolonych. W pracy [30]
przedstawiono metode analityczno-wykreslna.

3.2, Przedstawimy teraz odmienne podejscie do problemu sprezysto-plastycznego
skrecania jednorodnych pretéw pryzmatycznych — ftakie, kidre pozwoli na jego
rozwiqzanie na drodze numerycznej [31, 32, 33 i 34].

Zajmiemy sie zwlaszcza blizej metoda przedstawiona w pracach [31 i 32], gdyz
wyniki przedstawione w pozostalych dwu albo nieprecyzyjnie okreélaja linie nie-
cigglosci pola naprezen przy przejéciu do czysto plastycznego skrecania, albo odno-
sza si¢ do przekrojéw poprzecznych w ksztalcie cylindra.

Jezeli mianowicie okreslimy nowe wielkodci dla funkcji naprezen @, kata skre-
cenia # i momentu skrecajacego M nastgpujaco:

16 P 2G8 M

(36) “oge T kM 2k

to problem sprezysto-plastycznego skrecania pretow pryzmatycznych sformutowany
jak we wzorach (3.1), (3.2) i (3.3) moZemy przedstawi¢ nastgpujaco:

(3.7 Uy w0, = —1

dla S, jednoczeénie (przy u=0 na L)

(3.8) o, <o,

gdzie indeksy literowe oznaczaja rézniczkowanie. Moment skrecajacy wynosi

(3.9) u:affudx dy.

Tak postawione zagadnienie sprowadza si¢ do nastgpujacego problemu wariacyjne-
go [35]: w obszarze S nalezy znale#¢ funkcig naprezen u (x, ¥), spelniajaca warunek
u=0 na L i nieréwnosc¢

(3.10) o, <o ow S

oraz minimalizujaca funkcjonat

' 1
(3.11) I(u)= ff [E (u_zx-l-uf),)—u]dxdy.
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Oczywiscie w tak postawionym zagadnieniv wielko$é o gra role parametru: wybie-
rajae dia niego okreflone wartodci otrzymamy rozwigzanie dla okre§lonych war-
tosci kata skrecenia zgodnie z (3.6).

Problem poszukiwanej funkeji (x, ¥) mozemy fatwo rozwigzad numerycznie
postugujae si¢ tzw. metoda lokalnych wariacji [36 i 37]. Ogdohie mowiac polega
ond na tym, Ze obieramy pewne rozwiazanie przyblizone dla funkeji u (x, y), a nastep-
nie zmieniamy jej wartoéé w punktach podziatu obszaru § o «matl wielko§é +h»
1 badamy wplyw tej zmiany na warto$é funkcjonatu (3.11), wybierajac za kazdym
razem tg ze Zmienionych wartosci funkcji u, ktdra daje mniejsza warto$é funkcjonatu.
Na rys. 27 przedstawione jest rozwiazanie dla sprezysto-plastycznie skrecanego
preta o przekroju kwadratowym z wycieciem w jednym z bokéw. Rozwigzanie to
uzyskano przy podziale kazdego z bokéw kwadratu na 20 czgscl, zmieniajac wartodé
“hodhy=10"*do h~10-7 . Liczbami 1,2, 3, 4 oznaczono granice stref plastycznych,
tzn. obszary, dla ktérych w zaleznosei (3.10) wystepuje znak réwnosci dla kolejnych,
wzrastajacych wartosei parametru w=3, 20/3, 10, 20. Oczywiscic znajac juz rozwia-
zanje problemu dla funkeji u (x, ), mozna latwo policzy¢ wartos¢ momentu skre-
cajacego ze wzoru (3.9), odpowiadajacego danemu stanowi sprezysto-plastycznemu.

Na zakoniczenie naszych rozwazafi odnosnie sprezysto-plastycznego skrgcania
pryzmatycznych pretéw jednorodnych nalezy zwrécid jeszcze uwage czytelnika na
prace [38, 39 i 40], gdzie oméwiono wyczerpujgco m.in. takie problemy, jak jedno-
znaczno$¢ 1 istnienie rozwiazania dla tego zagadnienia w sformulowaniu (3.9), (3.10)
1 {3.11) w odniesieniu do jednospainych przekrojéw poprzecznych o ksziakcie wy-
puklego wielokata; wykazano, ze obszar plastyczny rosnie w miarg zwigkszania kata
skrecenia oraz Ze kat skrecenia jest $ciSle monotoniczna rosnacy funkeja przyiozo-
nego momentu skrecajacego. Jak natomiast wykazano w pracy [91], problem ten
nlega pewnej komplikacji w odniesieniu do pretow o wielospdjnych przekrojach
poprzecznych: moga sie pojawié pewne obszary, w ktérych nastepuje odciazenie
mimo iz moment skrecajacy ulega zwickszeniu.

3.3. Problematyka sprezysto-plastycznie skrecanych pretow niejednorodnych jest
dotychezas bardzo malo zbadana. Jednakze przy wykorzystaniu numerycznej metody
lokalnych wariacji (tak, jok w poprzednim punkcie) uzyskano szereg efektywitych
wynikow dla przypadicu niéjednorodnodci skokowej [41].

Przytoczymy tu pewne fragmenty tej pracy ze wzgledu na stosunkowo latwe
zastosowanie przedstawionej w mnicj metody do zagadnieri pokrewnych (sprezysto-
plastyczne skrecanie pretéw anizotropowych, stan sprezysto-plastyczny pretéw sko-
kowo-nigjednorodnych przy obciqzeniach zlozonych itp. [42]).

Rozpatrzmy pret skladajacy si¢ z dwu pryzmatycznych czgéct o réinych gra-
nicach plastycznosei K, 1 K, i réznych modutach sprezystosci poprzecznej G, i G,.
Obierzmy prostokatny ukfad wspolrzednych kartezjanskich tak, aby 0§ z byta réwno-
legla do tworzacej powierzchni bocznej preta. Oznaczmy ponadto: § — pole
przekroju poprzecznego, S, i 8, — czgdel pola przekroju poprzecznego odpowia-
dajace wartosciom K,, G, oraz K, i G, L — granica obszaru § oraz L,, — linia
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kontaktu obszaréw Sy i S, (rys. 28). Znalezienie rozkiadu naprgzed dla sprezysto-
plastycznego skrecania sprowadza si¢ do znalezienia w obszarze S funkcji naprezer
& (x, v) zwiazanej 7 naprezeniami Scinajacymi [11]:

szm_;q'j ¥ ryzmhé,x

i spelniajacej réwnania
@kal'gpf‘y < k% W Sl »

P> +P < ki w S,

Rys. 27 . Rys, 28

W obszarze plastycznego plyniecia wystgpuje w tych réwnaniach znak réownosel.
W tej czesci obszaru S, do ktdrej odnosi si¢ znak ostrej nieréwnosei, ma miejsce
deformacja sprezysta i spelnione jest rdownanie Poissona [2]:

D= 26,0 w S,

@,xx—i-@’,,y:*ZGzG W Sz.

Wielkos¢ 8 oznacza kat skrecania preta na jednostke dlugodci. Na granicy stref
plastycznej i spréiystej, ktorej na poczatku nie znamy, a ktéra obliczamy w trakcie
rozwigzywania zadania, funkcija @ jest ciagla. Na konturze C funkcgja @ (x, y)=
=const i w przypadku jednospdjnego obszaru S przyjmujemy & =0 na L. Moment
skrecajacy jest rowny

m=2[ [ ddcdy.
- s

Wprowadzmy nowe zmienne u, o, g odpowiednio dla funkcji napreZen, kata
skrecania 1 momentu skrecajacego w sposéb nastepujacy:
P 2G,9 2G,0 M

"W YR TR AT

(3.12) u

Problem poszukiwanej funkcli naprezen & {x,y) mozemy teraz sprowadzié¢ do
nastegpujacego zagadnienia wariacyjnego [43]: naleiy znaleZzé w obszarze S funkcjg
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u(x, y), ktéra musi speniaé nast¢pujace waronki: a) w=0 na L, b) u jest ciagla
razem ze swoimi pierwszymi pochodnymiw obszarach §; i S,, ©) u jest ciggla na Lis,
d) spelnia nieréwnodci

_}_u 2 W Sirs .
(3.13)

2 2 ) G2 \?
u,eru,_,,s oy E— w .S,

oraz e) minimalizuje funkcjonat

Bl = ff[w(u +u2 ) - u]dxderffl (u +ul)— u] dxdy.

OczywiScie oy i o, sa ze soba zwigzane nastgpujaco:

Gz kl

(3.15) ety = 0y ?1?2

Problem propagacji stref plastycznych sprowadza si¢ do znalezienia granic
obszardw, w ktdrych

w’ Au =a? dla §,,

(3.16 Gy \?
) Wt =g ( 2) dla S,
G,

dla kolejnych wartodei kata skrecania «,. Moment skrecajacy wynosi
(3.17) p=er [ [ udxdy.
S

Jako przyklad rozpatrzymy pret pryzmatyczny o przekroju poprzecznym S
w ksztalcie kwadratu 0 <x <1, 0 <y <1 (rys. 29). RéZnym granicom plastycznosei
kyfk,=0,65 niech odpowiadaja odpowiednio obszary: §,=04<x<1, 0< y<l;
S5 0<x<04, 0y,

Linia L jest teraz linig prosta x=0,4. Zatozymy ponadto, ze pret jest jednorodny
sprezyScie, Gy =G, =(. ZaloZenie G, # G, zmienitoby nieco rachunki nie Zmieniajac
w niczym algorytmu.

Zaleinosci (3.12) - (3.15) przyjmuja w tym przypadku postaé nastepujace:

® 260 268 M
"6 Tk, T g Fo o
(3.18) Wt <ot w8, vt <a? ow S,

1 k
I(u)=ff[2(u_‘"_\.Jruf,,)wu]dxdy, cr.2=o:17(~1—.
2
S
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Zadanie zostalo rozwiazane dla czterech réznych wartosci «kata skrecania» o.
Problem takiego ich doboru, ktéry uwypuklilby charakterystyczne momenty w pro-
cesie propagacji siref plastycznych, zostal roz-
wiazany nastgpujaco. Przy dostatecznie matych yh
wartosciach o, i «, w calym obszarze S wystgpo- 1
wac beda tylko odksztatcenia sprezyste. Poniewaz
zalozono G, =G,, to do momentu, w ktérym
napreZenia styczne osiagng warto$é nizszej pra-
nicy plastycznos$ci, mamy do czynienia tylko
Z takimi odksztalceniami. Te graniczng wartoéé
wo moZemy obliczyé na podstawie znajomosci
Tozwigzania spreZystego dla jednorednego preta 7
© przekroju kwadratowym dla granicy plastycz- 0 04 1 X
nosci k=k,, otrzymujac «,=1,927 oraz odpo- Rys. 29
wiadajacy mu «moment skrecajacy» u, =0,0676. :

Warto$¢ o, po przekroczeniu ktérej w obszarze o wyzszej granicy plastycznosci
pojawilyby sig strefy plastyczne, mozna by obliczyé analog:czme przyjmujac tym
razem k=k,. Wartod¢ t¢ przytoczymy tu wg [31]:

0gy==2,963.

Jak wida¢, przyjecie na o, wartosci, ktéra spehialaby nieréwnosé
(3.19) g <oy <oty

da w efekcie rozwigzanie, dla ktdrego strefy plastyczne pojawiaja sie tylko w obszarze
© niZszej graniey plastycznosei (bo zgodnie z (3.18) i (3.19) %, > o). Jezeli teraz dla o,
przyjmiemy warto$¢, ktdra bedzie speliaé nieréwnosé

{3.20) Uy <0y

to w otrzymanym rozwiazaniu strefy plastyczne wystgpowaé beda juz w obu obsza-
rach réznyeh. granic plastycznosci. Pozostate wartosci o, powinny odpowiadaé juz
zaawansowane]j deformacji plastycznej. Ma to oczywiscie na celu zbadanie konfigu-
racji, do jakicj dazy¢ bedg strefy sprezyste oraz pordwnanie jej z vktadem linii nie-
ciagloel pola naprezen dla rozwiazania plastycznego tego preta.

W rezultacie dla « przyjeto nastepujacy ciag wartosci:

{3.24) oy =2,4;4:10;25.

Jak wida¢ dwie pierwsze wartosci oy z (3.24) spefniaja warunki (3.19), pozostale za$
odpowiadaja zadaniu zaawansowanej propagacji stref plastycznych.

Problem spreZysto-plastycznego skrecania sformulowany jak' w (3.18) zostat
rozwigzany numerycznie metoda lokainych wariacji. Caly obszar przekroju poprzecz-
nego § podziclono na 400 jednakowych kwadracikéw (dzielac kazdy z bokéw na
n=20 czgsei). Podzial ten zostal zachowany przez caly czas przeprowadzania obli+
czen. Przyrosty funkcji ' (x, y) w poszczegdlnych punktach obszaru S zmlemaly sxq
od h=10"% do A=10-5. :

Rozprawy Inzynierskie =~ i1
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Punktami, w ktérych sprawdzono warto$¢ gradientu, byly zawsze $rodki malych
kwadracikéw. W przypadku spelnienia przez gradient réwnosci (3.16) érodek odpo-
wiedniego kwadracika zostawal oznaczony na rysunku kropka.
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Rys. 31

Rysunki 30, 31, 32 i 33 przedstawiaja ofrzymane wyniki dla kolejnych wartosci
ay=2,4; 4; 10; 25. Rysunek 30 przedstawia obszar stref plastycznych dla a;=2,4.
Pojawiaja si¢ one w niewielkim stopniu tylko w obszarze materiatu o nizszej granicy
plastycznoéci (strefa plastyczna zajmuje okolo 7%, calego obszaru}. .

Rysunek 31 przedstawia obszar stref plastycznych dla oy =4. Widaé dalsza pro-
pagacie stref plastycznych w obszarze S, oraz pojawienic si¢ niewielkich stref
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plastycznych w obszarze §, (strefa plastyczna zajmuje w tym przypadku ok. 209
calego obszaru). Jak wida¢, przewidywania nasze odnosnie propagaciji stref plastycz-
nych potwierdzily sig.
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Rys. 33

Rysunek 32 przedstawia obszar stref plastycznych dla o, = 10." Strefy plastyczne
obszaru S, przekraczajg linig kontaktu materialow o réznych granicach plastycz-
nosct 1 pojawiaja si¢ na obszarze S;. Widaé dalszy wzrost stref plastycznych (zajmu-
ja one 58% calego obszaru ). _

Rysunek 33 odpowiada warto$ci a; =25, Strefy plastyczne zajmuja teraz ok. 83 %
obszaru przekroju poprzecznego, a z konfiguracji obszaru sprezystego mozna juz
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wnioskowaé¢ o ukiadzie linii nieciaglodci pola naprezen rozwiazé.nia plastycznego,
do jakiego ta konfiguracja dazy (por. rys. 23i 60 — w punkcie 6). Jak widaé, w miarg
wzrostu kata skrecenia rozwiazanie sprezysto-plastyczne dazy do rozwigzania
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Rys. 34

plastycznego. Opierajac sig na rozwiazaniu przedstawionym na rys. 23 obliczano
wartoéé momentu calkowitego uplastycznienia g, odpowiadajaca asymptotycznej -
wartosci oc1=ocf=oo_; wynosi ona pu*=0,1390. Majac warto$¢ momentu skrecaja-
cego p(w), odpowiadajaca kolejnym katom skrecenia o,, narysowano wykres
sztywnosci tego preta (rys. 34).

4, PEWNE PROBLEMY OPTYMALIZACTI

We wspolezesnych zagadnieniach inzynierskich coraz wiekszego znaczenia na-
biera problem optymalnego doboru parametréw rozwiazania, tzn. wybdr takiego
rozwigzania ze zbioru mozliwych ze wzgledu na ograniczenia konstrukcyjne (nato-

sone wiezy), ktére jest najlepsze z punktu widzenia jego przezna-

czenia. Mozna by przytoczyé caly szereg przykiadéw, w ktorych
» istotnym jest wiadnie takie postawienie problemu; przedstawimy
y tu dwa z nich. '

W praktyce spotykamy si¢ ze skrecanymi pretami niejednorod-
nymi. Niejednorodnos¢ ta moze by¢ spowodowana ap. zloZzeniem
preta z kilku pryzmatycznych czgsei o réznych granicach pla-
stycznosel (rys. 33).

/ Z punktu widzenia zastosowan praktycznych interesujacym

k jest taki wzajemny ukiad tych czeéei (przy niezmiennym konturze
przekroju poprzecznego), ktory zapewni mu maksymalna noénosé

Rys. 35 - .graniczna. Zagadnienia zwiazane Z tym problemem sa omdwione
w pracy [43]. Czgsto zdarza sie, 7e plastyczna piejednorodnosé

poprzeczna skrecanego preta pryZmatycznego zmienia sie nie w sposob skokowy,
ale w sposéb ciagly, spowodowany np. zabiegami technologicznymi. 1. tu réwniez
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pojawia si¢ problem optymalnego jej rozkladu w przekroju poprzecznym, tzn.
takiego jej rozkladu, ktéry zapewni maksymalna nosno$é graniczna tego preta.

O tym, Ze problem optymalizacji nosnoéci granicznej skrecanego preta ze wzgle-
du na jego nicjednorodnosé jest bardzo ztozony, niech $wiadcezy nastepujacy przyklad.
Wezmy pod uwage skokowo-niejednorodny pryzmatyczny pret o przekroju kwadra-

AN

ky

Rys. 36

towym, dla ktorego k,/k,=3/4 i taki, Ze pole obszarn materiatu o niZszej granicy
plastycznosci réwne jest polu obszaru o wyZszej granicy plastycznodei, Niech wza-
jemne ustawienie obu obszarow quzie takie, jak na rys. 36.

w10négg) na rys “36b _]ESt blisko 2 5% wieksza od no$nosci gramicznej preta dla
przypadku przedstawionego na rys. 36a. Jak widaé, réznica ilodciowa jest niewielka.
Spowodowane to jest oczywidcie tym, Ze wartosci granic plastycznoéci obu materia-
16w roznig sie bardzo malo. Z drugiej strony jednak atwo zauwazy(é, ze dla duzych
16zZnic tych wartoéci noénos$é graniczna preta. prredstawionego na rys. 36b b@dzne
znacznie mniejsza od nos$nosci preta przedstawionego na rys. 36a.

W rozdziale tym przedstawimy sformutowanie problemu dla zagadnienia opty-
malnej nicjednorodnodci plastycznej skrecanego preta ze wegledu na jego no$noéé
graniczng oraz omdéwimy pewne wyniki przedstawione w pracy [44].

Zanim przejdziemy do postawienia problemu opisujacego ten typ zadania,
nalezy poczyni¢ pewne zaloZzenia odnoénie zmiennosci granicy plastyczno$ci w prze-
kroju poprzécznym rozpatrywanego preta. Przyjmiemy mianowicie, Ze wartodé
granicy plastycznoéci jest ograniczona z gory i z dotu oraz wprowadzimy «ilo$ciowen
ograniczenie tej wielkoSei typu calkowego. Ograniczenie takie zapobiegaé bgdzie
powstaniu trywialnego rozwigzania, w ktérym w caltym obszarze przekroju poprzecz-
nego wysigpowalaby tylko gorna warto$é granicy plastycznofei.

Jezeli wprowadzimy prostokatny, kartezjajiski uklad wspolrzgdnych x, y, z
tak, Ze of z skierujemy réwnolegle do tworzacej powierzchni bocznej preta, to
problem eksiremalny sformulowaé mozna nastgpujaco. '
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W obszarze D poszukujemy fakiej funkgji naprezen u, x, p (i takiego rozktadu
granicy plastycznosci k, x,y), dla ktdrych spehione sa nastgpujace warunki:

lgradu(x, )’)I=k(x: y)’ H(X, y)|c=0’

“D k<k(n <k, [ kGyddy<d

A

i ktére dajag maximum funkcjonatu

I(u, kY= f u(x, vidxdy,

4.

. gdzie D oznacza pole przekroju poprzecznego rozpatrywanego preta, ¢ kontur pola
D; k&, k, odpowiednio dolng i gdérna dopuszezalng wartos¢ granicy plastycznodci,
A pewna stata. Przyjmijmy poza tym, ze wprowadzone w (4.1) wielkosci sg wielkodcia-
mi bezwymiarowymi. Ten sposéb zapisu zwigkszy jego przgjrzystosc.

Warunek konieczny istnienia ekstremum dla tak sformulowanego zadania (4.1)
oparto na abstrakcyjnym schemacie, jaki dla tego typu zadar wariacyjnych opraco-
wali NEUSTADT i HALKIN [45 i 46]. Nie zaglebiajac si¢ blizej w metodg rozwiazywania
podkreslimy tu jedynie, iz uzyskano go w postaci

G(s,r)<0 dla  ko(s,r)=ky,
{4.2) G(s,)=0 dla ko(s, r)=k,,
G(s,r}=0 dla ' kl<k0<r_'c2,

gdzie k, przedstawia poszukiwane warto§ci granicy plastycznodci, a G jest pewna
funkcja okreslona wzdtuz linii gradientu funkeji napreZed u w krzywoliniowym orto-
gonalnym ukladzie wspétrzgdnych s, r. '

‘Opierajac si¢ na tym warunku otrzymano, Ze w otoczeniu linil niecigglosel
pola naprezenia znajdowaé sig bedzie material o ni¥szej granicy plastycznodei,
a w otoczeniu brzegu materiat o wyZszej granicy plastycznoéci; obszar pomigdzy -
nimi — to strefa materialu o zmiennej granicy plastycznosei od wartosei ky do k.
Dokladna analiza tego obszaru przejéciowego jak ‘i zaproponowana metoda gra-
ficznej interpretacji warunkow (4.2) pozwolily na uzyskanie szeregu efektywnych
rozwiazafn. Np. rys. 37 przedstawia uklad siref materiatéw o réznych granicach
plastycznoci dia preta pryzmatyczhego o przekroju poprzecznym W ksztaicie
kwadratu (ze wzgledu na symetri¢ na rysunku podajemy tylko 1/4 kwadratu).
Strefa materiatu zawarta pomigdzy liniami przerywanymi — to obszar o Zmiennej
granicy plastycznodci (G (s, r)=0). '

W poprzednio cytowanej pracy [44] przedstawione sa rowniez rozwigzania dla
innych ksztaltow przekrojéw poprzeczaych takich, jak np. siedmiokat, kolo, elipsa.

Szereg efektywnie rozwigzanych przykladdw, jak i uzyskane warunki konieczne
dla istnienia rozwigzania zapewniajacego maksymalng nosno$¢ graniczng skr¢canego
preta, pozwalaja na wyciagniecie waznych wnioskéw natury jakoSciowej. Zwrécmy
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miancowicie uwage na sposéb, w jaki propaguja si¢ strefy uplastycznionego mate-
rialu  podczas sprezysto-plastycznego skrgcanmia pretow  pryzmatycznych (p. 3)
i poréwnajmy ich ksztalt jak i miejsce wystgpowania ze strefami materialu o wyzszej
granicy plastycznodci w otrzymanych rozwiazaniach. Jak widaé, w rozwiazaniach
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Rys. 37

zapewniajgcych maksymalng nosnoé¢ graniczna strefy materialu o gbérnej granicy
plastycznosdei pojawily sig wszedzie tam, gdzie w precie jednorodnym o takim sa-
mym konturze przekroju poprzecznego pojawityby si¢ strefy plastyczne. Innymi
sfowy, wszgdzie tam, gdzie zalezy na zwigkszeniu noénosci granicznej skrecanego
preta pryzmatycznego, wkladki wzmacniajace nalezatoby umieszezad w takich
wlasnie miejscach.

Nalezy w tym mieiscu podkresli¢, Ze przytoczone tu rezultaty odnosza sig tylke
do pewnego przedzialu wartoici parametréw. Uzyskanie rozwigzania dla réznych
przypadkéw niéjednorodnodct jest mozliwe na drodze numerycznej [42].

5. UDGOLNIENIE PROBLEMATYKY PLASTYCZNEGO SKRECANIA PRETOW

Rozpatrzymy teraz pewne przypadki plastycznego skrgcania pretéw, Scisle lacza-
ce sig z naszymi poprzednimi rozwazaniami. Zajmiemy si¢ mianowicie pretami
w ksztalcie wycinka torusa i pretami o zmiennej srednicy (te dwa zagadnienia omd-
wimy facznie, gdyi opisuja je takie same réwnania) oraz pretami pryzmatycznymi,
obeigZzonymi uprzednio sitami wzdhuinymi (od rozciagania i zginania). '
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. 5.1. Rezwiqzania nasze zaczniemy od badania jednorodrych, skrecanych pretow
w kszialcie torusa (wycinka pierscienia kolowego).

Tok postgpowania bedzie analogiczny do zastosowanego w punkcie 2, podpunkt
21.AiB _ ,

A. Przyjmiemy, ze stan naprezenia tak jak dla pretéw skrecanych sprezyScie
okreslony jest przez nastgpujace skladowe tensora maprgzenia (ukiad odniesienia,
ktorym bedziemy sig postugiwaé jest teraz oczywiscie uktadem cylindrycznym)
r,w, z, gdzie 0% z jest osia symetrii rozpatrywanego wycinka torusa (rys. 38):

(51) Try = Trir (P', Z), Tzut=Tzrjr(r> 2)9 o-rr=a¢rw=azz=‘frz:0-

Jak widad, w plaszezyZnie przekroju poprzecznego y==const napr¢zenie styczne ma
dwie sktadowe t,, 1 7, 1 tylko one sg réine

zA - od zera.
Warunek plastycznosci ma postad
(5.2) =k,

a jedyne niespelnione toZsamosciowo row-
naniec réwnowagi

2
// (53) T,w.r_l"l'z,y,z"i“?' Trw=0.

Qczywikcie, przyjecie zalozenia o wolnej od

obcigzen powierzchni bocznej preta prowadzi

do warunku brzegowego dla naprezen wzdtuz
r L fpor. (2.4)]:

Trp dr

Rys. 38 . (5.4) z ﬁ—d;'.
. : i

Wprowadzajac funkcje naprezen &= (r, z) w podobny sposdéb jak poprzednio

1 1
(=55) Trl#:?@,zs Tz*,fr:_r_z@r

widzimy, ze réwnanie réwnowagi jest spelnione tozsamo$ciowo; warunek brzegowy
(5.4) ma teraz postaé

(5.6) @ =const na L,
a z warunku plastycznoéci otrzymujemy (por. (2.7))
(5.7 lgrad @|=kr?.

- Tak-jak przy analizie obciazef zewnetrznych dla skrg¢eanego preta w stanie
sprezystym (por. p. 1.1) zaloZymy, Ze naprezenia scinajace, dzialajace w dowolnym
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przekroju w=const, moga zosta¢ sprowadzone do sit P, i P, dzialajacych wzdiuz
osi i z oraz do momentn M, wzglgdem osi

P= ff Tpdrdz, P,= ff Ty dF dz
5 5
(5.8) My= [ [ =zt drdz.
S

Zgodnic z przyjetymi przez nas formutami dla skiadowych wektora naprezenia
stycznego (5.5) oraz po uwzglednieniu warunku brzegowego (5.6) fatwo mozna
wykazac¢ [47], Ze

P,=0, M,=0.

Innymi stowy, stan naprezenia przyjety jak w (5.1) odpowiada sile P, dzialajacej
w kierunku -osi z i przechodzacej przez poczatek uktadu wspélrzednych.

B. Zajmiemy si¢ teraz bardziej szczegétowa analiza pola naprezen preta upla-
stycznionego. Tak jak popizednio [por. (2.9)] niech skladowe 7, 1 7., tego pola
majg postadé

(5.9) Tp=—ksina, T=kcosa.

Warunek plastycznoscei (5.2) spetniony jest tozsamo$ciowo, a z réwnania réwnowagi
otrzymujemy dla funkcji a=w« (¥, z) réwnanie

) 2sin o
o, ,Cos ¢ ;sinat-——=0

i réwnania rozniczkowe charakterystyk
510 T odr dz rde
(5.10) cose sine  2sino’
Latwo stad znajdujemy nastgpujace wzory:
5.11 e

. —=t
(5.15) o lee
oraz.
(5.12) . risino=cy,

gdzie ¢; jest staly wzdhuz danej charakterystyki. Z (5.11) i (5.12) po scatkowanim
znajdujemy

rl/lsin ol de
z=d 2 f (sinor.)”2+62’

gdzie ¢, jest znéw pewna stalg. Wprowadzajac oznaczenie

sin a=cos? ¢
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moZemy nasze rownanie napisa¢ w znanej postaci

r]/ismcrE

V2

dqo
———=1¢,,

]—_sm ¢

(5.13) z=-+

gdzie wystgpujaca calka eliptyczna pierwszego rzedu przedstawiana bywa zazwyczaj
W postaci

U 2
]/1 —k%sin? ¢ : F(k, @)=F(-l~/§m , arc cos ]/Isin fxl).

Dla calki tej istnieja tablice [48]. 7 -
Zakladajge, ze mamy ghadki kentur L i oznaczajac przez o, kat, jaki tworzy nor-
/ tmalna do niego z osig r, otrzymujemy zaleznosci analogiczne do (2.12), a stad wa-
Tunek, ze na konturze o= u,. Jak widaé, charakterystyki w plaszczy#nie rz przecinaja,
kontur £ pod katem prostym.
Mozemy teraz z latwodcia wyznaczyé stale catkowania w réwnaniach (5.12) -
i (5.13). Oznaczajac przez ry i z, wspéirzedne pewnego punktu (np. A na konturze L)
otrzymujemy ostatecznie réwnania parametryczne charakterystyki przechodzacej
przez ten punkt w postaci

rising=rgsindg,
(5.14) eV singl {F( V2

Z=% V2 2

, arccos l/lsin o ) -

'y .
-"JF(l , arccos ¥ |sin el )}

2
Oczywiécie zbudowanie pola charakterystyk — to -rozwigzanie zadania w naprg-
Zeniach; wektor naprezenia stycznego jest w kazdym punkceie przekroju poprzecznego
prostopadly do charakterystyki przechodzacej przez ten punkt i ma staly modut
réwny wartoSci granicy piast&cznoéci k.

a ' b
Rfa=10 Rfp=2

e o e e i
~N

Rys. 39

W przypadku kiedy przez dany punkt przechodzi wigeej niz jedna charakterysty-
ka, nalezy zbudowaé linie nieciaglo$ci pola naprezen. Powtarzajac rozwaZania
zawarte w 2.1.C otrzymujemy z warunku ciagloSci naprezen normalnych, ze linia
nieciagtodci pola naprezen jest dwusieczng kata, jaki tworzg przecinajace si¢ w danym
punkcie charakterystyki (rys. 39a i 39h).
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Zgodnie z [50] pole predkosci deformaql mozemy przedstawi¢ przez nastepujace
jego skladowe:

2,=0, wv,=py, vu,,zaw(.r, z},

gdzie p jest dowolna predkoscia a, w jest predkodcia deplanacji przekroju poprzecz-
nego dla p=1 [por. (2.31)]. MoZna fatwo wykaza¢ [50], Ze wzdtuZ linii niecigglosci
spetiony jest warunek : :

= " (wdr—dz),

skad mozemy otrzymad warto$é w wzdluz tej linii przyijquc Ze w jest Znane w pew-
nym punkcie tej linii. Znajomosé deplanacji w wzdhuz linii mecmgiosm pozwala jg
wyznaczy¢ w calym obszarze przekroju poprzecznego (por. przyklady w [30]).

Problemem sprezystego skrecania wycinka pierscienia kotowego zajmowalo si¢
wiglu badaczy. Dopiero w 1. 1930 O. GOHNER [51, 52 i 53] zastosowal do tego
problemu ogdlne réwnania teorii sprezystosci we wspolrzednych walcowych co po-
zwolilo (przy uwwzglednieniu zasady Staint-Venanta) na otrzymanie sc:s?ych roéwnan.

Zagadnienie plastycznego skrgcania wycinka pierdcienia kotowego zostato rozwia-
zane w pracy [49], gdzie jednak przyjeto bledne zatoZenie o predkosci wzdluz linii
nieciaglosci pola naprezen [50]. Z dalszych prac poéwigconych temu zagadnieniu
nalezy wymienié jeszcze prace [34, 55, 56 oraz 57, w ktdérych autorzy podali m.in.
réwnanie charakterytyk problemu oraz rozwigzanie kilku przyktadow przy wyko-
rzystanin metody graficzno-analityczne.

C. Rozpatrzmy teraz pret, ktorego kolowe pole przekroju poprzecznego zmienia
sie wzdhiz osi. Przyjmiemy tak jak poprzednio cylindryezny uklad wspétezednych
r, W, z W ten sposob, Ze of z jest réwnolegta do osi prf;t'l Niech przylozony moment
M skrgea_ten pret wokdl osi z.

Przyjmujac stan naprezenia w precie tak, jak w zakresie skrecania sprezystego
Urr=aww=dzz=1rz=0:u Topr = T (I', Z) s Top =Ty (.f', Z):

otrzymujemy réwnania (réwnanie Téwnowagi i'warunek plastycznosei) tak jak
w punkcie 4 [por. (5.1), (5.2), (5.3)]

— : 2 2
Top, - Tap, 57T PRl 0, T,t1s,

oraz identyczny warunek brzegowy. Jak widaé, stan napreZenia preta o zmiennej
$rednicy przekroju poprzecznego odpowiada §cisle stanowi napreZenia w precie
o ksztalcie wyecinka kolowego. Réwnania parametryczne charakterystyk przecho-
dzacych przez dany punkt (ro, zo) na brzegu sa identyczne z (5.14). Nie analizujac
blizej pola naprezen (postgpujemy podobnie jak w punktach 4 i B) zwréémy tu
tylko uwagg, ze charakterystyki rozpoczynajace sig na Konturze L (rys. 40) ida
w glab materialu dochodzge do obwiedni; poza nia material pozostaje sprezysty.
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Z punktu 4 natomiast propaguje sig¢ wachlarz charakterystyk, ktory jest okredlony
przez nastepujace réwnania [47]:

rlsina=r2sine z— i ]/ISinocI f
=Fy "0 5 Zo= ]/

przy czym 0< ug < o,

" Przy analizie pola predkosci deformacji preta o zmiennej érednicy zaklada sie,
ze plaskie przekroje, prostopadte do osi z, pozostaja plaskimi w procesie deformacji.
Stad skladowe tego pola wynosza

[sin t|

7,=0, w=v{(2), v,=0.

Eatwo mozna wykazaé, Ze charakterystyki rownaf, opisujacych stan naprezenia,
‘pokrywaja sie z charakterystykami rownan, opisujacych pole predkodci deformaciji.
Wzdhuz tych charakterystyk spelniony jest warunek
z4 vy=¢,, gdzie ¢ jest pewnag stala.
A Na zakonczenie tego krotkiego przegladu na-
lezy nadmienié, Ze problemowi sprezystego slkrg-
cania pretéw o zmienngj $rednicy po$wigcono
bardzo wiele prac, z ktdrych fundamentalnymi sa
[58, 59 i 60]. Badania mad rozkladem naprezen
w strefie plastycznej dla takich pretow znalezé
mozna w pracach [61 1 62]. Nadmieni¢ tu réwnieZ .
nalezy, ze¢ podejmowane sg préby znalezienia roz-
kladu naprezeri na drodze numeryeznej (ap. [63]).

D. Zwr6émy teraz uwage na pewng analogie

pomiedzy przeplywem cieczy dylatantnych [64]

Rys. 40 a sprezysto-plastycznym i plastycznym skrecaniem

pretéw pryzmatycznych [65]; analogia ta zachodzi

réwniez dla przeplywu cieczy dylatantnej w rurach o ksztalcie torusa z jednej
strony, a plastycznym skrecaniem takich pretéw z drugiej.

Typowa zalezno$¢ pomigdzy napreZzeniem $cinajacym 7 1 predkoscia Scinania y
dla cieczy dylatantnej przy prostym scinaniu jest przedstawiona na rys. 4]la. W pew-
nym przedziaie 0 < 7, zachowanie sig cieczy moze by¢ z powodzeniem aproksy-
mowane przeplywem cieczy newtonowskiej. Powyzej wartoéci T, przyrost y nie jest
juz tak duzy, jak wynikatoby to dla tej aproksymacji. Idealizacja takiego za-
chowania si¢ przedstawiona jest na rys. 41b; powyzej wartosci 7, przyrost naprezen
écinajacych nie powoduje przyrostu predkosci Scinania y. Latwo okazuje sig [65],
Ze dla przeplywu przez rur¢ pryzmatyczng zachodzg nastepujace zaleinodci (przy-
jeto za o z ukladu x, y, z oé skierowana réownolegle do powierzchni bocznej rury):

r

[}

(5'15) ?x,x"i—‘yy,y=";;

- dla newtonowskiego przep]ywﬁ oraz
(5.16) vty =k
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dla przeplywu dylatantnego, gdzie u i & sq pewnymi stalymi, a o Jest pewnym para-
metrem. Uwzglgdniajac, ze

2ye=w ,  2p,=W,,

otrzymujemy pelng analogie pomigdzy przeplywem cieczy dylatantnej a plastycznym

skrecaniem [por. (2.7)] oraz analogic pomigdzy czeSciowym przeplywem dylatan-
tnym [gdy zachodzi (5.15) i (5.16)] a spr@zysto-plastycznym skrecaniem [por. (3.1)
i(3.2)].

T} a T4 b

Tﬂ Tl]

AN do ¥ Ja i
Rys. 41

W sposGb analogiczny do opisanego bada si¢ przeplyw dylatantny w rurach
w ksztalcie wycinka kola. Przyjmujac uklad wspélrzednych r, w, z tak jak w przy-
padku 4 mamy [66]

2 2w
(517) ' Tr,r+fz, z_l_TTr:T
oraz
(5.17) vitye=k?,
przy cZym

¥ Y
Y _? Tr» ¥:= Trs

gdzie

Pevird, e,
Dla uktadu réwnan (5.17) i (5.17") [por. (5.2} i {5.3)] zaproponowano graficzng me-
tode budowania pola charakterystyk oraz przedstawiono szereg przykladdw.

E. Rozpatrzymy teraz przypadck, kiedy granica plastycznoéci badanych pre-
téw kolowo-zakrzywionych 1 pretéw o zmiennej Srednicy jest wielkoscig zmienna [6],
okreflona w przyjetym przez nas ukladzie wspdtrzgdnych przez funkcie

k=k(r, 2).



174 . ANDRZEJ MICDUCHOWSKI

Poszukiwana funkcja naprezeit @ [por. (5.5)] jest teraz zgodnie z (5.7) okreslona
przez rownanie .

{5.18) lgrad ®|=k(r, z)r

z tym samym co poprzednio warunkiem brzegowym. J ak widac z poprzedniej analizy,
zadanie bardzo si¢ teraz komplikuje [jezeli wykonamy podstawienie (5.9} do (5.3),
to w otrzymanym rownaniu pojawia sig tcraz rowniez pochodne wartodci A=
=k (r, 2)]. Zadanie to mozna w pewnym sensie sprowadzié do poprzednio rozpatry-
wanego problemu skrgcanego preta o poprzecznej ciaglej niejednorodnosei. Pod-
stawiajac mianowicie w (5.18)

(5.19) k Ef‘, z)r2=E(r:Lz)

otrzymujemy (por. (2.20)
lgrad @i=k(r, ).

Podobnie jak poprzednio mozemy teraz tez wypisaé réwnanie linii najwiekszego
spadku fpor. (2.22)]:

R 2 E k- )=0.

Rozwigzanie tego réwnania w sposob cisly jest w wigkszodei przypadkdw niemozli-
we i dlatego na ogél musimy si¢ postugiwaé metodami przyblizonymi. Jednym z przy-
kiadow, kidre mozna rozwigzaé w sposdb scisly, moze byé zadanie o skrecaniu preta
dla niejednorodnosci obranej jak nizej [6]:

wtedy zgodnie z (5.19) otrzymujemy
lgrad @|=kq,

co daje juz stosunkowo latwe rachunki. W poprzednio cytowanej pracy moze
czytelnik znaleZ¢ dyskusje tego przykladu jak réwniez pewne rozwiazanie dla nie-
jednorodnodci zmiennej liniowo w przypadku skrecania preta o zmiennej $rednicy.

5.2. W praktyce bardzo czesto spotyka sig prety obciqzone nie tylko momentem
skrecajqcym, ale rowniez silg podiuzng czy momentem zginajgcym {w obu tych przy-
padkach w plaszczyznie przekroju poprzecznego pojawiajq sie naprezenia normalne).
Problematyka jednoczesnie skrecanego i rozciqganego preta jednorodnego w stanie
granicznym byla badana w licznych pracach [67, 68, 69, 70 i 71], gdzie podano pewne
Sciste Iub przyblizone oszacowania krzywych nosnosci granicznej.

Zakres sprqzysto—pfastycznych obcigzen dia pr@tow o przekroju kolowym omo-
wiony jest w pracach [72 i 73], Problematyka jednoczesnie skrecanego i zginanego
preta byla badana m.in, w ‘pracach [74 75 i 76}, a jednoczesne skrgcanie, zginanie
i rozciaganie w [77].
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Rozpatrzymy tu najpierw wplyw napreZen normalnych na podstawowe rowna-
nia opisujace plastyczne skrecanie pretow (por. punkt 2, podpunkty A i B), a potem
omowimy krotko skrecanie pr:;tow obcigzonych uprzednio sita wzdiuzng lub mo-
mentem zginajacym.

A. Przyjmijmy prostokatny ukiad wspolrzgdnych kartezjanskich- x, y, z tak,
Ze 0f z jest skierowana réwnolegle do tworzgcej powierzehni boczne] preta. Jedynymi
roznymi od zera skladowymi stanunaprezenia bgda naprezenie normalne o i sklado-
we naprezenia stycznego 1, i T, Rownania réwnowagi i warunek plastycznoéei
Hubera-Misesa maja postad

(5.20) Ty, sty yFo., =0 o243 (2D =00(x, »),

gdzie o ‘(.'x_',' v) oznaéza,' gramice plastycznosei przy jednoosiowym rozciaganiu.
PoniewaZ material przyjmujemy za jednorodiny w kierunku pionowym (por. punkt 2,
podp. 2), to wprowadzajac pojecie funkeji naprezen [por. (2.5)] widzimy, e réwnanie
rownowagi jest speinione tozsamoéciowo, a z warunku plastycznodci otrzymujemy

1 R
G2y Egradéi%;g—_j[GS(Ly)—oi(x,y)]uz:K(x,y)

™
réwnanic dla funkcji 'napreg:‘zeﬁ. ®; na konturze L przekroju poprzecznego S preta
@=0. Wielko$¢ K nazywaé bedziemy dalej zredukowana granicg plastycznosci
na Scinanie.

Podobnie jak poprzednio dla analizy pola napreZeri $cinajacych wprowadzimy
oznaczenia {rys. 42)

=@ ,=K(x,p)cosp, 7,==P '*K(x y)sing,

gdzie ¢ (x, y) QZNACLA kqt pomiedzy normalng do wektma i osia y. Rownanie
rézniczkowe dla p=¢ (x, ) ma teraz _
postaé ‘ i

(5.22) ¢, singp— rp,‘cosgo=EKr.r

=4
+§

B. Niech bedzie dany pryzmatyczny
pret jednorodny obeigzony sila wzdiuz-
ng i momentem skrecajacym. Poniewaz
w tym przypadku o, i ¢, sg stalymi
w polu przekroju poprzecznego, przeto
z {3.21) otrzymujemy

lgrad @] = ]/_ [cr0 — a2 =K=const. '. Rys 42

Zgodme z (5.22) charakterystykl (hme poslizgu) sa hmaml prostymi
y+xctgo=£(g)
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7 warunkiem brzegowym @=gp (P), gdzie ¢ (P) jest katem pc')mi@dzs'f styczna do
konturu L w punkcie P a osia x. Jak widaé, w takim przypadku uklad linii niecigglodci
pola naprezent pozostaje bez zmian (pokrywa si¢ z ukladem, ktdry otrzymujemy
dla przypadku czystego skrecania). Zmianie ulega tylko wartosc skrecajacego mo-~ -
mentu granicznego, gdyz gradient funkcji naprezen okreSlony jest teraz przez zre-
~dukowang (stata w calym obszarze) granicg plastycznoéci.

Oczywiscie w przypadku pretdw o poprzecznej skokowej nigjednorodnosel
‘plastycznej rozpatrywany problem bardzo si¢ komplikuje [78]. Dia wartodcl o, i 0,
mamy

UOi=Ci9 0-21221-

w kazdym z podobszaréw S; (i=1,2,..) pela przekroju poprzecznego S, gdzie
C,i Z; sa stalymi (). Innymi stowy, dla kazdego z podobszarow S; warunek (5.21)
przybiera postac [por. (2.29)]

igrad @] = /— [o0,—a,1"? =K,

i

.a linie podlizgu sa liniami prostymi. Oczywiscie, teraz uktad linii nieciaglosci pola
napreZen nie pokrywa sig z uktadem, ktéry mamy dla przypadku samego skrecania.
Wynika to z faktu, ze '

ki K,j

k7K

-czyla e stosunek granic plastycznoSci nie jest réwny stosunkowi zredukowanych
granic plastycznosci [co wynika bezpofrednio z (2.21)]. Poprzednie rozwaZzania
.dotyczace skrecania pretow pryzmatyczaych skokowo-niejednorodnych stosuja sig
do naszego przypadku z tym, Ze zamiast granicy plastycznosci na icianie k; mamy
+teraz do czynienia ze zredukowana jej wartofcig K. W szezegolnodei odnosi sig to
réwniez do rozwazan dotyczacych linii kontaktu L,, materialéw o roznych grani-
cach plastycznosci o, i oo, (przyimijmy, Ze 04 <dy). Witedy linia nieciagtosci
pola naprezen, polozona w obszarze obejmujacym material o wyisze] granicy
plastycznosci, jest odchylona od linii kontaktu o /2, gdzie {por. (2.28)):

K,
K,

K=arccos

Przy analizie takiego ztoZonego stanu naprezenia nalezy oczywiscie pamigtaé
o wzajemnym stosunku granic plastycznoscn To, i Ty, Z jednej stromy i naprezenia
rozciagajacego o, z drugiej (np. samo rozciaganie moze juz wywolac uplastycznienie
pewnych czgéci przekroju poprzecznego (7). Na rys. 43 pokazano przykladowo

(1) Jezeli sita podiuina nie wywola uplastycznienia w zadnym z podobszaréw przekroju
poptzecznego, to oczywmc;e Z, = Z = const w calym przekroju. )

(2) Pojawicnie sig stref plastycznych, wywolanych sita podiuina, powodu_]e meréwnomlcrny
rozklad a;, a w konsekwenciji zloione obciaZenie: rozciaganie 1 zginanie.
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uklad linii nieciagtodci pola naprezen dla skrgeanego preta skokowo-niejednorodnego
(por. 1ys. 29), obciazonego uprzednio sity wzdluzng taka, Ze naprgZenia nig wywo-
lane o, sa réwne polowie nizszej granicy plastycznodci: a=0./c, =1/2. Linia prze-

(G Nlech deZle teraz dany pryzmatyczny pret jednorodny, obcmzony rnomentem
zcrmajqcym i momentem slm;cajqcym Teraz tylko warto$¢ granicy: plastycznoscl
_}est stft’m bo‘ a,=0, (¥), gdz1e y zmienia sig od wh/z ‘do fijz. Oczywwae: W tym

Igrad ®| = K()))%C()nst
nanle hdrdkterystyki z {5.22) ma postac [79]

=x,+(u*—2}sin g, {arcsin [, (,u cos? qoery sin q)) iz I_

_]est zmlenny hmowo wzdluz wysokosu pola przekm]u poprzecznego

Oczywiscie wszedzie tam, gdzie napreZenia o, osiagna granice plastycznosei,
maja one warto$¢ stala, réwng tej granicy, Na rys. 44 przedstawiony jest uklad
trajektorii naprezen Scinajacych dla skrecanego preta o prostokatnym przekroju
poprzecznym, obcigzonego uprzednio momentem zginajacym, ktéry sam nie wy-
woluje naprezeni uplastyczniajacych.

Rozprawy Inzynierskie - 12
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Jak widaé z réwnania (5.23), w przypadku pretéw niejednorodnych problent
ulega dalszej komplikacji i prowadzi do bardzo zmudnych rachunkéw. Dlatego w ta~-
kich przypadkach lepiej jest poszukiwaé rozwigzania na drodze numerycznei {42].
Ta sama uwaga odnosi si¢ takze do przypadkdw, kiedy rozciagamy lub zginamy
pret pryzmatyczny obcigzony uprzednio momentem skrecajacym.

6. MODELOWANIE 1 DOSWIADCZENIA

Juz poprzednio [por. (2.7)] zwracaliSmy uwagg na mozliwosé znalezienia pola
naprezenia dla plastycznie skrecanego preta na drodze eksperymentalnej. W tym
rozdziale oméwimy takie podejicie do tego zagadnienia oraz przedstawimy pewne
wyniki do$wiadczalne.

6.1. Usypujac ziarnisty material, np. piasek na poziomej podstawie o konturach
przekroju poprzeczmego preta, ofrzymujemy wzgdrek piaskowy.

Powierzchnia tego wzgdrka ma stale nachylenie (gradient rzednych jego po-
wierzehni jest staly), ktdre jest okreslone przez wewngtrzne tarcie piasku. Krawedzie
tej powierzchni sa poszukiwanymi liniami nieciaglo$ci pola naprezed [80]. W przy-

Rys. 45
toczonej pracy mozna znalezé szereg przykladdw zastosowania tej metody. Wyko-
rzystujac te analogic (bywa ona czesto nazywana analogia Nddai’a od nazwiska i€

twérey) moina latwo znalezé pola naprezen dla pretéw jednorodnych z glebokimi
wycieciami [81} (por. rys. 45 i 46).
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Rozszerzenie tej analogii na przypadek pretéw o przekrojach wielospdjnych
znalez¢ mozna w pracy [82]; omdwimy go przy analizie zagadnienia plastycznego
skrecania pretow skokowo-niejednorodnych. W odniesieniu do pretéw o poprzecz-

Rys. 47 Rys. 48

nej skokowe} niejednorodnosci wykorzystanic analogii wzgorza piaskowego wymaga
uZycia w réznych obszarach przekroju poprzecznego preta materialéw sypkich
o odmiennych katach tarcia wewnctrznego [11],

Rozpatrzmy skrgcany pret sktadajacy si¢ z dwu pryzmatycznych czesci o grani-
cach plastycznosci K, i K_, K, >K. (rys. 47). Zastosujemy analogic wzgdrza.
piaskowego, ustawiajac na poziomej podstawie o ksztalcie przekroju poprzecznego,




180 . ANDRZEJ MIODUCHOWSKI.

piopowg bardzo cienka i «nieskonczenie» wysoka Sciankg wzdtuz linii kontaktn
(rys. 48). Wzgérki piaskowe usypane z odpowiednich materiatéw w obu. czedciach
przekroju poprzecznego begda mialy teraz maksymalnie. mozliwe. objgtosci. Wzdtuz
dcianki dziatowej otrzymamy na og01 skok powierzchni tych wzgérkéw. Zgodnie
i/ tWLer_dzgmcm 0. nonosci gramcznej nalezy uzyskac maksymalne obj@tosm mater1a~
) Vsypkwh na odpowmdamcych im; cze;scmch przekrOJu p"przecznego pizy, Jedno-
cmsnej ciaglo§ei powierzchni wzgorka wzdtuz linii kontaktu. W tym celu musimy
usunac $cianke dziatowa na odpowiednig wysokosc.

TWIERDZENIE [83]. Prawidlowym rozw :r[zamem ' ]eis't""ri ] re. - otrzymujemy
usuwajqc $cianke dzidlowsg na calej diugosci wzdhus l.rmt P ' "'j,,.rsig z nizszq
frm(g wzniosu na danym odcmku Oa’cmk: fe w J’ZITQCZOE?Q scg p: Ze punka‘y przeca@cm
srg ‘obu. linii wzniosu. S e :

Dla. przepmwadzema ';eksperymentow zastosowano urfadzenie skiadajace sig
z mctalowego poyammka oraz podnosmka srubowego kt6éry miat mozliwo$¢ pio-
' : : nowego plZesuwu Wty pcuemmku Na korcu
podnosmka Umieszez ' stata pozxoma tar-
;-_cza na. ktorej ustawu)n _ rzekroju po-
'przecznego prt;ta dla:: ktor _];'poszukiwano ToZ-
i ‘wiazania (rys.: 49) Po napelmemu pOJemmka
- odpowiednint. ‘naterialem: ‘sypkim. za pomoca
podno$nika w tempie powolnym [ok. (2 cm/min}]
przesuwano model tej czgsci przekroju poprzecz-
nego przez ofrodek sypki do_ gory, uzyskujac
statycznie usypany wzgorek (rys 50).
Eksperymentalna realizacja analogii WZgorza

\——1 | o) piaskowego przebiega nastgpujaco. Usypujemy
L7 najpierw wzgdrze piaskowe 7 jednego rodzaju

materialu na odpowiadajacej mu czgsci prze-

!_ \ * kroju poprzecznego. Na §cianie dziatowej, usta-
! 1  wionej wzdhuz linii Kontaktu, zaznaczamy
Rys. 49 - wenios, jaki ma powierzchnia tego wzgorka:

i usuwamy material

Analongme postepujemy z drugim materiatem, usypujac z niego wzgbrek na
pozosta{e] czedel przekroju poprzecznego. Na $ciance dziatowej otrzymaliSmy w ten
spos6b dwie linie, okreslajace maksymalny wznios powierzchni tych wzgdrkéw
wzdluz linii kontaktu. Usuwamy $cianke dziatowa zgodnie z wypowiedzianym po-
przednio twierdzeniem. Usypujemy nastepnie wzgdrki piaskowe kolejno dla jednego
i drugiego rodzaju materiaty na. odpowiadajacych im czgciach przekroju.. pop-
rzecznego | zestawiamy je razem. Kiedy linie wzniosu pokrywaja. sig, otrzymujemy
poszukiwane rozwigzanie. W przeciwnym przypadku postgpujemy - tak, jak poprze-
dnio. Zaznaczamy wznios - otrzymanych - powierzchni wzdhuz scianki dzialowej
i usuwamy material sypki. Obcinamy §cianke dzialowa wzdluz tej linii wzniosu,




PLASTYCZNE SKRECANIE PRETOW 181

ktéra ma danym- odcinku jest ‘mizej, i ponownie usypujemy wzgdrki piaskowe
na odpowiednich czgSciach przekroju poprzecznego. fezeli po zestawieniu obu tych
czgsei linfe wzniosu pokrywaja ste, to otrzymujemy poszukiware rozwigzanie, za-

© Rys. 50

pewniajgce maksymalna objetosé wzgdrkéw piaskowych. Oczywidcie pomocnicza
rola wkiadki jest zakoriczona (sigga ona juz tylko na wysoko$¢ wzniosu powierzchni
otrzymanej bryly wzdiuz linii kontaktu). )

Moze sig zdarzy¢, ze po kazdym kolejnym B
usunigein Scianki dzialowej na cdpowiednia wy-
sokos¢ beda ponownie wystepowaly véZnice
w wysokosciach linii wzaniosu usypywanych
wzgérkéw. Teoretycznie nie jest wykluczone, K- Ky
Zze bedzie to proces kolejnych przyblizen.
Oczywiscie, podezas wykonywania takiego
eksperymentu otrzymamy wynik przyblizony
przy skoficzonej iloéci podceieé Scianki dziatowe].

W przypadkach, z ktorymi zetknal sie autor,
otrzymano koficowe rozwigzanie co najwyiej po
kilku korekturach wysokosel Scianki dzialowe;.

Jako przykiad rozpatrzymy skrecany pret prostokatny, skladajacy sic z dwu
pryzmatycznych czesci o granicach plastycznosei K, 1 K_, gdzie K, >K_. Strefa
materialn o wyzszej granicy plastyczno$ei jest bardzo waska (rys. 51). Jako
materialu strefy mocniejszej uzyto: piasku o wewnctrznym kacie tarcia o, =42°.
Jako materialu strefy stabszej uiyto szldanych kulek o érednicy 1 mm i wewnetrznym
kacie a_ = 30°. Usypujgc wzgdrkina obu czeéciach przekroju poprzecznego (rys. 52, 53)
otrzymujemy wzdhuz écianki dzialowej linie wzniosu powierzchni (rys. 54). Linia

Rys. 51
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tamana AA’A”BB'B odpowiada materialowi K,, a linia tamana AA""OB"'B
matetiatowi K_. Zgodnie z poprzednim usuwamy tg czg$¢ Scianki dziatowej, ktora
znajdunje sig nad linia A4''B"'B (na rys. 54 obszar zakreskowany). Usypujac po-
nownie wzgdrki na odpowiadajacych im cze$ciach przekroju poprzecznego (ze
Sciankg dzialowa AA''B''B) i zestawiajac je razem stwierdzamy, Ze linie wzniosu

Rys. 52
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pow:erzchm pokrywaja sig po obu stronach Scianki dziatowej. Otrzymali§my w ten
sposSb poprawne rozwiazanie (rys.55). Jak widac, pokrywa si¢ ono catkowicie 7z roz-
wigzaniem tego przypadku, zaproponowanym w pracy [12] (por. rys. 56 i 14).

Przykiadem ilustrujgeym przypadek, dia ktérego
zachodzi konieczno$¢ kilkakrotnej korekty wysokosci
scianki dziatowej, moZe by¢ skrecany pret okragly
z mimoérodowym otworem wewnatrz {rys. 37); jest to,
jak wiadomo, szezegdlny przypadek preta o poprzecz-
nej skokowej niejednorodnodci, dla ktdrego K, =K,
K_=0. Jako materiat strefy mocniejszej zastosujemy
piasek, a strefy stabszej wode. Scianka dziatowa bedzie
miata teraz ksztatt cylindra o promieniu r. Usypuje-
my piasek na odpowiadajace} mu czgdei przekroju
poprzecznego i zaznaczamy wznios powierzehni usy-
panego wzgérka. Na rys. 58 jest on zaznaczony linia ciagly 4 — A: Nastepnie
usuwanmy wzgdrek piaskowy, a do $rodka cylindra mozemy nalaé wody. Z géry
jednak w1adomo, _]'1kl ksztalt ma linia wzniosu takiego shupa wody (na rys. 58 ozna-
czona Jest ‘ona hme; przerywana B— B). Zgodnie z poprzednim usuwamy $cianke

Rys. 55

dzialowa na wysoko& nizszej tinii wzniosu, ktéra w naszym przypadku jest linia
ciagla A — A. Poniewaz pozostala czesC Scianki nie jest nigdzie nizsza od linii 4 — A,
wystarczyloby ponowne napelnienie cylindra woda. Eatwo jednak wyobrazié sobie,
7e linia wzniosu stupa wody bedzie teraz linia przerywang 4 — A4 (rys. 58). Zgodnie
z twierdzeniem (str. [80) usuwamy ponownie Scianke dzialowa na wysokoé¢ linii
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przerywanej 4 — 4. Po usypanm wzgorka piaskowego na takm1 maddelu otr zymujemy

znane rozwiazanie tego przypadku.
Stosnjac przedstawiona metode eksperymentalng mozna, }ak widag, otrzymyw;ic

Rys. 56 ' Rys. 57 °

rozwigzania dla skrecanych pretéw pryzmatycznych o poprzecznej skokowej nie-
jednorodno$ci (por. np. rys. 21 i 59 oraz rys. 23 i 60).

Na zakoriczenie nalezy zwroci¢ tu uwagg na nastepujacy fakt. Przy eksperymen-
talnym wyznaczanin ukladn linii niecigglosci pola naprezen dla skrecanego preta
Jednorodnego posiugujemy si¢. dowolnym’. materiateni sypkim, np. plaskiem.

: Warto$¢ kata tarcia wewnetrznego decyduje

tylko o wzniosie uzyskanej powierzchni, nato-
miast nie wplywa na rzut poziomy ukladu jej
krawedzi. Pozwala to na poprawne okreslenie
uktadu tinii nieciagtosci pola naprezen dia dane-
AR T go przekroju poprzecznego skrecanego preta,
B U SR SR przy jednoczesnym pominigeiu rozbiefnosci po-
IR RO o migdzy wartodciami granicy “plastycznosci ma-
|- teriatu preta i kata tarcia wewnetrznego ma-~
e S_—— teriaiu uzytego do eksperymentu.
Rys. 58 W odniesieniu do pretow o poprzeczne}
: S skokowej. nicjednoradnosei sprawa dowolnoscei
wyboru ‘materiatéw sypkich' do eksperymentu ulega - péwnej komphkacp Jak
wmdomo na vkiad linii nieciggiodci pola naprezen. w otoczeniu linii kontakiu
decydujacy wplyw posiada wartosé A=K_/K,, gdzie K, i K. oznaczaja granice
plastycznosci obu materialéw. ‘Widaé stad, Ze zastosowanie okre§lonego materiaiu
sypkiego w jednym obszarze wymaga koniecznie uzycia w drugim takiego, aby byt
spelniony warunek

K_ -'tg(xH

?

K+ goy

gdzie przez o_ 1 ¢, oznaczono katy tarcia wewnetrznego obu materiatéw sypkich..
Dopiero spelnienie tego warunku zapewni poprawne okredlenie ukladu linii nie-
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ciaglodci pola naprgfenn — przy jednoczesnym pominigciu rozbieinoSci pomiedzy
wartodciami K_ i K, a katami tarcia wewngtrznego materialdw uzytych do ckspery-
meniu. ' I

Na zakonczenie tej czedei nalezy zwrdeié uwage na fakt, Ze istnieja réwniez inne
eksperymentalne metody . dla:-badania pretdw skrecanych, Wymienié. tu trzeba

Rys. 59

Rys. 60
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przede wszystkim analogie elektryczne. W pracy [84] wykorzystano taka analogie
dla rozwigzania zadania o czysto-sprezystym 1 czysto-plastycznym skrecaniu pretow,
a w [853) rozpatrzono zadanie o sprezysto-plastycznym skrecaniu okraglego preta
z idealnie plastycznego materialu rdwniez na podstawie modelu elektrycznego.

Rys. 61

6.2, Omawiane dotyihezas metody: analityczne czy eksperymentalne pozwalajq
na znglezienie rozkiladuy napreten Scinajqcych w. skrecanym sprezysto-plasiycznie
czy tez plastycznie precie pryzmatycznym. Naprezenia-te wystepuja w dwu plasz-
czyznach: plaszezyinie przekroju poprzecznego i plaszezyinie prostopadief do niej
(por. rys. 62); jest ona jednoczesnie prostopadia do powrerzchm ‘bocznej preta. Przepro-
wadzone dofwiadczenia na préblkach z mug!ckre] stali w pelm potwrerdzajq taki wlasnie
dch wklad (por. np. 180 i 86]).
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Na rys. 61 z [80] przedstawiony jest trawiony obraz przekroju poprzecznego
probki dla trzech kolejnych, wzrastajacych wartosct kata skrecania. Wida¢ wyraznie
wzrost stref plastycznych (ciemmne pasma — to warstwy materialy uplastycznionego);

Rys. 63

na ostatnim fragmencie mamy juz dokiadnie zarysowany uklad linii nieciaglodci
pola naprezen. Na rys. 62 1 63 z pracy [86] przedstawiono wyniki analogicznych ba-
dai majacych na celu wykrycie dbszardéw poczatkowych plynigeia dla przekrojow
poprzecznych waltka wielowypustowego i wiertia.

Na zakonczenie nadmienimy, ze przeprowadzono rdwnieZ szereg do$wiadezen
ze skrecaniem dla zlomow kruchych [89]. Istnieja réwniez pewne préby analitycznego
opisu tego typu zjawisk (nup. w pracach [87 i 88]).
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Pesrome
ITACTMYECKOE KPYUYEHWE CTEPKHER

B uacTosmmeii pafore, mveromeil xapakTep ob3opa, 3aHEMAIOmcicA 3aaveil MIACTHYECKOTO
KDYYeHRA CYCPKHeH, ocoboe BEMMAHME OOPAITACTCH Ha BOHPOC CYNMIECTBOBAHMA INACTHMYCCKOM
HEOXHOPOAROCTH H HA YHACIOBYIO 3aJavy, CBA3aHHYIO ¢ 3TOi nmpobaemoit. PadoTa cOCTOMT H3
DIECTH CHEAYIOWMX pazfenos: 1. Vopyroe KpydeHEue npsMaTHveckux crepxxmeii; 2. Hecymas
CrocobHOCTE (K OXEOPONHEIX, HEOMHOPOMHEIX H AHM3OTPOTMEIX CTepXHEH); 3. VHpyro-nnacri-
YECKOe Kpyyenme ({8 OFHOPOANLIX H HCOGHOPOIRLIX CTepXHcH); 4. HexoTopsii BORAPOCH! OMTH
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MaTu3auEH GopMEl M neomHoponHocT; 5. O000mens ApodNeMATHKR ILTACTRYECKOTO KDPYIEHHSE
CTepuKHei (3 — CTEPKHHE NEPEMEHHOIC ANaMeTpa B CTEPXKHH B Gopme Topa, & — CIIOKHSIC HATPYI~
KH: PACTAKCHHS H KPYUCHHE M3TnOEL, TH OGHOPORHLIX ¥ HEOHHOPOAHKIX cTepxuch); 6. Mopmenu-
POBAHUE ¥ ONBITHBIC PE3YILTATHE (A5 ONHOPOOHEIX M HEOEHOPORHLIX CTepHEH).

SUMMARY
PLASTIC TWISTING OF RODS

In this retrospective paper devoted {o the problem of plastic twisting of rods, special stress is
laid on the problem connected with the appearance of plastic inhomogeneity and the associated
numerical problem.

The paper consists of the following six chapters: 1 —elasic twisting of prismatic rods;
2 — carrying boundary (for homogeneous, inhomogencous and anisotropic rods); 3 — elastic—
-plastic twisting {for homogencous and inhomogeneous rods); 4 — certain problems of optimal-
ization of shape and inhomogeneity; 5 — generalizing of problems of plastic twisting of rods:
a) — rods of varying diameter and rods of a torous shape, b) — compound loadings: stretching
and twisting, buckling and twisting — for homogencous and inhomogeneous rods; 6 — modeling
and experimental results (for homogeneous and inhomogeneous rods),

INSTYIUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NAUK
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