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DRGANIA I ZGINANIE PLYT KOLOWYCH O ZMIENNEJ SZTYWNOSCI

JAN ANTOSIK (WARSZAWA)

1. WstEP

Problem statyki i dynamiki ptyt kotowych o zmiennej sztywnoséci nalezy do tych
klasycznych zagadniefi teorii plyt, w zakresie ktérych uzyskano sporo rozwiazaf,
dotyczacych jednak tylko szezegdlnych przypadkéw obcigzenia, warunkéw brze-
gowych oraz sztywnofei. Z istniejacych prac dotyczacych tego zagadnienia naleZy
wymieni¢ jako nmajwczeSniejsze i czgsto cytowane prace O, Pichlera 1 R. Gran
Olssona.
O. PIcHLER w pracy [8] podal rozwiazanic w przypadku plyly o grubosci zmie-
o0

niajgcej si¢ wg funkcji A=hor®exp 3 k1" (gdzie hy 1 2, oznaczajg state) obcig-
=1

zonej kotowo-symetrycznie. Autor wyrazit rozwiazanie w postaci szeregu potegowego.

R. GraN OLsson w pracy [9] uvzyskal rozwigzanie problemu zginania plyty,
. obcigzonej kotowo-symetrycznie, o sztywnosci D=Dye™ ", gdzie D,, k i ey 54
to stale, przy zastosowaniu zdegenerowanych funkcji hipergeometrycznych.

Stosunkowo wyczerpuyjacego rozwigzania doczekat 51@ problem zginania phyt
pierscieniowych, ktdrych sztywno$é opisana jest za pomocy paraboli drugiego
stopnia. W pracy [10] R. GraN OLSSON przedstawil rozwigzanie tego problemu
w przypadku niesymetrycznego obcigzenia w postaci pojedynczego SZeregu ZNANnego
2 teorii plyt o stalej sztywnodci.

Kilka szczegélnych przypadkéw plyt pierScieniowych, kotowo-symetrycznie
obcigzonych, swobodnie podpartych lub utwierdzonych wzdinz obwodu zewnetrzne-
go rozpatrzyl w pracy [11] H. D. CoNwAY. Autor ten uzyskal réwniez rozwiazanie
réwnania drgan phyty pierécieniowej o sztywnodci zmieniajacej sie weg funkcji D=
=Dy r" na spreZystym podiozu Winklera w przypadku kolowo-symetrycznego
obciazenia. Rozwigzanie przedstawil w postaci liniowej kombinacji funkcji Bessela
f12]. H. D. Conway w pracy [13] rozpafrzyl problem niesymefrycznego zginania
plyt pierScieniowych o sztywnolci opisane] za pomoca funkcii D=Dg i

Duza liczba publikacji dotyczy plyt o liniowo zmiennej grubodci. Zamkniete
rozwigzanie w postaci funkcji elementarnych vzyskal H. Favre dla ptyt pelnych
o liniowo zmiennej grubodci na niewielkim odcinku promienia r>0, obcigZzonych
rownomiernie na cafe] powierzchni [14]. W pracy [15] H. Favre i E. CHABLOZ
rozwazali plyty o liniowo zmiennej gruboéci, réwnomiernie obcigzone. Rozwiaza-
nie otrzymano w postaci szeregu potegowego (metoda parametryczna).
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Problem zginania plyt kolowych o liniowo zmiennej grubodci byt réwnicz
przedmiotem rozwazan H. D. CoNwaY'A, P. Janssensa, H. Bastivo, J. M.
GricorieNky, J. F. Bacimika w pracach [16, 17 1 18],

Rozwiazanie réwnania -drgan plyty utwierdzonej o grubo$ci zmieniajacej sig
schodkowo, poddanej dziataniu obcigzenia kolowo-symetiycznego, przedstawili
UsMaTU Tokio i Morigawa YOSHINOBU w pracy [19]. Powierzchnig ugiecia plyty

“wyrazono w postaci pojedynczego szeregn Fouriera, w ktérym ukiad funkeji orto-
gonalnych sfanowi liniowa kombinacje funkeji Bessela.

Bardziej ogdlny sposdb obliczania plyt o schodkowo zmiennej grubosci podaje
w pracy [20] S. N. SokorLow, wykorzystujac znane wyniki z piyt o stalej sziywnosel.

Szereg interesujacych rozwigzad problemdéw zginania i drgaf plyt kolowych

. o zmiennych sztywnosciach podat w pracach [211 22] A. D. KowaLENKO. Réwnanie
rézniczkowe plyty, kidrej sztywnos$é okreSlona jest funkeia D=D, |x[™ |1 x|Pa,
pdzie x=-(r/ro)*, a Dy, ®o, Bo, Yo 1 Fo 53 to stale, w kolowo-symetrycznym stanie
obciazenia sprowadzono do réwnania rézniczkowego drugiego rzedu. Rozwiazanie
tego réwnania uzyskano za pomocy funkeji hipergeometrycznych. Przez zastosowa-
nie odpowiednich podstawien 1 przej$¢ granicznych w poprzednim rozwigzaniu
otrzymano réwnanie powierzchni ugigcia zginanej phyty o sztywnosei D =D, |x["e™".
Réwnanje to wyraza sig za pomoca zdegenerowanych funkeji hipergeometrycznych.

A.D. KowaLENko podat rozwigzanie problemu zginania plyt kolowych
o sztywno$ci D=D, {1 —X|, gdzie X=--(rfro)* lub grubosci liniowo zmiennej przy
dowolnym obciaZzenin. W niektérych przypadkach zmiany sztywnoéci rozwigzanie
réwnania rézniczkowego zginanej plyty mozna wyrazi¢ za pomocy funkcji elementar-

nych. Np. dla piyty o.sztywnosci D=D, (I ~x)72", gdzie x=(r/ro)*""™. W pracy .

[22] rozpatrzono réwniez problem drgan wlasnych plyty o liniowo zmiennej grubosci
oraz problem zginania tej plyty poddanej dziataniu obeigzenia kolowo-symetrycz-
nego, proporcjonalnego do reakcji sprezystego podtoza. Wynik rozwiazan wyrazono
za pomocs algebraicznych funkcii.

Badaniom nad rozkladem naprgzeri w plytach o zmiennej grubosci poswigcona
jest publikacja [23]. Autorzy H. FAVRE, W. SCHUMANN, M. MARTINOLA pordwnali
wyniki otrzymane przy badaniach modelowych plyt z rezultatami otrzymanymi
w wyniku obliczedt w pracy [15].

Inne zagadnienie zginania plyt rozpatrywal w pracy [24] G. IRADY TADIBAKHSH.
Jako problem postawil znalezienie takiej grubosci plyty, ktdra zapewniataby jej
jednakows wytrzymatoéé w kazdym punkcie. Rozwigzanie otrzymat dla plyty
piericieniowej na zewngtrznym obwodzie utwierdzonej, a na wewngtrznym swobod-
nym brzegu obcigzone] momentami Zginajacymi.

Kilka rozwiazan probleméw zginania plyt otrzymano jako graniczne przypadki
powlok stozkowych o zmiennych grubosciach. I tak w pracy [25] Ju. M. GRIGORIENKO
przedstawit rozwigzanie przy asymetrycznym obcigzeniu dla plyty petnej o liniowo
zmiennej grubodci i pierfcieniowej o grubofci zmieniajacej wg funkcji potggowej.

W pracach [26 i 27] F. TOLKE, H. Goser i Tsut EpwarRD Yw podali rozwia-
zanie dla kolowo-symetrycznie obciazonych plyt o sztywnosci zmieniajacej sig
wg funkcji wyktadniczej i dla plyt piericieniowych o grubosci liniowo zmiennej.
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W pracy [28] D. BAIRAKTARIS po sprowadzeniu rdwnania rozniczkowego zgi-
nanej plyty do réwnania drugiego rzgdu podal jego rozwiazanie przy zastosowaniu
kwadratur. Calke szczegdlna tego réwnania otrzymat stosujgc rachunek operatoro-
wy. Dla plyty o liniowo zmiennej grubodci uzyskat wynik w postaci funkcji hiper-
geometrycznych jak w pracy [22].

Do rozwigzania problemu zginania i drgaf plyt zastosowano réwnie szereg
metod przyblizonych, Np. w pracy [29] 7. MAZURKIEWICZ i E. KRYNICKT przedsta-
wili rozwiazanie problemu zginania plyty metoda Ritza, a w pracach [30 i 31]
JA. REMNIEW podal rozwigzanie réwnania drgaf wlasnych plyt metoda Bubnowa-
Galerkina.

M. BLUMENFELD w pracy [32] do rozwiazania problemu zginanej piyty przy
kotowo-symetrycznym obeigzeniu wprowadzil metode polegajaca na podziale plyty
na piercienie kolowe, ktére rozpatruje jako pierécienie o statej gruboéei pod dzia-
taniem stalego obcigzenia. Nastgpnie autor wykorzystal warunki ciaglosci powierzchni
zginanej plyty. Od liczby pierScieni zalezna jest dokladnoéé rozwiazania.

Metodom przyblizonym poswigcono kilka innych publikacji [33, 34, 35 i 36]
w tym i takich, ktdre prowadza do rozwiazania problemu na maszynach cyfrowych.

W niniejszym opracowaniu podano sposéb wyznaczania powierzehni ugiecia
i czgstoser drgan wlasnych plyty kolowej, izotropowej o matych ugigciach, Zmiennej
masie i zmiennej sztywnoscl zginania. Rozwazono plyty swobodnie podparte
i utwierdzone wzdhuz obwodu oraz plyty z brzegiem swobodnym. Poza tym opjsano
sposdb postgpowania przy niejednorodnych wasunkach brzegowych.

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego drgan i zginania phyty kotowej przedsta-
wiono za pomocg podwdinego szeregu Fouriera-Bessela. Stosujac metode ortogona-
lizacyjna doprowadzono rozwiazanie problemu do nieskoficzonego ukladu algebra-
icznych réwnan liniowych. Rozwigzanie tego ukladu daje wspolezynniki szeregu
Fouriera-Bessela. Otrzymane rozwigzanic mozna w prosty sposéb  sprowadzi¢
w przypadku plyty jednorodnej o stalej sztywnoéci do znanych postaci.

Podano konkretne przyktady ilustrujgce plaktyczne zastosowanie przedstawio-
nego ogoélnego rozwigzania.

1. DOBRANIE UKLADU  FUNKCT ORTOGONALNYCH, SPELNIAJACYCH DANE WARUNKI
BRZEGOWE

1 1. Zalozenia

W pracy oparto si¢ na zatozeniach stanowigcych podstawe technicznej
teorii plyt cienkich [1 i 2]. Poza tym przyieto dodatkowo nastepujace zatozenia:

a) wspdlezynnik Poissona jest wielkoécia sta}ac,

b) niejednorodnodé materiatu jest taka, ze zaréwno gesto§é p jak i sZtywnos¢
plyty D sq funkejami miejsca,

c) plaszezyzna frodkowa plyty przed odkszfalceniem spowodowanym obciaze-
niem pokrywa sig z plaszezyzng uldadu wspétrzedaych,

d) zmienno$¢ grubosci plyty jest symetryczna (lub niewiele odbiegajaca od
symetrycznej) wzglgdem $rodkowej powierzchni plyty,
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e} obciazenie przytozone do plyty dziata prostopadle do jej &rodkowe;
powierzchni,
Na rys. 1 przez r, ¢ oznaczono wspdlrzedne biegunowe, a przez [ CZas.

" 1.2. Réwnanie réiniczkowe drgai poprzeczmych piyty kolowej
Réwnanie rézniczkowe drgan poprzecznych plyty kotowej o masie i grubosci
zmiennej kolowo-symetrycznie mozna przedstawié
w mnastgpujacej postaci: -
20 N7 ¥i 2 A7
an 2D L e, L Ve
r or ¥ooar rt op
-2 0 M,,r) o
ey —W—p(r)h(r) a2 P09 0)=0,

gdzie p{(r) oznacza masg¢ przypadajaca na jed-
nostke pola $rodkowej powierzchni plyty, A (r)
grubosé plyty, w(r, @, t) ugiecie plyty, 7, P )
obciazenie wymuszajace drgania oraz M,, M, M.,
Pet)  momenty zginajace i skrecajace.

W przypadlcu drgat harmonicznych zachodza
znane zwigzki
i Wi, @, )=t w(r, ¢),

(1.2) .

Rys. 1 b, p, t)=ep(r, ),

gdzie @ oznacza czestoéé kotowa drgad, w(r, ¢) amplitude ugiccia oraz p (r, @)
amplitude obciaZenia.
Uwzgledniajac wzory (1.2) doprowadzono réwnanie (1.1) do postaci

PAM,ry 1 oM, 1 #*M, 2 M,r)
13 g S St
¥ ar ¥ oor r oy F Grig
+a&? p(rYa(F)wp(r, @)=0.
Amplitudy momentdéw zginajacych, skrgeajacych i sil poprzecZnych wyrazamy
Za POMocy Wzordw

Pw v dw v Pw
m=—p Gt G w)
2w 1 gw 1 2*w
o= ‘DW(" e w e 'a;r)
{1l ow
14 M,=-M,= —(1—V)D(f”)6r(”r— a—gﬂ*),

1 o(Mr) 1 M,

T or ¥ Op

1 d
N e (V2 ) —
" M,=—D() PR (VZw)

R R 892/’

_dD(r) ( 2w v ow v & w)

dr
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_LauM,n LMy 1
({lc:? Qo™ ¥ ar +T dp poooTe

1 2 dD(ry a8 {1 aw
——D(f');—aTD(VzW)—(I—V)——( ),

dr dr\r Op

gdzie D(r)=E (#)#*()f12 (1—v?) oznacza sztywnos¢ plyty, E(r) modul Younga,
v wspolczynnik Poissona oraz V2=(82/0r2)-+(1/r)(8/0r)+{1/r3) (@*/09*).

Przytoczymy tu jeszeze wzdr na site Kirchhoffa, potrzebny w dalszych rozwaza-
niach:

v 1 B(Mrr)_i_Z oM.,
U.5) T ar g

aDi{r)y{9*w v aw v Pw 1—v 4 {1 &%*w
- -+ D(r) —

dr oot rooar

1 a
_ . — . JR— 2 —
. M,=—D(¥) " (Viw)

or® + ¥ +r2 dp* r o Jg?

Po uwzglednienin wzoréw {1.4) doprowadzamy rownanie (1.3) do postaci

D) Pw 24 Pw 1 éw 2 BPw 3 Pw
(1.6) D(E)Viwt— 2 + )

dr or? PRI YEINY "374—;‘? 8r6g92m?? dp?
dzD(r) ( ¥ 6w+ V. (32w) s \ 0
dr? or? + P awz w ,0(}‘) (")W—P(h ‘;0)— .

W celu doboru odpowiedniego ukladu funkcji ortogonalnych wykorzystamy
rozwigzanie réwnania rézniczkowego, opisujacego drgania wilasne plyty kolowej
o stalej masie i statej grubodci:

(1.7) Viw—agtw=0,

gdzie a’=wfc, ¢*=D/ph oraz D,p 1 k oznaczaja odpowiednio sztywno$é, masg
i grubo$é plyty jednorodnej i sa stale na calym obszarze plyty.
Ogdlnym rozwigzaniem réwnania (1.7) jest funkcja

(1.8) wir, (0)" (WP){A T (ar)+B. L, (ar)+C, Yo (ar}-+D Ky (ar)]

gdzie J,(ar) oznacza funkcie Bessela pierwszego rodzaju, I, (ar) zmodyfikowana
funkcje Bessela pierwszego rodzaju, Y, (ar) funkcje Bessela drugiego rodzaju oraz
K, (ar) zmodyfikowana funkcje Bessela drugiego rodzaju.

Poniewaz poszukujemy rozwiazania dla plyty pelnej, wige pomijamy we wzorze
{1.8) funkcje Bessela drugiego rodzaju jako majaca osobliwo§é w zerze. Zatem
funkcje (1.8) wyrazamy w postaci

(1.9) : wi(r, 90)— (mqﬂ) [4.J, (ar)+B; 1, (ar)],

przy czym w dalszych rozwaZaniach utrzymamy wylacznie funkcje cos mg.
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Ze wzoru (1.9) wynika tozsamosé
wir, 9)=w(r, 2n+¢) .

W celu wyznaczenia statych A, i B; wykorzystano warunki brzegowe, wystepujace
w przypadku plyty wzdhuz calego brzegu swobodnie podpartej, i=1, utwierdzonej,
i=2, i swobodnej, i=3.

" L3, Funkcje ortogonaine w preypadku plyty swobodnie podparte]

Piyta swobodnie podparta wzdiuz obwodu spelnia nastepujgce warunki brzegowe:

[(82 v 8 v 52) ]
(L10)  Iw(r, @)=g=0, PRl VLY dp? wir, @) ,RZO'

Uwzgledniajac funkcje (1.9} oraz przyjmujac podstawienie )= a¥/R doprowa-
dzamy warunki (1.10) do postaci
A Jm(oc(l))+Bl m(m(l)):o .

(1.11)
Ay [(1—v) (m* —m) g, () (1 =) DT, (@) oD T (20D H-

B (=) (2 = )y (10) = (L) o Ly () 00 T )] =0
“Warunki (1.11) s spetnione dla kazdego kata ¢, a wiec maja jednakowy ksztalt
dla wszystkich ¢.

Z przyrownania do zera wyznacznika podstawowego uldadu réwnan (1.11)
otrzymujemy réwnanie przestepne

(1.12) (1 =9) [y 2 () Ly (@) - (@) Ly 4 (@0 202 T, () 1, (1) =0,

gdzie ofY jest pierwiastkiem algebraicznym tego réwnania.
Z. pierwszego z warunkdéw (1.11) wyznaczamy zwigzek

Bl ) Jm (a(i))

A L)

(L.13)

Nastgpnie wprowadzono wskazniki mm, poniewaZz réwnanie (1.12) ma nieskos-
czenie wiele plerwiastkow:

14 (=) Dy o (o) (eG4 (i) D1 (o)) = 20600 o (o)) o (0) =

oraz
Tulemd)
(1.15) —— == )= T

mn

Uwzgledniajac (1.15) oraz przyjmujqc As;=1 doprowadzamy funkcje (1.9)
w rozwaZzanym przypadku podparcia plyty do postaci

(1.16) Wy (s @) =COS 190 [Ty (@)1 BE L, (o))

Jak wiadomo, uklad funkci {ww(r, )} dla m=0,1,2,3,.., n=1,2,3, ..
jest ukladem ortogonalnym.
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W celu obliczenia normy funkeii (1.16) wykonujemy calkowanie:

2r R 0, jedli m+#k lub ntl, -
1.17 Waun (s @} Wia (ry @) # dlr b ={ .. ’
(117 ofof e Y R
gdzie

2

. 2m .
2 : (1 + §0m) {[Jfrf 1 (a:nn) +7ﬁu Jm (O(’fr::r)x) J;n+ I3 (d(l))+J?n (O‘E?:l)l ]

(1.18) =

— par [Ifn+l<a(f>>+ O s ) 1 w»]

ﬂ(t)
. [T (O:Er:r)t) Iﬁﬂu 1(°'$r:3)+']m + l(mfl‘:r)l) L, (Um) .

Hn

We wzorze tym i=1, a dy, ozZnacza symbel Kroneckera.

1.4. Funkcje ortogonalne w przypadicu plyty utwierdzonef

Plyta utwierdzona wzdhuz brzegu spelnia nastgpujace warunki:

aw(r, ¢)
(1.19) W@, @)e=r=0, [T] =R=0'

W przypadku plyty utwierdzonej stale 4, i B, sa znane. MozZna je znaleZl
w literaturze {3 i 6].
Roéwnanie przestgpne otrzymujemy w postaci

(1.20) Ty 1 () L (a2 T (D) By 1 (62D =0

A2 i norma funkcji y$)° wyrazajg sig za pomoca wzoréw

mn

T, (b2
(2)__ Hin
(1.21) B T.(@@)
oraz
(1.22) Y =R (L Gomh 2, (el2) -

Funkcja (1.9) jest w postaci (1.16), a i=2.
1.5, Funkcje ortogonalne w przypadiu plyty z brzegiem swobodnym

Plyta z brzegiem swobodnym speclnia nastgpujace warunki brzegowe:

[( o n v + 62) ]
o r or 2 W w(r, 9) ,=R=0’

(1.23)

[[ V- i af;ga (i a‘;)] r, 9”)] ey
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Postepujac podobnie jak w przypadku plyty swobodnie podpartej wzdhuz brzegu,
otrzymujemy

A3 [(1=9) (m? —m) S, (@)1 =) e T, 1 (23— 2T, (2N +
(1.24) 3 [(1=v) (m? —m) L, () — (1 =v) «® I, (@) 4P L, (0] =0,
. A [(F =) (10 —m*) T (23) — (1 =v) P ? (o)) o™ T, )~

T (@] B [ =) (0 —m?) L (a9) 4
+(l _V) ‘x(a) mZIm+1 (OC(S))'"mOL{:nzIm (0‘(3))_“(3)3 m+ 1(0‘(3))]=0 .

Z przyrownania do zera wyznacznika ukladu (1.24) otrzymujemy rdéwnanie
_przest@pne

(125 [(A=v)* (m* —m2) L a3 ] [T (o) Dy 15 A T 1 (o) T 21—

mh L

— 265" (1 =) (m® =) o (2530) B 1 (o) =T (05 T (a0 —

i MR

— 453 (m® ~ m2) T, (@SN L, (020 — 2037 (1 =9} 1 (@) Ly 1(2) =0,

mn mn fizH4

gdzie o) jest pierwiastidem algebraicznym tego réwnania.

Na podstawie pierwszego z warunkéw (1.24) znajdujemy

(1.26) ﬂ(3’~f—=

3

(1=9) (72 =) Loy (D (L=} a4 (o) — (Wf ()

R Hln ﬂ’!H JHJl

A=) @) L (&) — (1= & Ly 1 (@) F o L, (o)

(3 M mn

Po uwzglgdnieniu (1.26) i przyjeciu 4;=1 doprowadzono funkcje (1.9) w roz-
wazonym przypadku podparcia plyty do postaci (1.16). Norma funkcji wyraza si¢
wzorem (1.18), przy czym i=3.

2. DOPROWADZENIE ROWNANIA PROBLEMU ROZNICZKOWEGO DO NIESKONCZONEGO
UKLADU ROWNAN ALGEBRAICZNYCH

Amplitude ugiecia plyty przedstawiamy w postaci nast¢pujacego szeregn orto-
gonalnego:

e o= AR (1) cosmp
2.1} w(r, py= 2 Z i ?’S;?f s
gdzie
2z R
W = f f w(r, p)rdip, () cosmpdrdyp,
(2.2)

A ) =TGN+ B a1,

przy czym y3Y, A9 i a' zaleZne sg od warunkéw brzegowych i okreflone zostaly
w poprzednim punkcie. S 0
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Amplitude obciaZenia wyraZamy za pomoca SZeTegu

D gy Aam(P)cosme
@.3) P p)= 2 Z n
H=0 n= mn
gdzie
2r R
(2.4) pf,,j,),—f fp(r, @) rdD (rycosmedrdp .
o 0
Stosuigc metodg ortogonalizacyjna, mnozymy roéwnanic (1.3) przez
rA® (rycos me i doprowadzamy do postaci
Zrn R
1M, 1) 1 oM, 2 3(M,,r)
2.5) jj et
rooor F ordp

+wip (F)h (r)1;u+p (r, qo)] rdD (r)cosmedr dp=0.

Nastepnie wykorzystamy przeksztalcenia
2n R

a2 f(r,
f f ]:35-2 ?) rA9 (rycosmp dr dp=
0 o3

In a a
=[ [ { f(ar; ? )1, ” o [mgﬁz,,(r)}} comm] _

Q o
2n a ,
_[ | { ge.e A0, )w{rdifmrn}cesmwd@] +
J ¥ r=0

Zr R

+ f ff(f‘ (0)— [r A ()] cos modrdep ,
2r R
af (r,
f f f(ar ?) AR (Pycosmp dr dp=
0

(2.6) [ f 1, w)AE?ni,(r)cosmwdqa] . —[ f [, ca)rdi,?,i,(r)cosmqodw] -

r=90

f ff(” €0}—* [(r42 (£)] cosmep o dr dp ,

2r R

ff f( ?) Afgt),,(r)msmgadrdguzﬁmszf(r, @) r 4D (rycosmpdrdp,
. 0o 0

2x R

s (r, '
ffwwfaw 2 rd$ (r)cosmpdrdp=m fff(r, qa)rdgf’”)"(r) sinmepdrde,
0o 0 o 0

o i )]mwdiﬁ’n(r) G T )

2 m? ‘ (n

Fe3 {Afg.)n(f‘)]= ) B

2
b (F) o’ LT () 5

imn
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gdzie wprowadzono oznaczenia

HE;;)R(") " aﬁii?’)*ﬁﬁfﬂiﬁnn(ﬂfﬁ Y,

a0 (ry=J, @0 —por (o .

Imn

o Uwzgledniajgc powyzsze przeksztalcenia przedstawiamy réwnanie (2.5) naste-
pujaco:
‘2z R

@7 f f {(M [

m?—m
- x cosmpdrdp-—2 M, A (1) —md® 119 ()| sin me dr dp-+
/ @ @ ’ imn mn 4 fn

,m(r)] M, Hﬁftz,,(r)}x

tmn

2r R

+ff [0 p(r)h(r)w—l—ﬂ(f‘ ®)]rdD) (rycosme drdp+-H},, =0,
gdzie
2n .
o (M. r) oM.,
08 Hoe| [ [(Gr - tm- 27 a0
![ ar

+M, a,(,:,), rﬂg,lnl (r)] cos me dga] -

r=R

2r
oM. (r dM,, _
- [ f {('——ar( ) ) AQ (1) + M, g rﬂﬁ,ﬁ,’,,(r)] cos ny d@]
. p=0

W celu dalszego przekszialcenia réwnania (2.7)-wykorzystamy wzory (1 4) i (2.6)
oraz nastgpujace formuly: }

7 m
S [ (1= — 10, (1)~ i), 400, (),

imn imn

” _mem i :

S UG 0= T, () +— A0 (1) — " 430, (r)
2.9

. m+1

o G ()] = ——— I+ TP,

ek m*4-3m--2 af,f,),

a7 W ==~ I, ()= =" TG () 4001 »
gdzie

Afiﬁ;(”) i a(l) r)+ﬁ(‘)1' +1(a(t) ).

Ostatecznie doprowadzamy réwnanie (2.7) do postaci
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2% R ’ .
2.10) f f {(v I)D(r)[——w 4O -2 ns,l,3,,(r)]+
+D (r)af,f?frﬂ‘iﬂfn(r)} cos me drdp —
2z R
m®—3m%+-m
f f w~{(v I)D(,,)[_____ A9~
2 2+1 a(t) s
e 2.1,2,,(r)]+ vD (1) dy 1o, (r)} cos g dr dyp +
2z R m4_3m3+2 3m aﬁ:,)l -
+ [wlo-vom| = 100)] -
00

2 (i)
R

m?a
—vD(r) H(lgt)"(r)} cosmepdr dp-t

2n R

+ [ [ ) wkp (o Ay cos mpdrdp | Hyt 1L =0,
o 0
gdzie
(2.11 Ir mz—n_ (o) ON 0 ]
' ) Himu D(F) (V— 1) [ Aimn (r)+a1m| Himn (?") +

2m 2
+af£?ff‘11ﬂ33ﬂ(r)}f —wcosmqodw] —[D (f){(v—l)[m A0 e+
61" F=R
[¢]

+aE,:.’.H‘i,‘,zt(r)]ﬂf;rrﬂ?,,,,l(r)} f cosmqadqa] -

~ [dD )

m2 - .,
»

. ar

2r 43 2

—m
1 o)) [ weosmoas] [P {e-n["5 a0

’ 2 ()

20 1) 0] - 2 mar o+ a0 / weosmpdp| -

r imn

i dD(r m*
< [weosmpar| 1| ){(v—n[ ,fszﬁ,’,[(r)w“’n&;’n(r)]wt
p=R
0

2n

3_ m2 (1)
—[Dm{(v—n [ a2 )] -

om0 a2 AR [ weosmods)
(]

Eatwo wykazaé, ze we wzorach (2 8) i (2.11) wyrazy okreflone w punkcxe r=0,
sg rdwne zeru.
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Wryrazenia (2.8) i (2.11) przedstawimy w postaci
HY gt gl

imn THn imn

Yatwo zauwazyé, ze wielkos¢ H\ zalezy tylko od warunkéw brzegowych

i upraszeza sig odpowiednio po uwzglednienin wzordw (1.14), (1.20) i (1.25).
W przypadku plyty swobodnie podpartey (i=1) otrzymujemy

27
Hip =) I0(R) [ M.(R, g)cosmodp,

DR 2
GID B = 1 AL, (R —m ey T, (R)+

27

+ (1 =vym?* o) 1150 (R)] f w(R, p)cosmpdp,
0

oB =0, poniewaz

M, (R, ¢}=0 1 wi(R, ¢)=0.
W przgpadku plyly utwierdzonej (i=2) wyrazenia te przyjmujg postaé
- 2r
D{R) . ow(r, )
Hom™= " H%??m(R)f [ﬁar ] _cosmpdy,
§ . ]
(2.13) °

D(R) . ) i
Hn = (22 480, (R =mei” I, ) [ w (R, g)cos mpdp—
. 0

R

1[dD(r) oy o [
[ d)" } OLmn H.!mn(R) f W(R, ¢’) COSmﬁf’dW *
r=R &

przy czym HYE | bowiem

ow(r, o} ]
[ or j|r=R=0’ ) W(R, W)=0

W przypadku plyty swobodne] wzdluz obwodu (i=3) znajdujemy

STl elMr, )r] 2 M., (r, @)
3mn 3mn(R) (-)f. [{T 61’ +A -

H., = RAD
r O

i
| conmp-+ ) 102,10~ a2 ()

(2.14) 22 2
- < [ MR, gcosmpdp=RASLR) [ V (R, eosmpdp+
L] 0

2r
oA 1150, (R =mAS, (R [ M, (R, p)cosmedy,
0
H;lmn = O ‘

Wtedy HIL =0, poniewaz V (R, p)=0 i M, (R, ¢)=0.
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Jak wiec widaé, wyrazenie H i, przyjmuje warto$é zera w rozwazanych trzech

przypadkach statycznych i geometrycznych jednorodnych warunkoéw brzegowych.

Wzory (2.12), (2.15) 1 (2.14) moga byé jednak wykorzystane w przypadku nie-
jednorodnych warunkéw brzegowych, tj. np. w plytach podpartych lub utwierdzo-
nych sprezydcie. Wtedy amplitudy nieznanych momentéw, ugieé, katéw lub obrotow
sit Kirchhofla, wystepujacych wzdhuz obwodu piyty, mozna wyrazi¢ w postaci cosi-
nusowych pojedynczych szeregow Fouriera. MNatomiast wspdtczynniki tych szeregdw
mosna obliczyé z odpowiednich warunkow okreslajacych sposob sprezystego pod-
parcia lub utwierdzenia brzegu plyty. Np. w przypadku plyty stanowigcej dno
zbiornika walcowego wspdiczynniki szeregu Fouriera, opisujacego amplitudy mo-
mentéw wzdhuz brzegu plyty utwierdzonego sprezyscie w plaszezu zhiornika, nalezy
obliczyé z odpowiedniego warunku nierozdzielnosel, ti. z warunku réwnodcet kafow
obrotu plyty i plaszeza wzdhuz utwierdzonego obwodu.

Wzory (2.12), (2.13) i (2.14) moga by¢ réwniez wykorzystane w przypadku plyty
obciazonej wzdtaz brzegu w sposéb statyezny lub dynamiczny momentari o znanej
amplitudzie oraz w przypadku plyty poddanej wzdhiz obwodu okredlonym od-
ksztakceniom katowym lub przemieszezeniom liniowym (o wektorach prostopadiych
do $rodkowej powierzchni plyty).

Powréémy do réwnania (2.10). Zmieniajac we wzorach (2.1) 1 {2.3) wskazniki
m, n na k, | oraz podstawiajac szeregi (2.1) i (2.3) do réwnania {2.10) 1 wykonujac
calkowanie przez czgfci, otrzymujemy nastgpujacy nieskoficzony ultad algebraicznych
niejednorodnych réownan liniowych:

(2.15) Zwk,(Kf,’;},+w G+P0=0, k=0,1,2,3,.., n=1,23,..,

gdzie

R

. (1+ OF, k*(k—1)*
@19 xe="00 (oo o[ a0 0

kel

240k (k 2dD e (e~ 17
__k__(—)_ A9 () Hg”(J')—;IL 9 () A0 -
ikl T ikR rz ikt ikn
aV k(-1 al’ ke (k—
S ( L 40y 190 - ——( L 19 a0)-

Y 3 (0 (. 3] 0) ¢

- ﬂg([" akll) Hikz (" )Hikn (" ) agcll) ag([n H(Ulcz (} ) Hgkn (I )+
1y i)

+ Em ai’:.! (k + )

tin ikn

Hﬁii(r)ﬂ“)(f)] ~D(r)d, ,‘,?’ai?‘rﬂﬁiz(r)H‘-“’(r)}‘f”'

; a{l+4doi)
@17 G f NCLGEHOEHOLS
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W przypadku statycznym, tj. dla =0, uktad réwnan (2.15) upraszeza sie do
postaci

(2.18) D> waKS4p0 =0,
=1

Uklad réwnan (2.18) wypisujemy kolejno dla k=0,1,2, ..; uklad ten (2.18)
W rozwinicte; postaci dla k=j przedstawia si¢ nastepujgco:

) ) . ;
Wy K bwy, K, 4wy, Kt otwy, K@ =p®,
Wi K 4 wpo K+ KD ey, KP,=p7,

Wi KO +w,, KO, 4wk O+ wy K O =p,

, , i . ;
w‘.fl KE:])l + Wiz Kfa?z + ..+ Wis Kflj)s—i_ e Wii I(fl:)}l :PS},} .

Wskaznik 7 przyjmuje warto$é od [ do 3 w zaleznoéci od rodzaju warunkéw
brzegowych,

Dla piyty swobodnie podpartej «{}’ jest pierwiastkiem réwnania (1.14), a B,
¥’ okreslone sa za pomoca wzoréw (1.15) (1.18). Dla plyty utwierdzonej of? jest
pierwiastkiem réwnania (1.20), a A%, y2” okreslone sa na podstawie wzoréw (1.21)
1 (1.22). Dla plyty z brzegiem swobodnym of3? jest pierwiastkiem réwnania (1.25),
a B, 97" obliczamy za pomeca wzoréw (1.26) i (1.18).

Uklad réwnaft w postaci (2.15) nie wykazuje symetrii wspolczynnikéw wzgle-
dem gldwnej przekatnej, poniewaz 37y ®”. Symetrig ta mosna jednak uzyskaé
dziclac kazde rownanie przez %

Rozwiazanie 7z ukladu (2.15) pewnej skofczonej liczby réwnaf pozwala na
obliczenie wspéiczynnikéw w,,. Znajac te wspdtezynniki mozna wyznaczy¢ amplitu-
dy ugiet i sit wewnegirznych wystepujacych w rozwazanej plycie.

W niektérych przypadkach $cisle obliczenie catek wystgpujacych we wrzorach
(2.16) i (2.17) moze okazaé si¢ niemozliwe. Nalezy wiedy postuzy¢ sie metodami

przyblizonymi, np. metoda Simpsona.

3. DRGANIA WEASNE PLYTY

W przypadku rozwazania drgan whasnych plyty przyjmujemy w réwnaniu (1.3)
P (r, 9)=0. Rozwiazanie réwnania rézniczkowego problemu doprowadzamy wtedy
do nastepujacego nieskoficzonego ukladu jednorodnych algebraicznych rdwnan
liniowych:

(3.1) D KD 402 G0)=0,  n=1,2,3, .., k=0,1,2,3,....
I==]
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Przyréwnanie do zera wyznacznika podstawowego ukladu (3.1) daje réwnanie:
(3.2) : det [Kip+0? GR1=0,

gdzie @ oznacza czestoéé drgati wiasnych plyty, wielkosci zag K¢, i G, okreslone
sg za pomoca wzordw (2.16} i (2.17). Réwnanie (3.2) moZna przedstawié w postaci
dla k=j:

W (K9, +02GP) wi(K D, +02G0,) . wi(K )+ 0?6 o wyy (K 0GP
wn(K‘f’1+mZG‘”1) wy2(K S+ 0> GE). Wi (K‘;}s-l-wzcg‘}s) svj,f(Kg;,,mzcgg,,)

§j1

w1 (K O 4o? G.(g?ﬁ w;a(K g?z‘i‘wz G.Efi)z) o Wis (K(T?s +o? Gﬁjﬁ) Wi (K g?nJFWZG(?.,)

wj 1 (I({i) + (I)ZGﬁ?l) WJZ (K(i') + m2G£;?2 e Wi ('Krfl?s + @ z GS:}i) H’)J'.i (Kfl?t? "}" CO2 Gsr?n)

nil nj2

Rozwiazania réwnania (3.2) przy uwzglednieniu pewnej skoficzone] liczby rownan
umozliwiaja obliczenie 1éznych czestosci drgan wiasnych rozwazanej plyty. Naj-
mniejsza z tych czgéci jest podstawowa czgstoscia drgan.

Latwo sprawdzié, ze w przypadku plyty jednorodnej o stalej sztywnoéci zginania
otrzymujemy na podstawie réwnania (3.2) znany wzor

../ D
W =ay) E/ﬁ‘

4. TJOGOLNIENIE ROZWIAZANIA DLA PLYT SPREZYSCIE NIEJEDNORODNYCH O DOWOLNYCH
SZTYWNOSCIACH

Zakladajac e sztywno$é plyty jest funkeja zmiennych 7, ¢, pizedstavmmy rOw-
nanie {1.3) w postaci

il 1 M) 1 oM, 1 &M, 2 &3(M,r)
1) roooar? roor o 2 ¥ arde

+w?p(r; @) h(r, p)w-tp(r, 9)=0.

W tym przypadku sztywno§é wystepujaca we wzorach (1.4) na momenty bedzie
funkcja zmiennych (r, p). Stosujac metodg ortogonalizacyjna i wykorzystujac wzory
(2.1), (2.2); (2.3) i (2.4) doprowadzamy réwnanie (4.1} w przypadku swobodnego
podparcia plyty wzdluz obwodu do nieskonczonego ukladu algebraicznych réwnas
liniowych:

42 Y 3w KA CRFP =0, m=0,1,2,3,., n=123 .,
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2milc (m— 1) (k—1)
M&—(ijpw¢m~n[ A AR

2d,) k (k—1)? aly m(m—1)?
—~7ﬁﬁﬂﬁmnﬁxH*if-——ﬂﬁwﬂm»—
(12 o
amu k(k_ ) (m-— )
— A[OIG,0) — I () A7) -

F

10 (1) 0)f.. 1 1?1 1 0 .
__a( ( H(k)l(’)n(hgn(r) al(ﬂﬂ) aIcI)H(lk)l (f") H(In)m(')+

ma kI

. 245, 4
R ) 18,0
4.3 2 1y
(4.3) —D(r, @) al) a7 r IS (ryme (r)} cosme cos ke drdp-+

2z R

2mik (k-1
uyffaﬁww—ﬂﬁimfﬁi—zm(mﬁﬁ%

RI

2a‘”mk(k 1§} a(l)mk(m— D
Agok).! (F) H (11:135'1 ( ) (llk)l‘. (" ) Ag.on)ln (F)—i-

r ]2
2088 gD e
L I{I [(?‘) Hg_l.u)m (’ ):] Sinm@ Sink(ﬂdr d?) ?
2 R
Goner = y(l)2 f fp(f‘ ) h(r, p) 4 kl(r)ﬁg%n(r) cosmp coskpdrdp .
Kt
6

Wielkodei plh), o) i 92" okreslone sa kolejno wzorami (2.4), (1.12) i (1.18).

Nietrudno zauwazyé, ze uklad (4.2) przeksztalca sie w (2.15), pdy sztywnoél
piyty jest funkcia .

Postgpujac analogicznie mozemy otrzymaé rozwiazanie w przypadku plyty swo-
bodnej Iub utwierdzonej. Zastosowana do problemu piyt petnych metode ortogona-
lizacyjna mozna wykorzystaé do rozwiazania plyt pierécieniowych. W tym przypadku
we wzorze (1.8) uwzgledniamy réwniez funkcje Bessela drugiego rodzaju Y, (ar),
K, (ar) majyce osobliwo$é w zerze, Réwnanie przestepne charakterystyczne dla
danego sposobu podparcia otrzymujemy 7 preyréwnania do zera wyznacznika uktady
czterech réwnan liniowych, zaleznych od warunkéw brzegowych (dwa réwnania
dla kazdego. brzegu). Stale B,, C, i D, obliczamy z ukladu trzech réwnaf niejednorod-
nych, uzyskanego z obnizenia o jeden stopich ukladu shizacego do wyznaczenia row-

nania przestgpnego. Iunkcje (1.8) po okredleniu statych B, C,, D, tworzg uklad
ortogonalny.

Réwnanie powierzehni ugigeia plyty rozwijamy w szereg wg tych fumkcji.
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5. PRZYKLADY

5.1. Wyznaczenie ugiecia plyty swobodnie podpartej wzdluz brzegu

Rozwazmy plytg kotowg pelna, swobodnie podparty wzdhuz brzegu o sztywnosci
zginania zmieniajacej sie wg funkeji

(5.1) D (r)=Dy(gr*+1},

poddana na calej powierzchni dzialaniu obciazenia réwnomiernego o intensywnosci g
na jednostke powierzchni. Wyznaczymy ugigcie w §rodku tej plyty.
Nieskonczony uklad réwnan w przypadku symetrii obciazenia przyjmuje postad

(i=1)

(5.2) EW,K,E? +pP=0, n=1,2,3,..,

gdzie

. (i) (e)

(5.3) K@= U,z f D(r){(v—l)[ [ - dPdD IO 19 (1) -

in

D IO IR0 |- 1) 1P o,
R
P =g [ rAD(r)dr
0
(5-4)7 ()7 — 1 2 2¢ (1) 2 (¥ 2772 ¢ () 27 (i)
7t _?R [JI(O('I )TLJO(O‘L )]_ﬁa I (“1 )-_Io(‘xJ JIRS
BO
2 o) ) T,
1
Przedstawiajac nieskoficzony uklad réwnad w rozwinigtej postaci otrzymujemy
w1 K Hwo KO A w KD o, KO+pP =0,
wy K14 wo KO 4w, KD 4w, K (2‘,)!—5—;7(‘)

(5.5) .
w KD+ w, KL w KO+ w"K“>+p‘*’_—0,

Wi K4 w, KD+ w KD b ow, K24 p0 =,

ns

Roéwnanie przesigpne dla rozpatrywanego przypadku podparcia i obcigZenia
oraz szereg okreflajacy ugiccie plyty wyrazamy w postaci

(5.6) (=) 3o M o)+ o2 ) 11 (o) 1 = 2060 T o) Iy () =0

oraz

(5.7) W)= 2 (:,, A9 ().

Rozprawy Inzynierskie — 9
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Uwzgledniajae sztywnoéé plyty opisang za pomoca funkeii (5.1) i wykonujac
calkowanie, otrzymujemy nastgpujace wzory na wspolezynniki:

Dog
(5.8) KW=~ S {2(1 v) &P O T, (o) I (o) +

n
n

it |
+a$:)4[ JZ(CX.(I))JF J (GV'(I)) - e (;)2 Jz(a(i>)+ e (i) Jl(a(]))JO(DE(I))]rl"‘

o 1 .
+ ocf,’} ﬁf,i) [“#Iz(ot('))“l‘f IZ(OL(‘)) — w (!)2 Iz(oc(')) +W Ii(ot(‘)) Io(mf:))] —

— a(:)ﬂ ﬁ(n [ Jo(m(:)) Il(oe(‘)) + Io(oc(”) J1(Otm}] +20L(:)2 ﬁ(t) J1(0¢(')) Il(ot(i) } D, m(1)4,

5 Do i iy I
9 KD =g ol (mm aOT (P T o)+ o0 o) T (o) —

oD g () ‘ _
— (i) (I)Jr (ocm) Jl(‘x( ))_ (i)l )2 [OL“)JO(OL(')L(O&ED)—dgi)fl(aﬁl))fo(ccgl))]} —

ﬁ(l) ﬁ(l!) '
— m { (t)Ii(m(r)) 10(05(1))+0€. [ Io(m(x))fl(a(!i))_i_

oD o .
+ o ol 1 (Y I () — —W [ To (o) I (o) — o2 T, (o) 1 D(ot(f))]} =+

B _ .
(—_———'—“(i)a T D [1(m§tt))Jo(a§r)) D I () I (67— oD D L(o) T (oP) +
200 8D
+ P uf mz
ﬂ(i) :

L i i i i
- (m(i)1+ 0tﬁa)z 3 { ¢ )J1(°€( )) Io(“(z )) - “(LDJG(OCE; )) I1(°’~g )) -

+

[“ﬁ) Io(ocm) Ji(“(l)) 050) 11(05(')) Jo(“?))]} -

ocm oc(” .
Jr_m(:) (z) Ja(ﬁtm) Il(oc( ))+ (t)2+ — [cc(‘) _]0(0c i)) I;(Ot(f)) oc(‘} J1(Ot(')) Io(ﬂﬂ?))]}) 4

2D,g(1—v) 1 .
oS o P ogmmon [T (D) Ty (o) — T, () T (o)) —

= B B 1 L LA~ LG G ~
(1)z+ iz {ﬂm [OC(DJO(“(I)) Il(““)) ‘1(])-]1(9‘-“)) Io(‘x(aﬂ)] -
BB LA ~ P B

(5.10) O A ATl
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Rozwigzanie ograniczono do znalezienia siedmiu wyrazéw szeregu (5.7), oktesla-
jacego réwnanie powierzchni ugiecia ptyty oraz do obliczenia ugiecia w $rodku plyty.
Obliczenia wykonano dla nastgpujacych danych: v=03; R=1; g=—0,963, co
odpowiada stosunkowi 27: 1 sztywnoéci plyty w $rodku do sztywnosci na brzegu.

Wystarczajaea dokladno$¢ otrzymano przy uwzglednieniu uktadu sktadajacego
sig 2 siedmiu rownan. Pierwiastki réwnania przestgpnego (5.6), wspdlezynniki
ukiadu réwnan (5.5) oraz wartodci podano w tablicach 1, 2, 3 i 4. Wynik rozwigza-
nia ukiadu réwnan (5.5) dla », /=7 podano w tablicy 5. Pierwiastki uktadu (5.5)
stanowig siedem pierwszych wyrazéw szeregu (5.7).

Dia zilustrowania procesu zbieznoéci wspolczynnikéw szeregu (5.7) dokonano
rozwigzania, ukladu réwnan (5.5) kolejno dla n, I=1,2,3,4,5, 6, a wynik zamic-
szczono w tablicy 5.

Ugigcie plyty w §rodku obliczone na podstawie szeregu (5.7), ktérego wspdtczynni-
ki otrzymano 2z rozwigzania uktadu réwnan (5.5) dla »n, /=7 podano w tablicy 6.
Dla porédwnania obliczono rowniez ugiecie w $rodku tej plyty przy wykorzystaniu
wspolezynnikéw szeregu (5.6), ktére otrzymano z rozwiazania ukladu réwnar (5.5),
dla n,1=1,2,3,4,5,6. Wynik tych obliczed podano w tablicy 6.

Dla przeprowadzenia dowodu zbieznoéci procesu iteracyjnego, polegajacego
na stopniowym zwickszaniu liczby réwnan ukladu (5.2) wprowadzamy nowa
Zmienng.

o ? T (el
(5.11) z,=l2—y(:1§z£—)w,.

Nastgpnie dzielimy kazde réwnanie uktadu (5.2) przez ol J,(¢fV) i doprowadza-
my uklad (5.2) do postaci normalnej

o 1
z MNI _I_ pfl ! =0
F M d PTG

(5.12) Z,=
=1
gdzie
2850 %"

M, = 3 .
" 0‘5;1) 01?) J1(°°(11))J1(°‘£11))

Do tak przeksztalconego nieskoficzonego ukladu algebraicznych réwnan liniowych
stosujemy kryterium petnej regularnosci, ktérego spelnienie jest wystarczajacym
warunkiem jednoznacznodci i zbiezno$ei rozwiazan. Aby uklad (5.12) byt w pehni
regularny, musi by¢ spetniona nastgpujaca nieréwnoéé:

(5.13) 5‘

=1
n#l

przy ograniczonych wyrazach wolnych. Dowdd ograniczonoéci tych wyrazéw jest
banalny i z tego powodu zostal pominiety.

Przyj¢to w przyblizeniu nastepujacy wzér na pierwiastki réwnania przestgpnego
(5.6):

nt

MHH

<1-6,, n=123 ., 6,>0

oy & 2,36+(-D=r, I1=1,2,3 ..,
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Latwo sprawdzi¢, ze wyrazy ciagu liczbowego {«;} sa mniejsze od odpowiednich
wyrazéw ciagu liczbowego {x;} utworzonegoe z pierwiastkéw algebraicznych row-
nania J; (5)=0, a wigc «,<ic, dla kazdego /. W zwiazku z powyiszym funkcje
Bessela tego samego argumentu we wzorze (5.9) majg ten sam znak.

Uwzgledniajac te wlasnosé opuszczono we wzorze na K,Ej) te wyrazenia, ktorych
suma daje przeciwny znak niz wyrazenie J, (V) (aiD):

8g “(1)3 (1)3(0t(1)1 - Ot(1)”) [Jl(ot('})Jl(d(”)+ﬁ(l”ﬁ§”11(0€EL))11(055,1))1
D o T = o) T () T (o) <

< 8g ol? [ RO L))Jo(mgﬂ]”
(@ =YL T

|Mnl! <

8,08g alt”?
(D — )2

]

" gdzie wykorzystano latwe do sprawdzenia rozwiniecia asymptotyczne funkeji Bessela
dla 1>5

T o (o5) 1

7@ @ | < 100

Dla n,i=1,2, 3,4, 5 sprawdzono, Ze

‘ 8,08g al1
< i 7z (13-
} } (afll) _agl) )2

Nietrudno rdwniez udowodnié, e |M,,| <iMys1, w1l
Nastepnie obliczone na elektronicznej maszynie cyfrowej sumy szeregu

I=s (1)2
(5.14) 8,08 !glz( ‘“%TZ)Z dla n=1,2,3,..,160.
n#l ‘

Szereg (5.14) przyjmuje najwicksza warto§¢ dla n=136. Reszt¢ szeregu (5.14) obli-
czono za pomocy calek niewladciwych. Dla n=136 reszta wynosi w przyblizeniu
0,0002.

Yatwo sprawdzié, ze dla n=1,2,3,4, 0,>0 oraz

nl
max E < max E
n=136 ‘ M, n=136 1 Maa

n;ﬁt
Tym samym udowodniono, ze dla g= —0,963, v=0,3 uktad réwnan (5.2) jest regulas-
ny.
Rozwiazanie powyzszego ukladu ofrZymane w postaci wyrazenia zawierajacego
funkcje hipergeometryczne przedstawione zostato w pracy [22]:

qr; {2(1—362) [1—2F1(§1—§;1;x2)]_ }:
8Do(1-+v) (I Fi(6,—6;2; x5) *

q 1,019* {2(1 —0,963) (1 -0,5719)
(1-0,3) 0,8048

0 650

(5.15) w(0)=

- 0,963} 0,0940 50

T 8D,(110,3)
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Warto podkredli¢, Ze otrzymana w rozwaZanym przypadku wielkosé ugigeia
w $rodku plyty w (0)=0,093707¢/D, w wyniku rozwigzania siedmiu réwnaf t67ni
sig zaledwie o 0,3% od powyzszej wartosci.

Tablica 1
i 1 2 3 4 s 6 7
A1 2,22 545 8,61 11,76 14,91 18,06 21,20
Tablica 2
I I 2 3 4 s 6 7

AT 013222 0057828 0036845  0,026916 0021332 0.017601 0,015038

Tablica 3
7t 1 2 3 4 5 6 - 7
pEll) —0,21661 0,05919 —0,0303% 0,01983 —0,01387 0,01040 —0,008133

Tablica 4. WartoSel czymnikdw X,

< i 2 3 4 5 6 7

1 —16,930 —30,365 18,158 —13,810 12,225 —11,192 9.8485
2 —13,281 —593,43 497,34 243,99 —183,44 144,73 —123,1

3 5,0599 —316,88 —3775,5 —1946.0 961,36 —654,18 305,76

4 —2.8112 113,56 —1421,6 —12960 —6641,8 +2597,0 —1660,0

5 1,9723 —67,670 556,60 —5264,1 —33500 —15470 5638,3
61,4441 43,750 —312,51 1698,3 —12760 . —71874 —30722

7

1,1208 —32,171 206,42 —928,47 3974,2- 26248 —136560

5.2. Wyznaczenie ugiecia plyty utwierdzonej wzdluz brzegu

Rozwazmy plyte kolowa pelna, utwierdzong wzdhiz brzege o sztywnodci
zginania zmieniajgcej sig wg funkcji (5.1), poddana na calej powierzchni dzialaniu
obcigzenia Téwnomiernego o intensywnosci g na jednostke powierzchni. Wyzna-
cZymy ugigcie w érodku tej plyty.

Nieskonczony ukiad réwnaf w przypadku symetrii obciazenia przyjmuje postaé
"(5.2) (i=2), przy czym ¥ =J5(8"), a « jest pierwiastkiem algebraicznym naste-
pujacego réwnania przestepnego:

(5.16) T (@) I ) T o) L (o) =0 .
Szereg okreslajacy ugiecie plyty ma postad (5.7). Wzory na wspdlezynniki nieskori-
czonego ukladu réwnan K4 1 pl” sq takie same jak w przykladzie 1, (5.9) i (5.10),

i}

wzor (5.8) na wspdlezynnik K'Y mozna go w tym przypadku uproscic do postaci

) 2 ‘
(5.17) KP= y((:)f {(“3_ ) O U)o+ ot(”“ T+

+2u” B0, (ocif’) Il(af,”}} Do,
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Rozwiazanie ograniczono do znalezienia pieciu wyrazéw szerégu (5.7), okreslaja-
cego ugiecie plyty oraz obliczenia jej ugigeia w Srodku. Obliczenia wykonano dia
nastgpujgeych danych: v=0,3, R=1, g=7, co odpowiada stosunkowi 1: 8 sztywnosci
plyty w Srodku do sztywnoSci brzegu. Wystarczajaca dokladno§é otrzymano przy
awzglednieniu uvkladu skladajacego sie z pigeiu rownad.

Tablica 7
i 1. 2 3 4 5
«l2) 3,20 6,31 9,44 12,58 13,72
Tablica 8
1 1 2 3 4 5
;:g?-)’ 0,10250 0,05067 0,03382 0,02547 0,02042
Tablica 9
# 1 2 3 4 5
pff) —0,16409 0,06548  —0,03682 0,02423  —0,01751

Tablica 10, Wartosci czynnikow K

!
N\ 1 2 3 42_:.. 5

481,27 936,16  —646,12 559,04 506,84

1

2 462,78  —5910,5 6380,8  —3404,5 2924.4

3 —213,18 4258.8 —27994 23795 —11727

4 138,93 —1711,4 17922 —86248 63339

5 —100,97 1178,5 —T7081,0 50777 —158973

Tablica 11
1

N 1 2 3 4 5
Wi
108w, 34005 37679 37812 37833 37833
10 %w, —_— 18423 20149 20286 20304
10— 104, — — 15010 17699 17843
10-1w, — — — 20379 33059
10 2w — — — — 46479

Pierwiastki réwnania przestgpnego (5.16), wspdlezynniki ukladu réwnan (5.5)
oraz wartofci »{*"* podano w tablicach 7,8,9 i 10. Wynik rozwigzania ukladu

rownan (5.5) dla », /=5 podano w tablicy 11.
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Dla zilustrowania procesu zbieznofci wspdtezynnikow szeregu (5.7) dokonano
rozwigzania ukladu réwnan (5.5) kolejno dla #, I=1, 2, 3, 4, a wyniki zamieszczono
réwniez w tablicy 11. Ugiecie plyty w érodku obliczono za pomoca szeregu (5.7)
przy wykorzystaniu jego wspolézynnikéw otrzymanych z rozwiazania ukladu
réwnas (5.5) dla n;1=1, 2, 3,4, 5 podano w tablicy 12.

Tablica 12
1 1 2 3 4 5
w 0
a0 A0 ) =,
i
x 0,0035117  0,0038808  0,0038945  0,0038967  0,0038967
X2 — 0,0003627  0,0003966  0,0003993  0,0003998
x3 — e 0,0000444  0,0000523  0,0000528
PR - — — 0,0000115  0,0000130
xs — — — — 0,0000023
Zx 0,0035117  0,0042435  0,0043355  0,0043598  0,0043646

5.3. Doprowadzenie uzyskanych wynikéw do zranych wzordw dia plyt o stalych
sztywrosciach

Latwo zauwazyé, ze w przypadku plyty swobodnej podpartej o stalej sztywnosci
D(¥)=D,, obciazonej réwnomiernie na calej powierzchni, otrzymujemy na podstawie
nieskoficzonego ukladu rownan (5.1) nastepujacy nieskofczony szereg:

o A9 @)
w(r)— Dy Z f1)5 O 49y,
Mozna sprawdzié, ze suma powyZszego szeregu wyraZza si¢ znang funkcja

q (S—I—v 34w

4
64D, .1+vR 21+v

wipr)= Rzr"'—i—f‘) s
ktéra opisuje réwnanie powierzchni ugigeia wyzej omawianej plyty.

W podobny spos6b w preypadku plyty o stalej sztywnodei D (r)= Dy, utwierdzo-
nej wzdinz obwodu oraz réwnomiernie obcigZzonej na catej powierzehni, otrzymujemy
nastepujacy nieskoriczony szereg:

2GRS < AR
w(r)H—b— T)s_ya“)?éfzz ).

=1

Mozna wykazad, 7e suma powyZszego SZeregll Wyraza sig za pomocs znanej funkefi:

w(r%m ®>-r7).




DRGANIA I ZGINANIE PRYT KOLOWYCH O ZMIENNET SZTYWNOS5CI 367

6. ZAKONCZENIE

Przedstawione w pracy rozwiazanie moze mieé zastosowanie praktyczne w roz-
nych konstrukcjach budowlanych i mechanicznych, bowiem obejmuje problemy
statyki i dynamiki ptyt kolowych, wykonanych z materialu sprezyscie niejednorodne-
go o zmiennych sztywnosciach i dowolnych warunkach brzegowych. Warto doda,
ze bez trudno$ci mozna uwzglednié réwniez wplyw spreZystego podicia typu
Winklera.

Przedstawiony w pracy sposéb pozwala na otrzymanie rozwiazan Scistych,
a wiec takich, ktére umozliwiaja vzyskanie dowolnie duzej doktadnodei i oszacowa-
nia wynikow.

Warto podkreslié, ze w kazdym z rozwazanych przypadkéw warunkow brzego-
wych doprowadzono rozwiazania do nieskoficzonego ukladu algebraicznych row-
nat liniowych, a rozwiazanie nawet duzej liczby réwnan przy zastosowaniu maszyn
liczacych nie przedstawia istotnych trudnosci.* ¢
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Pearome

KOJNIEBAHMA W M3I'UE TINACTAHOK C HEPEMEHHOﬁ KECTKOCTERIO

B paGore oficyxpaeTca 3ajawa, Kacaiomadcd WirHGa B KonebaAmi KpyroBod WM30TPONHOH
MAACTHHEE ¢ MANEIMA W3TEGaMy, ¢ Maccoll ¥ 3eCTKOCTHIO TIePEMEHHEEIX OCECHMMETPRYECKH. Y IH-
TEIBAETCH CBOGOIHEO ONepTHE DUIACTHEEE W JAINEMIEHEHEIC [0 KDl M INIACTHAKE €O CBoBOmHEmM
‘KpaeM, TORBEPIKSH bIE HelCTBRIO0, IPOUM3BOALHO TAPMOHIYSCKE M3MEHAFOMEHCH 80 BpeMCHE Ha-
rpyakm, Kpome Toro ormcas coocol MeUCTBHES IPH HEOLHOPOLHBIX KPACBSIX YCIoBmAX H 0G06-
WAKYTCH PEIlieHus [ MIACTAEKY ¢ NPOHIBOILHO HNEePeMEHHOH KECTEOCTBIO H MAacCOH Fi Ciiydas
-€e CBOOORHOTO OUWPAHWS NO KPALO.

Pemenne prddepennmansroro ypasHerssa xonebanus ¥ wsTrO2 KpyroBol HIACTHOKM mphek-
CTABIECHO € NOMOHIEIC geoiisoro psma ®yphe-Beccens, OCHOBAHHOIC HA CHCTEMS COGCTBEHHBIX
Dyuxugii prddepernEamuoro ypapreEns cBobORHEX KoNebaEHi Xpyrosol ofHopopmOH nmac-
THHER ¢ TOCTOSHHON KECTKOCTBIO WX H3rHG, SABAMOIErocd TPOEIBEHCHEEM YHKIEH KOCHHYCA
B xoMOwHANFR JoHeluol dymkumy Beccens nepsore paga. IIpEMeHas OpTOTOHANHIAIROHELIE
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METON, PEIlleHHEe BOTPOCA CBOAWTCH K GecKOHeMEOH anrefpadveckoil CHUCTEME HEOMHOPOHHSIR
JEHERREX ypapHeHWi, B pesynsTarte peIHCHAH 3TOH CHCTCMEL ITOMYYAETCI KOhQMIMenTE: Papa
®ypre-Beccent, TTomyuesRoe PEEHHES MOKHO TPOCTHIM 06pazoM CBECTH K M3BECTHLIM BHHAM
I cydas ORHOPOXHOE macTHAKH NOCTOAMACH ecTKOCTA. HaroTcad XOHKPESTHBE NPUMEDEI,
RERIOCTPEPYIONTHE [PAKTUYECKOe TPEMEHSHEE NPENCTABICHROTO oOIIEre pelleHHL.

SUMMARY

VIBRATIONS AND BENDING OF CIRCULAR PLATES
WITH VARYING RIGIDITY

In this paper copsideration is given to the problem: of bending and vibration of a circular
isotropic plate with small bendings and sircular-symmetrically varying mass and rigidity of bending.
Plates freely supported and fixed along the edge are also considered, together with plates with
a free edge subjected to an arbitrary load harmonicaily varying with time. Further, the method of
procedure with inhomogeneous boundary conditions is described, and the solution is generalized
for a plate with arbitrarily variable rigidity and mass in the case of free support along the edge.

The solution of the differential equation for vibration and bending of the circular plate is given
by the double Fourier-Bossel series, based on a set of eigenfunctions of the differential equation for
the free vibrations of a uniform circular plate with constant rigidity of bending, which is a product
of the cosine function and a linear combination of the Bessel functions of the first kind. Using the
orthogonalization method the solution of the problem was brought to an infinite set of algebraic
nonhomogeneous linear eguations. Solution of this set gives the coefficients of the Fourier-Bessel
series. The solution obtained may in a simple manner be reduced to the known forms in the case
of a uniform plate with constant rigidity. Concrete examples are given, fllustrating the practical
application of the general solution presented.
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