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ZGINANIE MIKROPOLARNEJ BELI{I WSPORNIKOWE] OBCIAZONEJ
MOMENTAMI

D. IESAN (IASSY)

1. WstEP

W pracy rozpatrzono zagadnienie zginania belld jednorodnej i izotropowej
momentami dzialajacymi na jej koricach w ramach liniowej teorii sprezystosci ciat
_ mikropolarnych. Qdpowiedni dobdr osi Ox, porwala rozwiazaé zagadnienie zginania
mikropolarnej belki sprezystej niezaleznie od problemu rozciggania takiej belki
sitami podluZnymi,

2. ROWNANIA PODSTAWOWE

W catej pracy stosuje si¢ prostokatny uklad wspdlrzednych Ox, (k=1,2, 3).

Niech V oznacza obszar przestrzeni zajety przez mikropolarne cialo sprezyste
o granicy S. Zakladamy, ze w ciele ni¢ dzialaja sity ani momenty masowe.

Podstawowe réwnania statyki jednorodnych i izotropowych cial spreZystych -
mikropolarnych majg nastepujacg postaé [1 1 2]:

iéwnania réwnowagi
(2.1} t,;=0, B, i FCmntma=0.

rownania konstytutywne . S

f157 A8y Oyt ) €351 i
(2.2)
mijzoc%,raij“i“ﬁ%,j‘l“}'(,”j,i,

oraz zwigzki geometryczne
2.3) 8 =5 i+ E5im P

W réwnaniach powyizszych zastosowano nastgpujace oznaczemia: #;; sg to
skladowe tensora naprezenia, m,;, sktadowe fensora naprgzen momentowych,
sktadowe wektora przemieszczenia, ¢, skladowe wekiora mikroobrotéw, ¢, skilado-
we mikropolarnego tensora odkszialcenia, d;; delta Kroneckera, €, symbol per-
mutacyjny, A, i, x, «, 8, 7 charakterystyczne stale materiatowe; przecinkiem ozna-
czono rézniczkowanie czastkowe wrgledem zmiennej x;.

Sily i momenty powierzchniowe (napigcia) dzialajace w punkcie x (x,) na po-
wierzchni § wyrazaja sie wzorami
2.4 Li=Inn;, M=y,

gdzie n;=cos (i, X;), 1, 7a$ jest wektorem chnostkowym normalneg zewngtrznej
do powierzchni § w punkcie x.
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3. ZGINANIE BELEK MOMENTAMI PRZYLOZONYMI NA KONCACH

Rozpatrzmy pryzmafyczng belke wykonana z jednorodnego i izotropowego,
mikropolarnego materiatu sprezystego, ograniczong plaszczyznami prostopadiymi
do tworzacych. Belka ma dhgoéé I, a jej przekrdj poprzeczny Z jest obszarem
Jednospo_]nym i ograniczonym zamknigta krzywa Lapunowa L.

Zakladamy znikanie sit i momentéw masowych; powierzchnia boczna belki
jest swobodna od obciaZen sitami i momentami. Belka jest na jednym koncu
utwierdzona, a na drugim koficu obcigzona momentami M i —M w plaszczyznach
osi wspotrzednych. ‘

Osie ukladu odniesienia Ox, i Ox, przyjmujemy w plaszezyZnie swobodnego

. konca belki, 0§ Ox; jest skierowana réwnolegle do tworzacych i do wnetrza mate-
riatu. .
W plaszczyZnie x,=0 mamy nastepujace warunki brzegowe:

ftgldﬂ-:-o, ftgzdgzo, ft33da=0,
b b z
(3.1 f(x2f33‘|’m31)d0':"”M1af(xltaa—msz)do':Mz,
E p

f (123, — %2 131+ Ma3) do=0,
x

gdaie M, i M, s3 skladowymi momentu M w kierunkach osi Ox; i Ox,.

Sila i moment wypadkowy dzialajace na kazdy przekrdj poprzeczny spelniaja
warunki réwnowagi, tak wigc warunki (3.1) powinny byé spelnione dla x;=#h

{0 <h <)
Na powierzchni bocznej belki mamy nastepujace warunki
(3.2) tatty,=0, mun,=0, k=123, a«a=12,

Zagadnienie sprowadza sig teraz do rozwiazania réwnan (2.1) - (2.3) z warunka-
mi (3.1).

Postugujac sig wynikami prac [3 i 4] staramy si¢ znaleé rozwiazanie zagadnienia
w nastgpujacej postaci:

= =5 (2 4-vx2 —vx2) — aa Vg X+ g U5 (p, Ko atp 0 (31, %5),

- 2 202 1 2
Uy = — VX% —— @ (X3 —v X2 FrxZ)tay o (g, xz)+az 090(X1, X%2) 5

2
(3.3) us={a; x,+a, x,) X5,
@Pr=dy X3,
=ty X3,

Pa=—a, VX0,V X, --ay W (e, X2) a2 W (%4, X3),
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gdzie o (x,, %), W (x4, %), (2, f=1,2) sa nieznanymi funkcjami, a stale @,
(a==1, 2) zostang okreflone w dalszej czedci pracy.
We wzorze (3.3) zastosowaliémy oznaczenie
A
T 2442t

Ze wzorow (2.3) i (3.3) otrzymujenry

(3.4) v

2
8, = —v (@ Xy +a5 x,) o, e0+a, 6%,

839=—V(ay X +ay x3)+ay 8(212)+a2 85.22)’

(3.3)
1 2 1
E12=dy 3(12)‘5‘612 3(19,): 81 =41 8(21)+f123(221),
. 833 =@y X1z X2, &3 =631 =823 =E3,=0,
gdzie
(3.6) £ = o) e W, o fp=12.

Wstawiajac (3.5) do (2.2) otrzymujemy

tyg=d 0'(%)4‘ s 0‘53;) s

(3.7 tya=E(ay %1+ ar %)+ (g ¥ +a, 05, wfp=112,
. Lia=t3y=ty3=13,=0,
gdzie
(3.8) 0= 2 o, 8y t-(uts) e+l o B p=1,2
i gdzie wZyto oznacZenia .

‘ 2pit1) GAF2p+6)
(3.9) _QGu )( p+K) '

244 2u+4x

Z réwnaf (2.2) i (3.6) otrzymujémy
Muy=0, «,f=1,2, mas=0,
mya=a, (BHyv)ta i+ 13,
(3.10) may=as (Brty)+ar 157+ 1),
Mys=—ay (B-tm)+as pSi+a 13,

May= —aty (fo-+y)+ag pS3-+ax 15,
gdzic

(3.1 KO =y, =W, wp=1,2.

Réwnania réwnowagi (2.1) sprowadzaja sie . [po uwzglednieniu zwigzkow (3.7)
i (3.10)] do postaci

(3.12) tap, 2=0, Mya, o +112—121=0,
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a warunki brzegowe (3.5) przybieraja postac
(3.13) typt,=0, miun,=0 na L.

Roéwnania réwnowagi (3.12) 1 warunki brzegowe (3.13) beda spetnione pod wa-
runkiem speinienia rdwnan
Gapr =0,
(319 {8 e —aP)=0, a,fp=1,2
oraz warunkdow brzegowych .
| o' n,= 0, oBn,=0,

(3.15
En=(B+p)na,  pEn,=—(f+p)n, na L.
Tak wiec funkcie o (x, x5), W (x4, x,) sg rozwiazaniem (3.6), (3.8), (3.11),
(3.14) i (3.15) dla plaskiego stanu odksztalcen cial mikropolarnych.
Zagadnienie plaskiego stanu odksztalcenia ofrodka mikropolarnego bylo
przedmiotem pracy [5]. Warunkiem komiecznym i dostatecznym rozwigzania za-
gadnien (3.6), (3.8}, (3.11), (3.14), (3.15) jest spetnienie warunkow [5]

(3.16) [B+mn.ds=0, a=1,2.

Warunki te sa oczywicie spelnione.
W dalszej czedei pracy zalozymy, ze funkcie o (xy, x,) i W (x,, x,) sa znane.
Warunki (3.1); i (3.1}, sa tozsamoéciowo spelnione na podstawie wzorow (3.7)
i (3.10).
Z réwnaft (3.1),, (3.1); oraz (3.7), (3.10) otrzymujemy

K1a1+K2d2;:0>
(3.17) Lyyag+Lizay=M,,
Lyia+Lypyay=—My,
gdzie .
K= f Exi+AadDydo, K= (Exz—f—,w(z))da,
z

2y 0

Ly, :f [ (Exl+/1v(1))—ﬁwf12)+ﬂv+y]da,
T . S

Gy L= ] Bt i) —pwPlde

E

Lyy = [ [x2(Bx, A0+ pw Y] do,

z

Las =f [x, (Etz—i—ivm)Jrﬂw(z)—i—ﬁv—l—y}

E
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Rozwazmy teraz transformacie
(3.19) X =x; =T, Xp=Xy—x3.
Wielkoéci K; i K, w nowym ukladzie odniesienia oznaczamy przez K, i K, Ze
zwiazkow (3.18) i (3.19) otrzymuiemy
(3.20) _ K,=—FAX"V+K,, K,=-FAx]+K;,
gdzie A jest polem powierzchni przekroju poprzecinego.
Dobieramy nastgpnie x9 i x w ten sposob, aby

{3.21) K,=0, K,=0.
Z townan (3.20) i (3.21) otrzymujemy
K K,
o 0 _
{3.22) xl_EA , Xy = I7

Tesli x° i x2 przyjmuja powyzsze wartodcl, to pierwszy ze zwigzkow (3.17) odniesiony
do nowych osi wspdhrzgdnych jest spelniony toZsamo$ciowo.

W dalszej czesci pracy zakladamy, Ze przeksztatcenie (3.19), w ktdrym X0 1 x5
przyjmujg wartodci (3.22), zostalo wykonane od samego poczatku i nowy uklad
wspolrzednych bedziemy oznaczal przez Ox, X» Xa.

W tej sytuacji zwiazki (3.17) redukujg si¢ do postaci

Lyya+Lia,=M,,

(3.23) .
Lyya,-+Lya,=— M.

Wykazemy, Zc liniowe réwnania (3.23) okreélaja state @, i a,. Zakladamy, Ze
gesto$é energii wewngtrznej [2]
(.29) 20 (u, g)="ty; sty (oj,t—/lskk eyt (ptr) ey Srcrl-
' B 1 S 1 I IS o 1L TR w0 l‘PkI

jest dodatnio okreflona formg kwadratowa.
Rozpatrzmy dwie sprezyste konfiguracie u;, @), &, 1;;, m;; oraz u), 0 e tips
m;,. Je§li zauwazymy, Ze

G25 20, s ut”, @ y=11; ey 0y,
to otrzymujemy
UQ', o'su’, p")=U", 9" ;% 9,
U, ¢ u, 9)=Ulu, 9).
Wiadomo z prac [6, 7], Ze

f(t:u';—{—m; ;) do= f(t”u' | @) do= Zf U, ¢'iu’, ¢"Ndr,

L

(3.26)

(3.27)
[ @ w=m, pydo=2 [ UG, 9)dr,
s ¥

gdzie wielkobci #, 1 m; s3 dane wzorami (2.4).

Rozprawy Inzynierskie — 10
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Réwnania (3.3), (3.7) i (3.10) mozna napisa¢ w postaci

(1
) ; =y u(fl)+az u(eZ): Pi=d ';0! )+d qp
(3.28
ty=a; P 4a, 1, myy=a, mP+a, mﬁ’,
gdzie
(6) — ! 0 { - t
uy = ——(Yngvxl*vxz)—l— ) U= —vxy b2, u=x x5,
g0(11) 0, qag_”= X, q){l):—vngi—wm
WP = —wxxp o, u = —*(xa“‘vx te) o, P =xs ¥,
o P=xy, ¢P=0, P =vx, Fw®,
1‘(1) i}r)= t§3)=Ex1+?wf,f),,, t(]) t(l) =0,
i@=e, =Exde,,  1@=10=0,
G2 o i @)
_ My =1,y =y =m53=0,
n-t(lla)#*])).p U s (1) [)’W(l) 1)*?W(D }8'—?1"7 n?(i):ﬁw,(?_ﬂv_‘y’

PR N Y A R e
Patwo wykazaé, ze
(3.30)  2U(u, @)=al U, rp(”)—é—Za a2 U(u“) VoD oY U, o).

Energia wewngtrzna wynos1

(331 W= [ U, pyde=ai Wri 201 @ Wiatd3 W,
¥
gdzie .
. Wn:f U(u(l), W(l))d.r’
(3.32) v

: Wu:f U™, ¢4 | o) de, sz=f U, ¢y dr.
v .

v

Poniewaz energia wewnetrzna ma postaé.dodatnio okredlonej formy kwadratowej,
to
(3 33) » G W.Ll W22—Wf'2>0

Stosujemy teraz wzory (3 27) do konfiguracji #; W goﬁ"", ..., m . Na powierzchni

x;={ mamy
10=10=0, =18, mP=mf, mnP=n§), mP=0,

(3.39) : WP =10x, ¢’(11)‘ , g =—1,
D=, ¢P=1, ¢P=0, «=1,2,
a na powierzchni x,=0 .

(335) ti“): tgx)z() , ug“) ={, (p(la):,.;o{z“) =0, mg")_.—_,():, coa=1, 2
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Biorac pod uwagg warunki brzegowe (3.2) 1 zwigzki (3.29), (3.34), (3.35) otrzy-
mujemy ze wzoréw (3.27), i (3.32)

(336) ZWilzlel, 2W22:IL22.

Jesli zastosujemy wzor (3.27); dla w,=u", ¢,=¢ oraz u=ul?, ¢}

i

i wykorzystamy zaleZnodci (3.29) i (3.32), to otczymamy

2

(3.37) QW =1L =IL,.
Ze zwiazkow (3.33), (3.36) i (3:.40). wynika, Ze
(3.38) d=L,, Ly—L37,#0;

tak wiec ze wrzoru (3.23) uzyskujemy ostatecznie
1 1
(3.39) ai=E(L22 My+Li, My}, a= _”E(Lll My+L, M),

W ten sposob wykazali$my, e rozwiazanie naszego problemu ma postaé (3.3),
przy czym funkeje o7 (xy, x,), w® (x4, x,) (¢, p=1, 2) s3 rozwigzaniami plaskich
zagadniefi stanu odksztalcenia ciata mikropolarnego (3.6), (3.8), (3.11), (3.14),
(3.15), stale za$§ a4, a, dane sa przez wzory (3.39).
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M3THME MUKPOLIOJIAPHON KOHCOAEHOM BAJIKH,
SATPVKEHHON MOMEHTAMM

B pabore paccMarpuBaeTes BOGPOC M3ruGa ofiHOPORHOH B E30TponHGH GanKm mop BIEAHHEM
MOMEHTOB, NEHCTBYIOILEX HA €€ KOHIAX, B PaMiaX ARHCHAECH TCOPRE YOPYTOCTE MEXPONOJIADHEIX
Tem. PaccyXesns OCHOBLIBAIOTCA HA MOJCNE MHEKPOIOIAPEOTO TeNa, paspaboranmoi A, 1, Dpre-
TEHOM.
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SUMMARY
BENDING OF MICROPOLAR ELASTIC BEAMS BY TERMINAL COUPLES
The considerations presented in the paper concern the problem of bending of homogeneous
and isotropic beams by terminal couples on the basis of the lnear theory of micropolar elasticity,

The model of the micropolar body is due to A. C. ERINGEN.

WYDZIAL MATEMATYKI T MECHANIKI
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Praca zostala zlozona w Redakcfi dnia” 14 grudnia, 1970 r.






