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MALE PUNKTOWO-SYMETRYCZNE
DRGANIA OSRODKA SPREZYSTEGO
ODKSZTALCAJACEGO SIE Z UPLYWEM CZASU

BERNARD D-USZCZYK i ZBIGNIEW WESOCLOWSKIT

Wszystkie dotychczasowe rozwiazania zagadnienia drgani i statecznodci w nie-
liniowej teorii sprezystodel dotycza przypadkéw statycznych. Powstaje wiec pytanie,
jaki wplyw na krytyczne odksztalcenie ma deformowanic sie ciata ze skofniczong
predkodcia. W szezegdlnoscl interesujace jest pytanie, czy krytyezne odksztalcenie
w tym przypadku odpowiada stanowi blizszemu stanu naturalnego niz stan krytyczny
przy odksztalceniu statycznym, czy tez tak nie jest. Innymi stowy: czy ruch ciala
wplywa na cialo stabilizujaco, czy tez nie. Jak sie zdaje, w chwill obecnej trudno
udzieli¢ - ogdlnej odpowiedzi na to pytanie. '

W niniejszej pracy podamy odpowiednie réwnania dla petnej kuli, ktorej promient
zmienia si¢ jednostajnie w czasie. Jest to jedna z najprostszych mozliwych sytuacii.
Jednak nawet dla takiej kuli otrzymane réwnania sa tak skomplikowane, Ze nie ndalo
sig ich analitycznie rozwigzaé w przeciwienstwie do przypadku statycznego rozwig-
zanego w [1]. Udalo si¢ natomiast zbadaé blizej dwa przypadki drgani, mianowicie
drgania promieniowe i ptaskie. N

1. RUCH PODSTAWOWY

Rozwaimy pelna kulg o promieniu poczatkowym a. O materiale zakladamy,
ze jest sprezysty izotropowy o najzupelniej dowolnej charakterystyce fizykalnej,
Wprowadimy kulisty ukdad wspdtezednych », 8, ¢, ktdrego poczatek pokrywa sig
ze $rodkiem kuli. Oznaczmy przez R, 6, @ wspdlrzedne, ktére punkt (v, 8, ¢) zajmuje
w chwili # i rozwaimy deformacje

(L.1) R(@®O=r(l-ten, 0(O=8, dO=9p,
gdzie ¢ jest ustalonym parametrem. Zgodnie z (1.1) promien kuli w chwili # wynosi
(1.2) ‘ A (=a (14

Dalej pokazemy, Ze deformacja (1.1) moze byé wywolana samym tylko ciénieniem
g (7} przyloZzonym na powierzchni kuli R=4 (1).

Przejdziemy do rdwnari ruchu odpowiadajacych deformacji (1.1). Zatézmy,
Ze wspdtrzgdnymi konwenkeyjnymi 6 sa wspohzedne r, 8, p. Oznaczajac przez r
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" oraz R (t) wektory potoZenia punktu 6 odpowiednio w chwili £=0 oraz t wyznaczamy
zgodnie z (1.1) wektory bazy g, dla t=0 oraz G, G' dla ¢

L3 or G- JR o
() g~ 261 ° i agi’ i =
g1=¢1, . gx=TFey, ‘ g3—F sin 19'33,
(1-4) G1:(1+Ct) €1, G‘zzr (1+Ct) ez, ’ 3—_—?' (1+Ct) Sin 19 33 N
Gl=(l+en)~te,, G*=rt(ltef) e, S—p=1(l4ct) tsin ' e,,

gdzic e, e, e; sa jednostkowymi wektorami: promieniowym, potudnikowym i row-
 noleznikowym. Wynika stad, Ze tensory metryczne g;;, & gt dla t=0 oraz Gy;, G¥ dla
t wynoszg odpowiednio (wzory podane sa np. w pracy [2])

| 1o 0 £ 0 0
(1.5) g;=|0 r? 0 , g¥=10¥¢?* O
0 0 r2sin?@ 0 0 r-2sin~22
Oraz
(1.6) ij=(1+6'f)2 8ij» GH=(11cty~% g".

Przed sformulowaniem réwnai ruchu nalezy wyznaczyé piezmienniki Ty ten-
sora odksztalcenia, tensor naprezenia 7%, gestosé p (1), symbole Christoffela 17,
i przyspieszeme d'. Na podstawie [2] wyznaczymy kolejno te wielkoscei:

wn I,=3(1+en?, L=3(11ct)", L={1%ct)8
oraz '
(08)  riler?eortsin? §o0 =W, 42 (1+el)? Bt (I+e)™ Vs,
przy czym ¥, okreflone sg przez Wzory

2 IW 2 oW BW
=L TR =2VL g,

Poniewas masa nie zmienia sig Z uplywem czasu, przeto z (1.7); wymka e gqstosc
p w chwili ¢ Wyn031

(L.9)

(1.10) p (By=(l-tet)~? ,5, - p=p(0).
Symbole Christoffela II-go rodzaju Il w chwili # wyznaczamy ze WZOr6w
(L11) [ G (Gogy it G s— G )
¢o zgodnié z (1.6) prowadzi do formul
0L.12) [Y,=wr, Il=-—rsin?§, TZ=—sindcosd,

Iy, *Iﬂ Ffa ng# rt, 3= r3,=ctgd. :
Pozost‘ﬁe symbole drugiego rodzaju sq réwne zeru. Nalezy podkreslié, Ze symbole te

sa niezalezne od czasu f, natomiast symbole pierwszego rodzaju I ktorych tutaj
nie przytaczamy, zaleza od czasu . .
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Przejdziemy do wyznaczenia predkodei i przyspieszenia. Zgodnie z (1.2) 1 (1.4)
znajdziemy

2]
v 3; ei—_-c(mst:afh =¢F (1+CK) G,,

%]
a= Jt? 6i=coust:0,

Przy umowie, ze wszytkie wielkoéci bedziemy rozkladad w bazie G;, GY, otrzymamy

(1.13)

(1.14) ' v =(cr (14-¢)"1,0,0), ai=0.

W dalszych obliczeniach bedzie potrzebna pochodna czasowa wektora G,.
Zachodza réwnodcei

. [aGi] R av G .
i( 13) at ﬂlmconst_ ot oot mﬁﬁh P Vi

Podstawiajac (1.8)—(1.14) do réwnan ruchn
(1.16) , Viti=pa’,

stwierdzamy, Ze sa one tozsamodciowo spelnione. Ruch (1.2) jest wige dynamicznie
mozliwy. Korzystajage z (1.8); moina wyznaczyé cinienie g (). Poniewaz

{1.17) —gn=1n; G;.
‘wige zgodnie z (1.4) i (1.6) otrzymujemy

(1.18)  g= =ty = — (1 def)? 1l

2. RucH DODATKOWY

Rozwazmy ruch mato réznigey si¢ od ruchu podstawowego R=R (¥) opisanego
za pomocg funkeji (1.2). W tym celu oznaczmy wariacje wektora R przez aw i rozwaz-
my tuch '

(2.1) R()=R (D+ew (1),

gdzie & jest malym parametrem. Kazdy z wektordw (2.1) zalezy réwniez od r, 3, ¢.
Na skutek tego ruchu dodatkowego kazda z wielkoci podanych w poprzednim uste-
pie doznaje pewnego przyrostu, ktérego linlowa czesé oznaczymy znakiem «prim».
Ogélna teoria takiej deformacji podana zostala w pracy [3]. Obliczenie niniejsze
oprzemy na podanych tam wzorach, jak réwniez na formulach okreslajacych przy-
rosty przys$pieszen podanych w [4].

W celu jasniejszego przedstawienia zagadnienia powidrzymy tutaj wyprowadze-
nie wzoréw dla przyrostow predkodei 1 preyépieszed. Pozostale wzory podamy za
2131
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Wyznaczmy najpierw wektory bazy G; odpowiadajgee; ruchowi (2.13. Mamy
oczywiscie

AR - dw ,
(2.2) ' G:." :W:Gi‘i‘"ﬁ' fmGi—FSGi.
_Wektor w rozklada¢ bedziemy zawsze w bazach G, oraz G':w=w, G'=wi G,.
Przy takiej umowie mamy
2.3 G,=G, V,W.

Z iadania, aby G G = ¢}, znajdujemy
e Gi=Gi1eG, G'=-GV,w.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia predkosci i(t) odpowiadajacej ruchowi
R (1). Zgodnie z (2.1) i (1.15)

I I S W T
( ' ) v= E‘— Bi = const 52‘ gl=const —I_S at (W Gr) gi=const =

]
=g G,JrslG,“é_ WG WV, w]

Mnozge (2.5) obustronnie przez G*+&G'%, otrzymujemy

*
vh =gk I gp'¥,

@6 w2 s v b D [3]
‘ o = wh-w" V, 0¥ —o" V, wh D 27 1o conet”

Dla przyépieszenia a* otrzyniujemy

2_-7 *ta*] —[a{’G [GD e G ,,]”
( ' ) = EV- 0i=const B E v ,-Jrg r Dt ¢ +W P V,."t') Gi:cunstl
Wykonujac wszystkie rézniczkowania otrzymuje sig
2

" D?

% i D D
(2.8) a;G,. [D o'+ G, V. v lG wH(G, V, o) Dt w4+

D D
+ (“137 wp) G, V,v"+(G, V, v") (V, v9)-+w" G, Dr (v, w")l
i po obustronnym pomnozeniu przez G'| G
a=a'eq’,

-2 ite'Y,
a——% " ‘Z)
(2.9) Dt

=2 [
at=rs w2 (V, ‘z)) — W

W (V, 2%) (¥, o")—(V, wi) a”,
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Przejdziemy teraz do wyznaczenia a’' dla rozpatrywanego ruchu (2.1), jesli
ruch podstawowy okreslony jest przez (1.1). Oznaczajac kowariantne wspdirzedne
wektora w przez w, v, w zgodnie z (1.6), mamy

u v W
(2.10) wl= (IJr t)z , 1—112=r—2(1+T)2, w3= PO e el g
Podstawiajge (2.10) do (2.9) otrzymujemy
| " u %2 cit s ctu
(1+ef)? {(1ct)? (14ct)*
v v v
2.1D) PRg't= REWTE -2 ALty +2 U e
2g5in?2 9q" v ci -+ o

- 2
T (L ter? 2 (A+ety® "7 (Ldet)*?
przy czym kropka oznacza rézniczkowanie wzglédem czasu ¢ (przy ustalonym 8°).
Korzystajac z [2] przejdziemy do wyznaczenia przyrostéw dalszych wielkosci,
odpowiadajgcych zmianie R (¢) na R (). Oznaczajac indeksami r, 9, ¢ rézniczkowa-
nic wzgledem r, 9, p mamy

Gl = —(l+et)* G =2y,
G;z rH(14et)* G2 =2 (vy - ru),
. G;sm —:4 (14-¢t)* sin* 8 G'33 =2 (w,+ru sin* §4-vsin Jcos 9),
@12) Ghy=—r* (1+cf)* sin® 9 G'P =wy v, —2wetg 9,
Gy =12 (14ct)* sin® § G =uy 4w, —2r~ L wy
Gia=—1*(I+et) GV =uy v, 2r 1o “
(2.13) G’ =2r* (14-c)* sin? 9 Lw;
(2.14) L=2Lw, I,=4(l4ct)*Lw, I,=2(14cf)*Lw;
(2.15) - p'=—p(l--e)~ Lw;

(et "M =[H—(1+ct)* ¥, +P5] Lw—2 [(L-+et)* Pot-Ws] w, .
P2 (1 ety T2 = [H—(1-+ct)? ¥, W] Lw— 1
' —2[(14-et)* !I’er‘F:,]( —5 vyt )
r2sin? (14} v =[H—(1+ct)* ¥, + V5] Lw—

B . 1
(2.16) —2[ﬁr 223 e —I— +w~v ctg 9] ,
résin® 8 (I4-eH)* v'23 = —[(14-e0)* ¥, 5] (ot wa—2w ctg 9,

2
rsin? 8 (I4-et)* 730 = —[(1 -+ et)* ¥, 4+ ;] (u¢+w,. - w) ,

2
r2(Iteyt o= —[(tet)* ¥, + V] (umr-r"") ,
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gdzie H jest funkeig materiatowa, a L operatorem rédzniczkowym, okreslonymiwzo-

rami
0 1 1 ‘ 2 1
{217 LWV=L{,.+"F7)9—Emp1)¢-{—7u+r—zwctg 9;
H=2(1-en)* [5011‘;‘4 (14-ct)* ¥y +-(14-ct)® Wss+4 (1-Hch)® Paa b
. 4 _ 2
\(2.18) +2 (1+CI) W31+4 (14 Cf) y112} E]

v 2 2w
KUV eI ol

Przyrosty symboli Christoffela drugiego rodzaju okreélone s formutami (')
(1-fe)? ri=u,,
. , 2
(et Iy =ugetru, %,
(14-¢t)? T =thp+rit, sin? -+ug sin § cos $—u sin® §—

2 2
+~—ypsin 8 cos 3~7w(p,
r

, I 1 2
(-4-et)? A =tg,— 1, otgd o, —— wah——w ctg 3,
__ , 1 it 2
(1+-e)? Fai=urrp_7 Uy _Twr'}'—r?wa
, 1 1 2
(1+‘r:t)2 Ii=ug— —U Y —i——r-z—v,
2 2
r2 (1-+et)? F;.i'=vﬂ' A ‘Z),.+“-2—‘Z),
(2.19) or T
r? (14-ct)? Ik =055+ 2rug+ro,— 20,
#2 (1+4-cf)? I'y3 =,p+7v, sin® -+, sin 9 cos §—2w, ctg J—2,

12 (14ct)? T2 =vg,+ru,—v, cig §—w,y ctg 32w ctg® 3,

2 2
r2 (1tet)? 2=, — Ve Wit ‘9+T wietg 3,
. » 2
72 (+ety? Fu:%‘g—i—f‘%——r“%—ﬂ,

’ 2 2 :
P sin? § (L et T3 = g 0,

r2sin? & (14-ct)? T3 =wye+rw,— 2wy cig 8—{—214) ctg? 9,
r2sin? 8 (14-ct)? I'y3=Wee-t-2r1, sin? 9-+2v, sin & cos 9-+rw, sin? §-+

Ly sin & cos §—2w,

(8) Nalezy podkredlié, #¢ w omawianym przypadku nieprawdziwy jest wzor I;:C P =V Ve
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{2.19)  r%sin? & (I—i—cr)2 I3 =wget+ug sin? 4o, sin 3 cos 92w ctg 9—,

[c.d.] . .
?sin® 3 (1+er)? Iy =w,,+ru, sin? 9+, sin S cos §—

2 i 2
—— Wy~ sin? 9—T31n8cos 3,
, :

: 2. 2
r2sin® 9 {I++ef)? ' 3=wg—w,ctg 8*71-9_9-5-]—_ wetg 8.,

Podstawienie (1.8), (2.11)-(2.19) do réwnan ruchu
{2.20) Voo A L Y =patthp’ @
prowadzi do uktadu trzech réwna rézniczkowych

2 2 1 1
(2.21) M (u,,Jrr s u)-l— P(u‘gg"'i"ug ctg 3—!— e uw)—i— _

1 2
’1’;5" (M —P) (v,p+v, ctg H— ) M ('U.u‘l"v_ ctg N+

_§_

1 . u
st g M—Pi W= 3 Mww:”( ) g

i+ct

{2.22)  (M—-P) uyt+— Mu3+P(v,,—§- ww)—l—

2gin? §

1 1 . 1
T M (+ “Ed ey _?’)HM—P)mWM +

: 0 \"
s sm?'SMw cth p(l-}—ct) }

2 1
Q29 (M=P) tyy+— Mug i3 (M—P) vy |- -

1 1 1
+-5- (M+P)v, ctg $+-P (w,,,, -I-Wr; Wop— Wy~ ctg -+

s M
+r‘"si[ﬁ&lﬂ/fw""”ﬁ'o I4ct] °

gdzie M i P sg znanymi funkcjami ezasu { nas{l;puja,cej postaci:
(224) M=) P42 (Thet)* Yo b T2 (I eh)* [¥y, +4 (1 ed)* ¥aa+
F(14c)® Paat+4 (14+et)® ¥oa--2 (1en)* ‘1131—5—4 (1—{—(::‘)2 R
P=(14ct)? !P'1+(1+ct)4 7,.
Jest widoczne, ze M () oraz P (t) sa liniowo zalezne jedynie dla bardzo szczegdlnych

materiatéw, Dalej bedziemy zakladali, ze rozpatrujemy material, dla ktérego M (1)
iAP (f) s3 liniowo niezalesne. :
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Opisanemu ruchowi moze odpowiadaé caly szereg warunkéw brzegowych za-
leznych od sposobu obciaZenia kuli. Szczegdlowe omowienie szedciu z nich podane
jest np. w pracy [1]. W niniejszej pracy podamy odpowiednie wzory tylko dla dwu
najprostszych przypadkow,

Zakladamy, ze przy ruchu zakléconym R (1) kula obciazona jest jedynie cisnie~

“niem hydrostatycznym ¢ (¢); stad wynika

(2.25) - T, Gy=—qn,
przy czym

*

. : 1
T/G—“%f — ni—ISIﬁZ(ﬁi/—w—W, 0, 0).

Mnozac skalarowo (2.25) obustronnie przez é":GH—aG”‘ otrzymujemy

(2.27 ik gGie=0, 4 ¢G*=0 dla r=a.

Warunek (2.27), jest powtérzeniem warunku {1.18);. Podstawiajac (1.8), (1.18),.
(2.12) i (2.16) do (2.27),, mamy

(2.28)  [HH-(+et? P +2 A4et)* P+ ¥l u+

‘ 1 1 u v
+[H-—(1 —k(,‘f)z lpl—;—‘Pa] (’_2 ‘U‘g“l“m 1-9(9—{-27—5‘;‘2_ ctg 19):0,,

v W
gt —2-7=0, 11(,,‘—%—w,,—~2»’_—'=0 dla r=a.

Znacznie prostsze warunki brzegowe otrzymamy zakladajac, Ze kula obcigZona.
jest za poérednictwern dostatecznie sztywnego pancerza. W tym przypadku

(2.29) ~ y=v=w=0 dla r=a.

Funkcje u, v, w musza spelniaé odpowiednie warnoki poczatkowe.

Uldad (2.21)-(2:23), (2.28) i odpowiednie warunki poczatkowe moga byé pod--
stawa badafi statecznosci kuli odksztalcanej w opisany sposéb. Jednak ze wzgledu.
na jego zlozonoéé nie bedziemy tutaj rozwazali tego zagadnienia, a ograniczymy sie:
tylko do badania szczegdloych przypadkéw ruchu dodatkowego.

3. ROZWIAZANIA TRYWIALNE

Podany wyzej uklad réwnaii (2.21)-(2.23) ma caly szereg rozwigzan trywialnych,,
ktére mozna uwaZaé ze pewien sprawdzian jego poprawnosci. Oméwimy tutaj ko--
lejno kilka z nich.

1. Rozwiqzanie zerowe. Poniewaz ukiad (2.21)-(2.23) jest jednorodny, istnieje:
rozwiazanie '

(3.1 u=v=w=0,

odpowiadajace faktowi, ze ruch podstawowy (1.1) jest zawsze mozliwy.
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2. Sztywny obrot dokola osi 3=0 o staly kqt. Latwo spmwdzw Ze omawiany
uklad réwnan ma rozwigzanie

(3.2 u=v=0, w=r?(l+c)?sin® &
Korzystajac z (1.4) mozna wyznaczy¢é wektor przemieszezenia
{3.3) w=wG?=r (1+ct)sin J e;=Rsin J ey,

Widaé stad, ze (3.2) przedstawia staly w czasie obrét dokola osi 8==0. Latwo spraw-
dzi¢, 7¢ obrdt zalezny od czasu nie spelia (2.21)-(2.23).
3. Translacja ze stalq predkosciq. Rozwigzaniem (2.21)-(2.23) jest réwniez

(3.4) u=Vt(l+etycos§, o=—-Vir{ltect)sin g w=0,
Na podstawie (1.4) mozna stad Wyinaczyé wektor dodatkowego przemieszozenia
3.5) 0 w=w, G'=TVre, cos 9 Ve, sin 8= Vie,,

gdzie e, jest jednostkowym wektorem w kierunku 8=0. Kula przemieszcza sie
wige jak cialo sztywne w Ikierunku 8=0 z predkoscia V. Ze wzgledu na réwno-
uprawnienie wszystkich kierunkéw mozliwy jest rowniez rich w kierunku dowolnym.
Oznaczajac przez Vi, Vi, V3 wspdlrzedne iej dowolnej predkosci w kartezjafiskim
uktadzie wspohrzgdnych {x,}, mamy przemieszczenie

'(3.6) p ]:pr=(V1f, sz, V3f).

W celu otrzymania wspdirzednych wektora w w kulistym ukladzie wspotrzednych
nalezy przetransformowaé (3.6) zgodnie z¢ wzorami

(3.7 : w; =ﬁ W,
, W= W
oraz
Xy =r{1+ct)sin S sin ¢,
(3.9 xy=r (Idccf)sin $cos g,
© Xg=r(l+et)cos 3,
skad otrzymuje sig
u=w; =V, { (14-ctysin $sin g+ ¥, ¢ (1+er) sin & cos p-+
+ V5t (1+ef)cos I,
(3.9 v=wy=Vy ri(1+ct)cos Isin g+ ¥, rt (1-}-ct) cos 3 cos @~
— V5 rt (I4ct) sin &,
w=1wy=V rt (1-ct) sin $cos p— V, rt (1 +¢f)ysin S sin ¢.

Rozwigzanie (3.4) otrzymuje sig 7 ogolniejszego (3.9) przez przyjecie
(3.10) Vi=V,=0, Vy=V

Przy poszukivx;aniu rozwigzan nietrywialnych ograniczrymy si¢ do zagadnienia
. osiowo symetrycznego w=0, d/dp=0. Rozwigzania poszukujemy metoda Fouriera,
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rozktadajac przemieszezenia w,v w szereg wzgledem funkcji kulistych Y, (9%
(wielomiany Legendre’a argumentu cos &): -

Y= 20’.“ (f', t) :Yn ('9)!

ny

(G.11) o 3
) 7J=IZ rﬁn (r:' t) ﬁ qu (‘9)

Podstawienie (3.1} do réwnan (2.21)-(2.23) prowadzi do ukladu rdéwnad

g2 29 2y 1 R 1
a, + o S oy % T 2 % —x|P rﬁauﬁjiﬁu_ﬁﬂ" +

o roor ar

(1 a 1 )] , 7 ( oy )
‘ _ 7 M roar r_zﬁ" =P Ttet]”
G.12) (1 2 2 ) P( 12 & 2 4 )

M T" E C(|1+'}'2“ o ‘% - v a O'Jl_;_ a 3 ﬁ +T Ir /))n -

' . 9 ( B )
gdzie _ “KM ﬁn p.ﬁé;a_ T_l__E »
(3.13) | =nfa.

Réwnania (3 12) otrzymano z (2.21) i (2.22) przez podziclenie odpowiednio
d i
przez Y, oraz— 73 Y. Pomewazﬁ_o, wigc w daiszych rozwazaniachy nalezy

odrzucié (3.12),, jesli n=0. Mimo, Ze rozwazane zagadnienie jest geomelrycznie
proste, otrzymany uklad jest bardzo skomplikowany i znalezienie ogélnego rozwig-
zania jest, praktycznie biorge, niemozliwe,

W celu znalezienia rozwigzania szczegdlnego zalézmy, iZe funkqe o, (1, 1)
i 8, (r,t) sq analityczne i maja nastgpujaca postaé

(314) Gy (f’, t‘):A (') 4 (t)! 18!1 (I', t) =B (J) X (f)
Rozwazmy wige sytuacje, gdy zaburzenie,s zachowujac swa postad, zmienia sig
Z czZasem, .

Podstawiajac teraz (3.14) do (3.12) otrzymujemy nast¢pujacy ulkdad réwnan
{(«prim» oznacza odiad rézniczkowanie wzgledem r, podezas gdy kropka oznacza
rozniczkowanie wegledem 7):

2 2 K K
x () M A”‘"|—'";‘A’—'};2* A—"}“B"‘l'r—?_B -

: ok N . x \
s +x(f)P(f)l“—r7A+TB +r_2B]=pA(1—§—ct) ;
(3.15) 1 : _
x(t)M(z)[ 4+ A-“*BJ—;—

. 2 1 ,
+x(t)P(r)[Hr~A’+B”—I—rB’l=PB(1+ct) ,
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gdzie funkcje w klamrach sg funkcjami tylko zroienne r. Je§li n=01 B=0w pewnym
obszarze, to na moey (3.15), otrzymujemy w tym obszarze 4=0 i nie ma drgad.
Podobnie, jefli w pewnym obszarze 4=0, to z (3.15), wynika B=0. Przy n£Q:
funkcje 4 oraz B moga wiec byé réwne zeru tylko w odosobnionych punktach..
Jesli n=0, to zgodnie z podana poprzednio dyskusja réwnanie (3.15), nalezy odrzu-
cié. Wezmy najpierw pod uwage n5£0. Po podzieleniu réwnas (3.15) odpowiednio-
przez A 1 B przybieraja one nastepujaca budowe:

K, () @@O+L (mSE=T, (0,
K, (r) QO+ 1, (r) S(H=T,(1).

Po zrézniczkowaniu (3.16) obustronnje wzgledem r, otrzymuje sie.

(73.16) '

R ERY) K (NQOAL(NS@H=0, K, () Q@+L; (1) S{t)=0.
Dla kazdego z réwnad (3.17) moga zachodzié nastepujace przypadk1

L. K" (r)=0, L' (r)=0.

Wtedy wiec C, Q()+C, S(H=T(1) (gdzie C,, C2=const).

2, K'(r)=0, é(1)=0; skad wynika, #e y ()=0.

3, L' (1)=0, Q ()=0; skad wynika, ze y ()=0.

4. K'(r}/L'(r)= — C, R(1}/S ()= C gdzie C jest dowolna stal. Pocigga to za sobg.
zaleimo$é T (1)=DQ (t}), M (£)=CP (1).
. Po wykluczeniu trywialnych przypadkéw 2 oraz 3 [por. (3.14)] pozostaja przy-
padki 1 oraz 4. Przypadek 4 nalezy wykluczyé, gdyz spelnienie réwnoei M ()=
= CP (#) jest mozliwe tylko dla pewnych szcezegolnych materiatéw. W zwigzku z tym
bedziemy rozpatrywali tylko sytuac;e kiedy dla obu 1ownan (3.17) zachodzi przy-—
padek 1. Mamy Wu;c

2 K I o
A”+ A’_}TZ_A_TB’+? B=k, A,

o I his
“*FA'—TB' +’j B=fk, A
(3.18) -1 2 K
TA'+FA_F B=k, B

1 2
= AHB B =k B

ogdzie ky, Ky, ks 1k, s statymi.

Jedli x#0, to (3.18) jest zawsze ukladem sprzecznym i (3.12) nie ma rozwigzat
postaci (3.14), Jesli natomiast n=0, to réwnania (3.18); 4 nalezy odrzucié. W tym
przypadku mozna zalozy¢ B=0, §/39=0 [por. (3.11) dla n==0], skad zgodnie z (3.14)
i (3.11) wynika f=0. Uklad (3.15) redukuje si¢ wigc do jednego réwnania

, ) IEPRE
(3.19) X (1) M(2) (A”+,. ",._zA)"f’A(1+cr) ’
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ktdre rozpada si¢ na vklad dwu rownan

2 2
(3.20) A A= Ak A=0

oraz

( x ) e MAtey x|
1-}-ct 1-4-cf ’

gdzie & jest staly sprzezenia. Réwnanie (3.20) mozna sprowadzi¢ do réwnania
Bessela (por. np. [5]). Rozwigzaniem ogdlnym jest (C; i C, sa statymi calkowania)

(3.22) _ A=Cyr= 12 Iy (k)4 Cyr =2 Ty, (hr).

Poniewaz J_;), (kr} jest nicoznaczone dla r=0, wiee nalezy przyjaé C,=0.

Pozostaje rozwiézanic‘ réwnania (3.21). Dla dowolnego M analityczne rozwiaza-
nie ogdlne nie jest znane. W szezegdlnych przypadkach (3.21) moze zredukowaé sig
do réwnania oscylatora harmonicznego, réwnania Mathieu, réwnania Lamégo iin-
nych. W wiekszoéci przypadkéw odpowiednie rozwiazanie jest funkcja oscylujaca.

Zakladajac, ze rozwigzanie réwnania (3.21) zostalo juz znalezione (np. przy po-
mocy numerycznych metod), przejdziemy do warunkéw brzegowych (2.28) lub
(2.29). Warunki te naktadaja ograniczenia na funkcje (3.22). Okazuje sig, ze warunki
(2.28) nie mogg by¢ speknione, poniewaz C,=0. Mozliwe jest natomiast spehnienie
warunkéw (2.29) przez przyjecie takiego k=k, ze

(3.23) ' Jsy2 (k) =0.

Ostatecznie otrzymujemy wiec waiosek, Ze rozwiazanie o postaci (3.14) do-
puszcza jedynie drgania promieniowe. Drgania te nie moga spelni¢ warunku brze-
gowego odpowiadajacego obciaZzeniu hydrostatycznemu. Uktad (3.12) nie dopuszeza
wice przy obcigzenin hydrostatycznym rozwigzania o postaci (3.14)

4, FALA PLASKA

Jesli abstrahowaé od warunkdéw brzegowych, to (3.20) i (3.21) przedstawia fale
kulista w oérodku deformujacym si¢ zgodnie z (1.1). W niniejszym punkeie rozwazmy
fale ptaska w oérodku deformujacym si¢ w opisany wyZej sposéb.

Zakladajac, e fala propaguje si¢ w kierunku 9==0, poprowadZzmy w tym kierun-
ku 0§ z kartezjanskiego ukladu wspdhrzeédnych, Dodatkowe przemieszezenie w ma
z zalozenia kierunek osi Z i jest funkcja.jedynie £ oraz .

Zgodnie z (1.1)
(4.1) Z=RcosO=r(I+ecticos 9, z=rcosd,
Dla ulatwienia dalszych obliczefi zamiast funkcja ¥ (Z, 1) postugujemy sig funkeja

(4.2) thy=¥(z,1).
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“We wprowadzonym poprzednio kulistym ukladzie wspolrzednych przemieszczenie
{4.2) ma wspohzedne
(4.3) u=¥(z,tycos §, v=—r¥(z,)sind, w=0.

Zwigzki (4.3) mozna otrzymaé z (4.2) przez zwykla transformacje wspobrzednych.
Po podstawieniu (4.3) do ukladu (2.21)-(2.23) réwnanie ostatnie spelnione jest
- tozsamofciowo, a kazde z réwnan {2.21) i (2.22) prowadzi do réwnania

1+ct) ’

przy czym znakiem «prim» oznaczono rézniczkowanie wzglgdem z, a kropka réz-
niczkowanie wzgledem ¢. Rozdzielajac zmienne (uzyte tufaj oznaczenia 4 1 y repre-
Zzentujg inne wielkosci niz w poprzednim paragrafie)

(4.4 MY = ,5(

(4.5) | ¥ (z,)=A(2) 1 (1),
mamy '
{4.6) A" +k* 4=0
Oraz

x \ 2M(lJrct)( X )=
@7 (1+cz) He 1tet

Ogdinym rozwiazaniem (4.6) jest (C, i C,- oznaczaja catkowania)
{(4.8) ‘_ A=C,sinkz+C, cos kz. |

Réwnanie (4.7) jest réwnaniem (3.21). Fala plaska zach'ovmje sie wicc w czasie tak,
jak fala kulista rozwazana w poprzednim punkeie,

5. MATERIAL SPREZYSTY MURNAGHANA .

W teorii liniowej izotropowy material sprezysty scharakteryzowany jest dwoma
statymi Lamégo A1 p. W teorii drugiego rzedu pojawiaja si¢ trzy dalsze stale I, m i n,
a potencjal sprezystosci

I+2m A2u-+4m +n
{5.1) W=T(Il—3)3+—m*%“j——( - )2~i-i—(11 3)—
bit) dutn n
HT(11—3)612 3)__“““(12 3)+§(Is—l)-

Roéwnowazng postaé potencjatu W (5.1) podal F. D, MurnacHAN [6]. Dla doéé
szerokiej klasy materialdw zwiazek (5.1) jest spelniony w znacznie szerszym zakresie,

niz wynikaloby to z ograniczef na wielko$é deformacji, ktdre odnosza si¢ do teorii

drugiego rzedu. Materialy nalezace dotejkiasy nazywamy materialami Murnaghana,

Rozprawy Inzyniergkie — §
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Zgodnie z (1.9) i (2.18), dla materiatu (5.1) zachodza zwiazki
2 [i1-2m AF2u-t+dm Butn m
Y/ = — — 2 —_— — ——e —
1 1/13[ g L= e = 3)],
2 oy ' 4;5-}—11]
v 2 n
(5:2) YL 87
2 I—2m A4-2u+4m
Tll ]/T I:'_ziuﬁ (Ilu3)+_ﬂ__:|5
3 Y
w 2 ( M )
12— ]/Ta‘ 4 >

¥ = W3a=¥a3=";,=0.
Zgodnie z (2.24) funkcje M (f) i P(¢) sa okreflone w nastgpujacy sposdb:

: (5.3) M =s5, (I+ctP s, (I4et) 53 (1-Fet) ™1,
) P(t)=5, (1 +-cf 155 (14-ch) 56 (L+-ct) 1,

gdzie s, ...., 5 a3 nastepujgeymi stalymi materialowymi:

21 onm
T H2m+—,

3 1 1 ‘
§g = l—i—4m——n"~“5- A—3u,

2 2
g { i2 —i—l -t ; A5
- 51 p 12m 1 n 2 +3u,
9 3
.5'42—471-{-?111,

9 / 3 3 2 1
$3= T m2_ m+~2~ —!—Z,u—zn,

9 1 3
Sg T;_dﬁl—?”_,ﬁé_-l_sﬂ‘

Dla podanych wyzej funkeji M () 1 P(#) uklad réwnan (3.12) moze by¢ rozwia-
zany numerycznic. W szczegdlnym przypadku drgan promieniowych opisanych
rownaniem (3.21) mamy
< . ) X

+7ﬂ)‘“ [Si (I-Fet)* s, (14-ct) ‘;‘Sa] 1Fer

o

68 (H}fa)
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Jesli s, =5,=0, to (5.5) prowadzi do drgaii harmonicznych. Jesli natomiast s, 0
lub 5,50, to przez podstawienie

x N\ x
G-6) : (1+ct) 1o v O

mozna sprowadzi¢ réwnanie (5.5) do réwnania Riccatiego i scatkowaé w standardo-
Wy sposéh, '
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Pezrome

MAJIBIE TOUEYHO-CUMMETPUYECKWE KOJIEBEAUVS VIPYIOI CPEJ(bI,
JEQOPMHUPYIOHNIENCSA BO BPEMEHI

PaccMaTpwpaeTcs Majoe JBIDKSHUE, HANONKEHHOE Ha YIpyryo chepy, BHemMMHER Pagayc xo-
TOPOH HEIMERHCTCA PABHOMEPHO BO Bpemend, Ilocme OMPEHENCHYA OCHOBHEIX geflopManmit mpey-
[OJIATagTCA, YTO HA Hee HANOMEHO IS MANRX TCPEMCIISHAH, M3MEHACIHMECA BO BPEMCHH.
Haityierpt ypabuerms, KOTOPBIM YIOBICTBOPMIOT HTH: MAJIble NEPEMEICERT ® OOHADYXEHO HX
TPREHAILHOE pemerne. [Tocie pasmomenms moGaBOYHBIX HepeMelucHud B pan ®ypne wo chepu-
YeCKAM YHKUHMM, obCcyxmaeTcs cayuaii, Xorma PELWICHNE ABMACTCH HPOU3IBEISHECM (PYHKHHE
BPCMCHE ¥ (YHKIEE OCTANbUEIX ICPeMEHHEIX, VXa3aHo, 9TO B DTOM CHyvYae BOZMOXKDLI JTHINL
papuaneEbe XonebaEms. B samouenwe obcyxmaercs vmiockas BOJHA, PacHpOCTPABAIOHIAACT
B HedopMupyIoweics chepe.

SUMMARY

SMALL CENTRALLY SYMMETRIC VIBRATIONS OF THE ELASTIC MEDIUM SUBJECT
TO TIME-DEPENDENT DEFORMATIONS

A small motion is superimposed on the finite motion of a sphere with the radius increasing
uniformly with time, The fundamental deformation determined, a smalltime-dependent displacement
field is imposed on this motion. The equations to be satisfied by these small disptacements are found,
their trivial solutions being derived, After expanding the additional displacements into a Fourier
series of spherical functions the case is considered when the solution is a product of a function of
time and a function of the remaining variables. It is shown that the only possible vibrations are,
in this case, radial vibrations of the sphere. . )

A plane wave propagating in the sphere undergoing the finite deformation is considered.’ -
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