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UGIECIA PLYT ORTOTROPOWYCH
O ZMIENNYCH SZTYWNOSCIACH _
I PEWNYCH NIECIAGLYCH WARUNEKACH BRZEGOWYCH

KAROL H. BOJD A (GLIWICE)

Oznatzenia

{f(x,»)} funkcia liczbowa, y= 0,
f(x) funkcja operatorowa parametryczna,
s operator rézniczkowy,
It operator przesunigcia, y.= 0,
P, pochodna algebraiczna,
f(x) n-tapochodna ciagla funkeji operatorows].

Wsrge

W pracy zastosowano pochodng algebraiczng do obliczania ugieé prostokatnych
plyt ortotropowych o zmiennych sztywnosciach i pewnych nieciaghych warunkach
brzegowych. Rozwazania ograniczono do przypadkdw, w ktdérych sztywnosei wy-
razaja si¢ wielomianami tylko jednej zmiennej y. Rozpatrzono plyty spoczywajace
na jednoparametrowym sprezystym podtozu typu Winklera o dwdch przeciwlegtych
krawedziach x=0 i x=a swobodnie¢ podpartych, nieciagiych warankach brzegowych
na krawedzi y=0 1 dowolnych ciaglych warunkach brzegowych na krawedzi y=6.

1. PLyTY O KRAWEDZI ¥ = 0 SZIYWNO UTWIERDZONE], POD OBCIAZENIEM CIAGLYM
ZE WZGLEDU NA ZMIENNA ¥

Przyjmujac, Ze szytwnofei i wspdtezynnik podioza sa fankcjami tylko y, maja-
cymi postac

k K
Dyy= Z d11: ", D= Z S12)",
r=>0

r=0

k k .
Dy, = Z 522ry'_, Dge= 2 Js6r) s
r=0 " r=0 :
%

K= 2 %), A

r=0
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rownanie rézniczkowe rozpatrywanej plyty [1]

| a2 ( 8w 8%w )+4 2 ( 325-1;)
4N e Pugg tPugr | Taga Doy )t

K o2w d*w
+ay DLZ a 2 +D22 z —'I-KW:q
mozna pfzedstawié w postaci
13 &w a*w +D Stw Pl oH 8w
(12) D11w+2ﬂ axzay Tt gyt LT by axtoy ey

éb Fw 92D 82w 32D,y 7w
22 o ;2 i jz SV Kweg,
dy dy oy* . ox? dy

gdzie
4
H=D;+2Dgs= Z O )"
: r=0
Wprowadzajac oznaczenia
PAPsz-Pi(ﬂn PAP; 1@ PAqu Pg#’:(ﬁ
i wwzgledniajac, ze

/\ (PA{QJ(J’)} { —ye(})

feMiex
(gdzie x jest pewna klasg funkcii zdefiniowana w pracy [2]) oraz Ze

Jtw

WEK dla #1-/<4,

wer,

réwnanie (1.2) z warunkami brzegowymi
w0, 7)=0, w@»=0, w(x0=0,
20,020, 1@ =0, w,(x,0=0

sprowadza sig do 10wnama operatomwego

k

(1.3 2 (=D [P (41, W 428 4, 820"+ s W e, W) —

r=0
= 2P O W 8,0, W) (r— D P T2 (815, W' 4820, 87w)] =
= GF8220 [519,(x, ), (x, O] +021 W, (x, 0),

z operatorowymi warunkami

w(@®=0, w'{M=0, w(m=0, w'E=0.
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Przyjmujac nastepnie

o)
g= E Gon SIN 0y X, W (x, 0)= § Aysin o, x,
m==1 m=1
Wy (X, 0)= E B, sin o, x W= S Wy, SIN 0Ly, X

m= M= 1

gdzie o, =mnfa, z (1.3) otrzymujemy
i
‘(14) 2 (—— l)r rP:; Wi ((I:tl (sll,.—2&51511,.S2+522,.S4+1Cr)—|—
r=0

+2FPZ— o (o §H.r §—= 022, 8°) =1 (r = D P2 wou (02 8120 — 835,57)] =
= q;ra+5220 (Am-S "i‘Bm) +522 1 Am .

- Przedstawiajac operatory w, w postaci

1
1.5 = g —
( ) Wi Con 5n

i uwzgledniajac, ze
q;/e\s Pag="70}

{gdzie S jest zbiorem wyrazedi wymiernych operatora rézniczkowego) oraz ze kazdy
wyraz szeregu (1.5) jest elementem S, wartosci ¢, moZnd wyznaczyé metoda wspol-
czynnikow niecoznaczonych.,

Po wyznaczenin wspolczynnikéw ¢, rozwiazanie jest funkcja

i

i'!
w= E } mn I) ! Sln Gy X

m=1 n=1

Stale A, i B, wyznacza sig¢ z warunkéw brzegowych na krawedzi y=b.

2. PLYTY 0 KRAWEDZI y=0 SWOBODNIE PODPARTE]
W tym przypadku réwnanie (1.4) przyjmuje postad

x .
(2' 1) E (_1)r [Pr Wi (‘74 51 1r = za,,;éHr5(2+522rS4—i—7Cr)+

r=0
+2"‘P:1_1 Wi (Oti (53,..5'— ‘5221*33)*’. (}'— I)P;_z wm (0’-251%“522:32)] -
gr::+5220 mS +52203,,,+(5222—20!’.5‘,55.0)]3,”.

Podobne réwnanie mozna tatwo wyprowadzi¢ dla plyty o krawedzi y=0 swobodnej.
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3. PLYTY OBCIAZONE W SPOSOB NIECIAGLY ZE WZGLEDU NA ZMIENNA )

Jezeli obcigzenie okreslone jest za pomoca funkcji operatorowej

i e el

q{x)= Z 2 Gem FSIN 00, X,

=0 m=1

to operatory w, nalezy przyjaé w postaci

L3 1
3.0 W ) Y el
. t=0 " n=1 .

Po podstawieniu (3.1) do (1.4) nalezy poréwnaé wspitezynniki przy tych samycle
operatorach przesunigcia i tych samych potegach operatora rézniczkowego. Otrzy-
mujemy wtedy j niezaleznych zwiazkow rékurencyjnych dia ¢ '

Nalezy zwrocié uwage, Ze teraz wspolezynniki ¢, #°* nie sa juz operatorami
Hezbowymi, wige

1 1 n
(32) -PA ( Ctin hl’r -‘;{) = (-PA hyt) Comn F - ctmn hy‘ S"T *

We wzorze (3.2) wystepuje pochodna algebraiczna operatora przesunigcia.
WykaZzemy, ze prawdziwe jest nastgpujace
TWIERDZENIE, Jezeli y, € R (R jest zbiorem liczb rzeczywistyvch), to
A (Pal?=—y ).
T oy

Dowdd. Niech {F(y)} bedzie funkcja klasy x okreélong wzorem

(33 roy-| et oSy
FO—-p), jesh 0<y <y,
czyli 7e ‘
(3.4) {FON={S O}
Z (3.3) wynika '
0, jesH 0y < y,,
-3 , PatFO)= { -3 (r—n), ;eéli 0 ;. J}; <y; ,

az (3.4
G6)  PalEON =) (SO (Paf D)=

{0, jesli 0y <,
WO=y)—pS(y—y, jesli 0y, <y.

Z poréwnania (3.5) i (3.6) wynika juz, Ze

=(P iy {f ()}~

P = —y b
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K 1 1 "
_IJA ct.mr: T F = = Cmn nt TS:; Y +? .

Po wyznaczeniu Wspélczynnikéw Cinn rozwiqzanie przyjmuje postaé

W= 2 2 E Crn 17" Sln Uy X

m=1 n=1 t=

Wobce tego

W charakterze szczegdlnego przyktadu zastosowania réwnania (1.4) rozpatrzmy
plyte o krawedzi y=0 sztywno utwierdzonej, ktérej sztywnodci sq liniowymi funkcja-
mi y, majacymi postac

D11=5110+§111y: D12=5120+5121y1

D2y =022010221¥, Dss=06s0 6617,

stad H=0yo10m1 ¥
Wspélezynnik podioza wyraza sie funkeja

K=rstrry,
a obciazenie jest dowolnie roziozone wzdluz prostej y=y,:

o0
q= E G 7 sine, X

=1

Operatory w,,, zgodnie z (3.1) przedstawimy w postaci

(39) W= 2 (CO"fll+c1rnrrh )—

n=1

Podstawiajqc (3.9) do (1.4) znajdziemy

( " ‘5110 i‘TCo 2"43: S0 G320 )_

Sn-2 Su»-d-

[(COmrfi“ Cimn k )

FI

_com"(_n(m:'lalu‘i“?ﬁ)+2(”_2)“51‘5H1 (71"‘4)5221)_'_

Sn+1 Srr—-l - sn—s .
' oty Fay n\  2¢2 8y, a—2\  yuq n—4
+Clmﬂhy1 ( ot Y1 f P )_ -2 (yl -+ P )+ o (yl I P )) -
5[ Jﬂi 5221 " .
Z(COfnu"{ Clmn /4 ) —-.S'"—l— - JEEE) =th J%‘5220_ (Aups"'Bm)‘i'Jzzl Am .

Stad latwo otrzymujemy
Com1 =0, Comz = 0, Coma = Am P Coma=Byp, -

qm

Cim = 0 ] Cimz=— 0 » Cima =0 H Cima = 3
‘ 220 T022151
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oraz dwa niezaleine zwigzki rekurencyjne na ecopy 1 €1t

1
C{)mn 5 (3 - I"') 522 i c()m "= 1+20tm 5HO cOm u-2 ’_2 (]’l 4) G'm 51[1 cOm, n—-3"
20

(O'm 110 i‘fco)COm n— 4+(5 T?) (Um 51 11 +K1) c()m n— 5

1
=—[(3—mJ w, n— 2 é é m,n—
Clam G20t 02217 K¢ ") zzlcl 1202 (Byot+Sai yi) ey 2t

+2{n—4) 05,?;1 Frri Cram,u—3 —(Oﬁifsi 10 ‘f“ffo‘f““?n& 1y ey Cam, ;7;;4—_}‘
+(5—H) (U.:',(5111_+?€1)51m,:ws] -

Po wyznaczeniu Copg 1 Cimn rOZwiazanie przyjmuic postac

[ < p= -
| Z Comn _(T Si1 oty xi jesli 0=y <y,
p= j m=1 = ) ) '
kit ) n 1 ( _ n—1
y—71) , e e
il Z Z {c(]mn 1)' € 1um __"GI_-__]T'_:I 8191 04y X _]BSll Oy < p.

Stale A,, i B, wyznacza sie¢ z warunkéw brzegowych na krawedzi y=b.

Przedstawiona metoda moZe by¢ z korzyseig stosowana do praktycznych obliczes.
Niezaleznie od charakieru obciaZenia do wyznaczenia pozostajg zawsze tylko dwie
stale calkowania, Takze wyznaczanie wspdtezynnikéw ¢, ze zwiazkow rekurencyj-
nych jest znacznic prostsze od rozwigzywania nieskoficzonych uktadéw rownan
algebraicznych. Poza tym metoda ta nadaje si¢ do rozwiazywania plyt o dowolnych
nieciagtych warunkach brzegowych na krawedzi y=0.

4, PLYTY O PEWNYCH NIECIAGEYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH NA KRAWEDZI y=0

Rozwazania ograniczymy do plyt o krawedzi y =0 czgsciowo swobodnie podpartej
a na pozostatych czesciach sprezydele utwierdzonej i sztywno podpartej. Schematem
podstawowym bedzie plyta o krawedzi y=0 swobodnie podpartej 1 obciaZonej
nie znanym na razie momentem zginajgcym

{4.1) o SM*(x) = Z sM sin o, x .

me=I

Prawa strona réwnania (2.1) dla takiej plyty przyjmuje postac
4.2 q]u+3Mf,+§2zo Emsz‘}‘azzoBm‘iﬁ(ézzz “205;2;1 51:1'0)Em :

Jezeli pomiedzy funkcja wartosci kata wgiecia krawedzi y=0 i funkcja war-
toci momentu zginajgcego zachodzi zwiazek

(4.3) {MH)={K(x) w, (x, 0)},
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to rozwijajac wspdlezynnik K(x) w szereg cosinusowy

K(x)y= 2 K, (1 - %(5“’) Cos e X, ..
i=0
‘gdzie 9% jest symbolem Kroneckera, dochodzimy do nieskoficzonego uktadu réwnas
algebraicznych na niewiadomg M :

yé

!
!
|
i
I
i
i
|
:
—ik

T\ . .
\(44)5" 2 (K;M—i_K'm-l-i)Ei:Mn:’:'
i=1

Gdy funkeja K (x) jest nieciagta,
to krawedz y=0 jest w sposdéb nie- o
ciagly sprezyscie utwierdzona. Cheae
zatem rozwiaczé;’:: taka plyte nalezy:

| P |

op‘er'atory w'm Przyjqc’ wg wzm:u (3; D, i __,;_
wspolczynniki ¢y, Wyznaczyé z réw- Xq

nania (2.1) o prawej stronie réwnej ‘ Xy

(4.2) (wielkosci te beda zalezeé od a _ ' :

Epy By i M), stale E, i B, wzalesnic . T

od M* wykorzystujac warunki brze- Rys. 1. Ugigoia plyt ortotropowych o zmiennych
" sztywnodciach i pewnych nieciaglych warunkach

i y=b i
gowe na krawedzi p=»5, wreszcie brzegowych

7 ukladu (4.4) wyznaczyé M:.

Dla plyty o krawedzi y=0 na odcinku X <Xx<x, sprezyfcie utwierdzonej
i sztywno podpartej, przy czym £ (x)=const na tej czefci i swobodnie podpartej
na pozostalych czedciach (rys. 1) — vklad (4.4) przyjmie postaé

[».e] - .
L ol &£ . . K -
(4.5} 7 } i (sine,,_ £x2—51ﬂ05n£—£x1)_n1+i(3111 D41 X3 — I 0y 11X ) | ;=

- i=1

=M,, jesi m#i;
v dla m=i wyrazenie
hﬁ% i m(ﬁn Ot,,,_i.?Cz—Sln Oy X1)
I
| if " naleizy zastapié wyrazeniem
i | K
: f ;(xz—f\&) .
| .
e — e
IR N X Dzielac (4.5) przez K, a nastep-
) X2 nie przechodzac do granicy, gdy
b4 ] K—o0, otrzymujemy réwnanie dla

Rys. 2. Ugigcia plyt ortotropowych o Zmiennych piyty o krawedzi ¥=0 na odcinku

sztywnodeiach i pewnych dicciaglych warunkach X1 <X<X;, a sztywno utwierdzonej
brzegowych : 1 swobodnie podpartej na pozo-
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statych czgdeiach (rys. 2):

oo

1 : 1 i . i i . 7

7 § m_i(Smfxm—ixz—smﬂmwixa_)"‘m—_‘_i‘(Slnamﬂxz—smamﬂxl) Ey=0,.
i=1

jest m=£i; dla m=i wyrazenie

Py {$in ety y X5 — 10 G X))

nalezy zastypié wyrazeniem
1 .
a (x2— x4}

W ten sam sposéb mozZaa znaleZé rozwiazanie dla p}yty ortotropowej o zmien--
nychsztywnoSciach i o dowo_lny¢h innych niecigglych warankach bizegowych na kra--
wedzi y=0. o

5. PLYTY CIAGLE

Réwniez zagadnienia dla ortotropowych plyt cigglych o zmiennych sztywnos--
ciach mozna latwo rozwiazaé przedstawionym sposobem. Schematem podstawo--
wym plyty podpartej wzdtuzlinii y=y, (t'=1,2,3, .., J) bedzie ptyta podparta tylko-
wzdtuz brzegéw 1 obcigzona nieznanym na razie obciazeniem

o, ‘
Qi ot
g*(x)= Z Gy 7SI 0, X

t'=1

W dalszym ciagu rozwazania ograniczymy do plyty o krawedzi y =0 sztywno utwier--
dzonej pod wplywem ciaglego ze wzglegdu na zmienna y ohcigzenia uzytkowego.
Prawa strona réwnania (1.4) przyjmuje w tym przypadku postac

J
e In— [ 2 q?’m P ]"1"5220 (A 7] S+B,,,)+5221 Am .
=1 .

7
Jezeli zachodzi zwigzek
{gr Dy ={K wlx, y)}s
gdzie K, =const, to dla wyznaczenia gy, Ofrzymujemy réwnania

o t'—1 n—1

S e B o e
. Z C.!mn (ﬁ'—l)' Kr" QI’m 2‘ CDmr: (I'l“"l)! .
1 I=1

= =1

Gdy plyta spoczywa na niepodatnych podporach poérednich, nalezy przyjaé-
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6:; PASMA 1 POLPASMA: PEYTOWE -

Na koniec wskaZzemy na mozliwoéé latwego uzyskania rozwiazania w.przypadku
-ortotropowego pasma 1 polpasma plytowego o zmiennych sztywnoéciach. -

Zagadnienia dla pasma plytowego o dowolnych warunkach brzegowych na krawe-
-dziach y=01 y=5 rozwigzuje sig¢ tak, jak zagadnienia plyt prostokatnych, wyrazajac
obcigZenia i ugigeia pojedynczymi catkami Fouriera. Na przyktad dla pasma plyto-
wego o krawedzi y=0 sztywno utwierdzonej i dowolnych warunkach brzegowych
na krawedzi y=»5, symetrycznie obciajbnego, otrzymujemy o

vf E Comn coso'xdo' o ‘

=1 0 =0

Ugiecia polpasm plytowych 0 krawqdﬂ x=0 swobodnle podparte_] wyraza sig
-catkami sinusowymi,

- 7. ZAKONCZENIE

Plyty prostokatne o zmiennych sztywnoéciach byly tematem wielu prac. Rozwia-
zanie dla plyly izotropewej, swobodnie podparte] na obwodzie o liniowo zmiennej
sztywnoéel podat juz wr. 1934 R. Gran OLssoN [3]. To samo zagadnienie, za pomoca
‘podwdjnych szeregéow Fouriera, rozwigzal Z. KAczxOwskr -[6], a przyblizone roz-
‘wigzanie w prostej postaci otrzymal E. GIANGRECO [7]. W pracdch [8 i 9] Z. Ma-
ZURKIEWICZ sprowadzil problem zginania plyt o zmiennych sziywnoéciach do réw-
nafi catkowych Fredholma drugiego rodzaju. Rozwigzania dla piyt swobodnie
‘podpartych oraz dla plyt o jednym lub dwéch dowolnych brzegach zupefnie swo-
bodnych, pozostalych za$ swobodnie podpartych, a takie dla plyt z otworami
‘1 o ksztaftach nietypowych podal A. Kacxner [101 11]. Ogélne rozwiazania dla nie-
Jjednorodnych anizotropowych- plyt prostokatnych o zmiennych sztywnosciach
i o dowolnych warunkach brzegowych przy zastosowaniu podwojnej, skonczonej

“transformacji Fouriera i wzoru na transformate 1Ioczynu dwdch funkeji uzyskal
R. Sorecky [12].

Szezegdlowe rozwiazania zostaly podane w pracy [13]. Statyka i dyn’amjkq plyt
prostokatnych o dowolnie zmiennych grubofciach i dowolnych warunkach brzego-
‘wych zajmowal sig¢ w pracy [15] Z. MazURKIEWICZ. Plytami o zmiennych sztywno-

“:4ciach zajmowali sig takze R. REissNER [5] oraz H. D, Conway 161 17]. Wymienione

‘rozwiazania {12 1 15] umozliwiaja spelnienie dowolnych cigglych warunkoéw brze-
gowych w przypadku plyt o sztywnofciach opisanych za pomoca funkeji dwoch
zmiennych, sa zatem ogélniejsze od rozwiazania operatorowego podanego W tej
“pracy.

Trudno byloby jednak rozwigzaé za pomocy sposobdw podanych w pracach
111, 12 1 15] zagadnienie plyty o niecigglych warunkach brzegowych. Zagadnienia
-dla nieciaglych warunkéw brzegowych sprowadzano na ogét do réwnan catkowych
Fredholma pierwszego rodzaju np. w pracach [18, 19 i 20] lub do réwnad dru-
-giego Todzaju np. w pracach [21 1 22].
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Nader skomplikowane jadra w przypadku piyt o zmiennych sztywnosciach utru-
dunilyby niezmiernie rachunki. Takze zastosowanie innych znanych metod, np. me-
tody réwnan catkowych singularnych lub metody Wienera-Hopfa nie prowadziloby
do prostych rezultatéw.
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UGIECIA PLYT ORTOTRCPOWYCH O ZMIENNYCH SZTYWNOSCIACH 6l1

R Pesrwome

ITPOTMIBEL OPTOTPOIHLIX TINNACTHMHOK C ITEPEMEHHBIMM KECTKOCTAMIL
TP HEKOTOPRIX PA3PBLIBHBIX KPAEBEIX YCIOBUAX

B pabore parorcs dGopmansEEe TOTHbE pewscHus, AuddepeRIMansHOTe YpapHeHTS Mruba
OPTOTPONHOHE JUIACTHRKY HA YNPYFOM OCHOBAHMM, C TEPEMEHEEIMH JECTROCTAME IS ciy1as,
KOYJI2 JKECTKOCTA W KO3dWiMenT OCHOBAHEA ABIHOTCH TONHHOMAME OT ONHOH TepeMeHHOM .
a xpag x = 0 ¥ x = g cpoboMKO OmePTEI, NpWYEM KpAcBLte YCIOBYMA HA KPAlo y — 0 ABIAIOTCH
paspmpupive. Ilonywero permeme B GopmMe ABOMHOTO CTENEHHO TPHIOHOMETPHYECKOTO pana,

KoadrburmerTst 51010 psifa, MONyIaOTCH M3 MPOCTEIX PEKKYPEHTHEX 3aRMCHMOCTER B Gecko-
HOYHBIX CHCTEM ANTeOpanyecknx ypapHCHEN, JAeTCA TAKXKe PEINSHWE I CILTOINHBIR INIACTHEOX
Ha ynpyrom ocHoeas®H. Kpowme Toro, ykazaHa BOIMOXHOCTb HDOTYYEHWH POIUCHHS s CIYIas
IO7I0C W HOJynoRoc. 3afdda pemmaercs HPH OOMONIH ANTeSpamieckod IPOH3BONHOMN.

SUMMARY

DEFLECTION OF ORTHOTROPIC PLATES OF VARIABLE RIGIDITY UNDER CERTATN
DISCONTINUOUS BOUNDARY CONDITIONS

The paper contains the formally exact solution of the differential equation of bending of a plate-
which rests on an elastic foundation, in the tase when the rigidities and the foundation coefficient
are polynomials of the single variable y; the edges x = 0and x = « of the plate are simply supported,
the boundary conditions along the edge y = 0 being discontinuous, The solution has the form of
a double polynomial — trigonometric seties.

The coefficients of the series are obtained from simple recurrent formulae and fromi infinite-
systems of algebraic equations. The solutions are presented concerning confinuous plates resting;
o elastic supports. The possibility is indiated of obtaining simple solutions in the cases of infinite:
‘and semi-infinite plate strips. The solution is derived by means of the algebraic derivative.

POLITECHNIRA STASEA W GLIWICACH

Praea zostala zlozona w Redakeji dnia 31 marca 1971 v,





