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SPREZYSTO-PLASTYCZNE SKRECANIE WYCINKA TORUSA

ANDRZEI MIODUCHOWSKI (WARSZAWA)

Problemem sprezystego skrecania wycinka piericienia kolowego zajmowato sig
wielu badaczy. Dopiero w roku 1930 O. GSHNER [1, 21 3] zastosowal do tego proble-
mu ogélne réwnania teorii sprezystodci we wspdlrzednych walcowych, co pozwolito
(przy uwzglednienin zasady " Saint Venanta) na otrzymanie §cistych réwnan.

Zagadnienie plastycznego skrecania wycinka pierscienia  kolowego zostalo
rozwiazane w pracy [4], gdzie jednak przyjeto bledne zatoZenie o predkoséci wzdinz
linii nieciaglosei pola naprezed [5]. Z dalszych prac po§wigconych temu zagadnienin
nalezy wymieni¢ jeszcze prace [6,7 i 8], w ktérych autorzy podali m.in. réwnania
charakterystyk problemu oraz rozwigzania kilku przykladéw wykorzystojac metode
graficzno-analityezna. ' ' '

Zagadnienie sprezysto-plastycznego skrecania takich pretéw jest bardzo trudne,
Do tej pory uzyskano tylko rozwigzania dla pewnych zblizonych do okregu prze-
krojéw poprzecznych [9] poshugujac sic odwrotng - :
metoda zaproponowana przez SOKOLOWSKIEGO dla
eliptycznych pretéw pryzmatycznych (por. np. [10]).

Niniejsza praca ma na celu przedstawienie ogolnej
metody pozwalajacej na uzyskanie rozwiazania spre-
Zysto-plastycznego dla dowolnych przekrojow  po- B
przecznych skrgcanego wycinka torusa, zaréwno
jednorodnego jak i nigjednorodnego. - ,

Rozpatrzmy wycinek torusa o dowolnym przekroju le
poprzecznym w walcowym uldadzie wspéhrzednych
F, ¢, z, poddany dziataniu dwdch réwnych i prze-

. ciwnie skierowanych sit P,, potozonych na osi prze-
chodzycej przez érodek pierécienia i prostopadiych
do jege plaszezyzny (rys. 1). Sity te powoduja Rys. 1
jednakowy we wszystkich przekrojach  pierécienia
moment skrecajacy M=pP,. Przyjmujac, ze w tym przypadku skrecania jedynie
skladowe naprezedi stycznych

Ty =Ty (1 2}, Tay=To(r, 2)
sg r6zne od zera mozemy, wprowadzajac pojecie funkeji naprezed
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sformutowaé problem sprezysto-plastycznego  skrecania pierScienia nastgpujaco:
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W obszarze D przekroju poprzecznego nalezy znaleZé taka funkqf; naprezen @,
ktéra spelnia nieréwnosé

ao\* (oD \?
@ o) e <7

- pdzie k 3est granica plastycznoscl rozpatrywanego materiatu pier§cienia przy czystym

§cinaniu; w obszarach uplastycznionych w zaleznosci tej wystepuje znak réwnosei.
W obszarze spreZystym funkcja ta spetnia ponadto réwnanie
e o 3 od

3 3 or? T o ¢ or ~2e.

© Wielkogé ¢ jest parametrem zaleznym od dzialajace] sity P,. Na brzegu 5 obszaru D

mamy @ (r,z)=const i W przypadku obszaru jednospdjnego mozemy przyjaé
& (r; 2)=0. na S. Moment skrecajacy jest oczywifcie réwny

K . aP
! = d- = -2
(3" M pfrz,,,rdz pfr g
. b

D

— drdz.
;

Wprowadzajqc nowg funkcje naprezef u=®/u i oznaczajac a=2c¢ mozemy réwnanie
(3) napisaé w postaci : \

0 ( 1 au) ¢ (1 6u) 1
@) oo \rd o oz \r® az] 3
Tak sformulowany problem spreZysto-plastycznego skrecania moZemy teraz

tatwo przedstawi¢ jako pewne zagadnienie warlacyjne, poszukujac mmamum fun-
kc_;onam

(’é)“ ' Flul=(Lu, )~ 2(t,[ ).

Jesli mianowicie operator L nad poszukiwana funkcja u ma postaé

mn

d J
Lu=- ) %[Ajka’_) 5—:—] =/(P)

fk=1
i spelnione sg warunki
7 Ap=Ayys  [ul=0,
to. pierwszy wyraz po prawej stronie réwnosel (5) wynosi {11]

_ " du 3u}d J '
(L, 1) = f : ox, ox [xdy.

D kel

Poniewaz, jak widaé z (4)
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to przyjmujac k=1, problem sprezysto-plastycznego skr@cama wycinka torusa
mozemy przedstawié jako nastgpujgce zagadnienie wariacyjne:

W obszarze D przekroju poprzecznego nalezy znalezé takg ciagly funkcje
u(r,z), ktéra spelnia nastepujace warunki:

a) funkcja spelnia warunek =0 na brzegu §;

b) funkcja # spelnia nieréwnosé

(6) -t a2
¢) minimalizuje funkcjonal

%) Fll= [ r2Gi%+u?,— 2 drdz.
D.
Rozwigzanie zadania o propagaciji stref plastycznych sprowadza sie do znalezie-
nia granic obszardw, dia ktérych

u —i—u =42,

Moment skrecajacy jest teraz zgodnie z (37) réwny

(8) H=pe. f r‘zu,,drdz.

Problem poszukiwanej funkCJ1 u (r, z) sformulowany powyzej rozwiazemy numerycz-
nie stosujac metode lokalnych wariacji [12]. Przy jej pomocy uzyskano m.in. szereg
rozwigzan dla sprezysto-plastycznego skreeania pretéw pryzmatycznych jednorod-
nych [12 i 13] Iub nicjednorodnych [14]. Pozwala ona na rozwigzanie zadania dla -
preta o dowolnym przekroju poprzecznym, przy czym nie musimy zna¢ z géry
rozwigzania dla strefy plastycznej: otrzymu- &
jemy jeé réwnoczednie z rozwigzaniem dla z A B
strefy sprezystej,

Jako przykiad rozpatrzymy wycinek to-
rusa o przekroju poprzecznym D w ksztalcie
kwadratu o boku ¢ i promieniu zwiniecia 2 !'-—‘M———ﬂ

: {
|
a

(rys. 2). Niech a/p=1/5. Zalozymy ponadto, ,

Ze pret jest plastycznie jednorodny. ‘ C
Problemy takie, jak wybér liczby pun- '

ktéw podziatu plaszczyzny przekroju po- Rys. P

‘przecznego D, dobdr rozwigzania zerowego

itp. oczywiscie pominiemy. Zapadnienia te sa wyczerpujaco omdwione w pracy

[12]. Tu ograniczymy si¢ do podania najistotniejszych parametréw charakteryzu-

jacych to zadamie. Caly obszar przekroju poprzecznego D podzielono na 400

jednakowych kwadracikéw (dziclac kazdy z bokdw na n=20 czeici). Podzial ten

_zostal zachowany przez caly czas przeprowadzania obliczei. Punktami, w ktérych

sprawdzano warto$é gradientu; byly zawsze §rodki malych kwadracikéw. W przy-

padku spelnienia przez gradient réwnosci (6) — érodek odpowiedniego kwadracika

zostawal oznaczony na rysunku kropka.
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Zadanie zostalo rozwiazane dla trzech réinych wartosci przylozonej sity P,
(parametru ). Wartosci parametru dobrane zostaty tak, aby uwypukli¢ charakte-
rystyczne momenty w procesie propagacji stref plastycznych.

A ' K A B
IRASEEARES

]
F
0 0 o
: ¢ -
g =78 D : oc="10 b
Rys. 3 Rys. 4

Rysunek 3 przedstawia obszar stref plastycznych dla «=75. Pojawiaja si¢ one
tylko w niewielkim stopniu od strony wewngtrzne] torusa; zgodne jest to oczywicie
z przewidywaniami, gdyz w stanie sprezystym najwigksze napreZenia Scinajgce panuja
whasnie w tej strefie przekroju poprzecznego. Zwigkszanie sity P, prowadzi do
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e : o
REG: 3
T —
g 2 ot T O — —4
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c ; D
o ="1000 j .
Rys. 5 Rys, 6

powiekszenia strefy uplastycznionej i pojawienia sig¢ nowych, w tym réwniez od

strony zewngtrznej. Sytuacja taka przedstawiona jest na tys. 4 dla o=100. Widaé

wyrazna dysproporcj¢ w powierzchni stref plastycznych od strony wewnetrznej
i zewnetrznej pierfcienia.

Na rys. 5 pokazano bardzo zaawansowany stan uplastycznienia dla o= 1000.

7. ukladu stref sprezystych mozna juz wnioskowaé ukladzie linii niecigglosei dia
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stanu pelego uplastycznienia. Jak widaé¢ uldadaja sie one w charakterystyczny
dla takiego przypadku sposob (wklesta linia od strony wewnetrzoej i wypukla od
strony zewnegtrznej torusa) przedstawiony na rtys. 6 (por. np. rys. 4 z pracy [7]).
Rozgpatrzymy teraz przypadek plastycznej, skokowej nie- ‘
jednorodnosci poprzecznej (rys. 7). W jednym obszarze prze-
kroju poprzecznego D; mamy granice plastycznofei ky, a w
drugim D, granice k,; obszary te rozdzicla lnia kontaktu
L. Jezeli przyjmiemy tak jak poprzednio k,=11 ky=k,, -
to problem sprezysto-plastyczny moZzemy przedstawic jako Dy D,
nastgpujace zagadnienie wariacyjne:
W obszarze D nalezy znalezé taka funkcie u (v, 2), ktdra mx
powinna spetnia¢ nastepujace warunki: -

[3e]
s}

a) funkcja spelnia warunek u=0 na brzegu S; Rys. 1

b) funkcja u jest ciagla razem ze swoimi pierwszymi pochodnymi w obszarach
DyiD,;
¢) funkcja u jest ciggla na linii L;
d) spelione sa nastepujace warunki:
whtut,<rfa~? w obszarze Dy,
W, <kyrta Tt w obszarze D,;

©)

e) funkcja u minimalizuje funkcjonal

(10) Flu]= f rm3 (u,""r—i—u,zz —2u)drdz.

Problem propagacji stref plastycznych sprowadza sig do znalezienia obszarow w kto-
rych spelnione sa rastepujace warunk1

wh u’,=r*a”* w obszarze Dy,

9 w' +u’,=k,r*a™® w obszarze D,

dla kolejnych wartosci parametru «. Moment skrecajacy u jest tak jak poprzednio
rowny

H=po. f r=%y . drdz.
D

OczywiScie nalezy pamietaé, ze w naszym przypadku w obszarze D wystepuje
linia kontaktu I, na ktérej pochodne nie sg ciagle. PoniewaZ jednak dana jest z gory,
to mozemy tak dobrad punkty podziatu obszaru, aby znajdowaly si¢ one na tej linii,
co eliminuje problem niecigglodei pochodnych i zapewnia poprawno$é wyniku.
W przypadku gdyby taki dobdr punktow byl trudny, mozna poczatkowy n-krotny
podzial zmniejszaé sukcesywnie przez dzielenie obszaru D na coraz mnicjsze crgscl
az do osiagnigcia wymaganej dokladnosci. '

Jako przykiad rozpatrzymy tak jak poprzednio wycinek torusa o kwad-
ratowym przekroju poprzecznym -i zwinigein afp=1/5 (rys. 7). Réinym granlcom
plastycznodci k,/k;=2 niech odpowiadaja obszary D, i D,.
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Przypadek ten zostal rozwigzany dla trzech wartoéci parametréw o tak, aby
mozna byle przesledzic charakterystyczne momenty w procesie propagacji stref

plastycznych.

Rysunek & przedstawia obszar st1ef plastycznych dla «=100. Po;awzdja sig one
tylko w obszarze materiatu o nizszej granicy plastycznodci (w sasiedztwie materialu

A B
i ESRSS
| - isals IS
____________________ e _ - -
k 3 ——
B Re
Hih. L euyy
C oc=100 D - : oc=160
Rys, § Rys. 9

o wyzszej granicy plastycznodci i na zewnetrznej stronie torusa). Jak widad, obszar
uplastyczniony po zewnetrznej stronie jest taki sam jak w przypadku materialu
jednorodnego dia «=100 (rys. 4).

Zwigkszanie sity P, prowadzi do powigkszenia stref plastycznych w obszarze
o granicy plastycznodci k, 1 pojawienia sig nowych stref w obszarze o wyiszej gra-

nicy plastyczaoscl,

a zwlaszcza na wewnetrznej stronie torusa (rys. 9).

Na rys. 10 pokazany jest stan zaawansowanego uplastycznienia dla o= 1000,

v Z ukladu stref sprezystych mozemy wnioskowaé o.ukladzie linii nieciaglosci pola

naprezen dla stanu pelnego uplastycznienia. W sposdb szkicowy jest on przedstawio-

ny na rys. 11, -

W tablicy 1 przedstawiono wartofei momentu g odpowiadajace poszezegdlnym
stanom uplastycznienia (wielko$ciom parametru «).

=1 kafle: =2
o u o H
75 11,08 ' 100 15,90
100 13,80 160 20,40
1000

20,50 | 1000 24,40

Obliczenia numeryczne zostaly przeprowadzone na maszynie cyfrowej Odra 1204
w Pracowni Obliczenn Numerycznych IPPT PAN,
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Na zakoficzenie nalezy tu zwrdcié uwage na nastgpujacy fakt. W pracy [15],

omawiajacej problem optymalnego z punktu widzenia noénoéei granicznej rozkladu
niejednorodnosci plastycznej w przekroju poprzecznym preta pryzmatycznego

+ &4
IRgeaiaii I

I+ 49 — -4

44

4 4+ _;i__ g s e A ¥ -
R -1 —
—
- -4 —4— -
lo—a— 44— 44
e -4 y O
= t A
oc=1000 C %
Rys. 10 Rys. 11

pokazano, iz ewentualne wktadki wzmacniajace nalezy umieszczaé tam, gdzie przy
sprezysto-plastycznym skrecaniu pojawiaja sig strefy plastyczne. Jedli poréwnamy
teraz otrzymane tu wyniki z zaproponowanymi w pracy [16] sposobami wzmacnia-
nia za pomocyg wktadek (w zaleznoci od ich liczby) skrgcanego wycinka torusa,

1o

réwniez zauwazymy pelng analogie. Np. wzmacniajgc niewiclky wkladka

z materialu mocniejszego musimy ja vmiescié od strony wewngtrznej pierscienia
{por. rys. 3 z 1ys. 14a w pracy [16]); jak wida¢ natomiast z rys. 8, 9 i 10 taki typ
. wzmocnienia prowadzié bedzie do bardziej réwnomiernego rozkladu néprqieli
w przekroju poprzecznym w procesic obcigZania.

B b

o
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PeiwmMme

YIPYI'OE NHNACTHHECKOE KPYUEHHE CEKTOPA TOPA

Ilpepcrannen afimuil MOTON, AAIOWIAHE BOSMOXHOCT, HOAYYHTh IUIACTHYECKOC YIDYIOE pe-
TICHHS A7 TPOU3BONGHEIX COUCHRE HOMEPEWHO CKPYYMEAGMOro cextopa Topa. IlpencTapmenst
PEIICHUS, MONYISHHbIe YHCHEHHBIM HYTeM Miid KBAIPATHOTO TOOSPETHOTO CeeHns. DTH PelicHHN
MOKA3BIBAIOT COCOD PACIPOCTPAHSHMA IUIACTHYECKHX 30H TO MEPE VBEIMUCHHMS KPYTALIErO MO-
MEHTA A CIyYaes OZHOPOZHOTO ¥ HEOLHOPOIHOIO TODOB.

.

SUMMARY

ELASTO-PLASTIC TWISTING OF A TORUS SECTION

Here a general method is presented enabling the obiainment of elasto-plastic solutions for

arhitrary cross-sections of the twisted section of a torus.

Solutions obtained numerically are presented for the cross-section in the form of a square,
These solutions show the method of propagation of the plastic zones with increasing torque in the
case of a homogeneous and inhomogeneous torus.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMIT NAUK

Praca zostala zlosona w Redalecfi dnia 9 kwietnia 1971 r.






