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OPTYMALIZACJA UKELADU DRGAJACEGO
PRZY OKRESOWYM WYMUSZENIU IMPULSOWYM

CZESEAW c EMPEL (POZNAN)

1. Wuzrastajace zastosowanie maszyn i urzadzen o nnpulsowym sposobie dziala-~
nia wylania konieczno§é analizy ich ruchu pod katem widzenia optymalizacji pa-
rametréw dynamicznych ukladu jak i doboru najlepszej formy wymuszenia. Obcia-
zenie maszyn sitami chwilowymi mozna w kazdym przypadku
traktowaé jako okresowe o okresie skofczonym (w przypad-
ku np. pras automatycznych) i prawie nieskonczonym w przy-
padku mlotéw itp. Najprostszym modelem omawianych
urzadzen jest ukiad drgajacy o jednym stopnin swobody
z thimieniem, obciazony okresowsa sifa chwilowa zewngtrzna,
Takie wlasnie zagadnienie rozpatrzono. w. niniejsze] pracy,
przy czym jako kryterium optymalizacji przyjgto minimum
sity przekazywanej na podioze.

Rys. 1

2. Wezmy pod Uwage ruch ukladu pr7edsfaw10nego narys, 1i ob01qzonego T-
okresowymi sitami chwﬂowyml o postaci

@D fn= 2‘ Jo 9w, i=nD) H(t=nT)=fo pr (3, ) Hr (1),

n==0
gdzie
p(r, ), jesh . aT<t<nT41,
(p(‘t,t—nT):{ ¢ o A
0, - jedli wTHr<tr<@+1)T, n=0,1,2,..
lp(r, D] <1, 7<T.

Rownanie ruchu ukiadu przedstawia sig nastepujaco:

- /
SF2hibotx =" pr(n O Hy (1),
(2.2)

= T 0 (0
- ?’ii’ w,',—,__m ] x( )_x(}: x( )A'XO

Korzystajac przy rozwigzywaniu (2.2) z rachunku operatorowego Laplace’a otrzy-
mamy nastgpujaca transformate przemieszczenia:

: . S
() (1 =€) o o Hhxo) (1= )+ g (51 ) o0
(2 2hs-Fa?y (1 —e ) : T 1—e T

(2.3) x=
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Wiadomo [1], ze oryginat T-okresowej funkcji @ (¢) musi spelniaé warunki: @ (f)=
=x(1}, t <T oraz ®{()=0, t > T.
Odwracajac (2.3) - mamy
+hx,

@4)  B)=x, [ cos At—e T Deos A(I—T) H(t—T)] -+

1 .[e“"' sin At —

. t ' .
® he”““TT)sinl(t—T)H(r—T)]—I—% f e M EMgin A (r—v) e (1, V) dv,
o

A= chz—.kz.
" Zauwazmy, ze w myéI definicji sity chWilowej (2.1) funkcja podcatkowa dla 7>7

zeruje sig, tak Ze mozemy napisaé

] . T o

(25) f e " =Vsin A(t—v) p(r, v) dv= f e—f'(f—‘*>sin,1(i—v)¢(r,v)dv.

o 0

Korzystajagc przy tym z wlasnodei oryginatu & (0)=0, t>T otrzymamy z (2.4) wa-
runki, jakie musza spetniaé wielkosci x,, ¥o aby ruch w ukiadzie byt T-okresowy:

fo (D) [e T — oS AT+, (r)sin AT

Xo

(2.6) o 2md - chhT—cosAT
: sthxo  fo o 7s(®)sinAT—y.()e™"" —cos AT]
A 2mi chhT—cos AT ’
gdzie - o

T . T . .
¥, {7)= f e™sin bvp (t, V) dv, y.(7)= f e™cosAve(z, vidy,
0 [+] ’

Uwzgledniajac powyzsze w zaleznosci (2.4) otrzymamy prawo ruchu ukladu w prze-
dziale czasu 0<{¢< T, tj. miedzy dwoma kolejnymi dziataniami sily chwilowe]:

So v(D e —cos AT . (7)sin AT

= —hT
@7 x(0) 2mi chhT—cos AT e cosdit
Fo v:(0)sin AT —y.(2) [e™"" —cos AT] e
—Fgin At
2mA chhT—cos AT ¢ sin At
o —nt ! i _ e —ht : P
-+ ¢ 3#1 At f " cos v (7, v) dv — S & eos At f " sin dvp(r, vidy.

0 : b ]

Analizujge otrzymane wyrazenie mozna zauwazyé, Ze nie jest mozliwe wyznaczenie
prawa ruchu poprawnego dla wszystkich postaci sily chwilowej ¢ (z, ) i calego
przedziatu czasu 01 < T. Jesli jednak weZmiemy pod uwage tylko drgania vkladu
po przyloZeniu sily chwilowej, a wice dla czasu t>7, to na mocy wlasnodci (2.5)
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po przeksztalceniach otrzymujemy bardzo prosta postaé przemieszezenia ukladu:

T

_e? f ]/ IHOIEAC TR
(2.8) *H)= ma 2[{chAT—cos AT] eeos(i—g), TsiST

y: (1) sin AT+, (7) [e"T—cos AT}
Ye()sin AT+y, (z) [cos AT — "]

tgg=
Nieskomplikowane przeksztalcenie (2.8) prowadzi do postaci bardziej dogodnej
do obliczen:
x()=Ae " Deos[A(t—1)—0], T1<t1<T,

" oar

P ]/ 7@+ @)
ml 2[chkT—cosAT]’

(2.9)

f=p—Az.-

Jak wida¢ z powyzszego, uwzglednienie okresowego charakteru wymuszenia pozwala
otrzymac zwarte wyrazenie opisujgce drgania w przedziale czasu miedzy zakoficze~
niem i poczatkiem dzialania silty chwilowei.

" 3. Zajmiemy sig¢ obecnic wyznaczeniem amplitudy drgaft w zaleznodci od para-
metréw ukladu i wymuszenia. Amplitude te na podstawie (2. 9) mozna okredli¢
w nast¢pujacy sposob:

3.0 Ampl [x()]=Max |x(£)| =
. TSt
Stad wynika, Ze chcge uzyskaé najmniejsza amplitude drgaf nalezy przeprowadzié
minimalizacj¢ wielko$ci 4. Poniewaz praca sily chwilowej proporcjonalna jest do
kwadratu jej impulsu, to minimalizacje amplitudy A przeprowad21my przy warunku
stalego impulsu:
T

(3.2) | S;fo f vz, ydt.

Warunek ten pozwoli nam wybraé taka postaé sily chwilowej, aby oprécz wykonan'ia
niezbednej pracy (cigeie, tloczenie itp.) otrzymaé najmniejsza amplitude drgan.
Wprowadzajac wielkos¢ impulsu (3.2) do amplitudy drgan (2.9) uzyskamy

AT

S e? g ]/ 72 (0)+y2 (1) S
[

(3.3 A= T =
mh 2[chhAT—cos AT] ml
t, 1t
6[ p{z, 1)

Jak wida¢, amplitude te¢ mozna przedstawié jako iloczyn przemieszczenia pocho-
dzgcego od impulsu éhwilowego typu d (¢) oraz bezwymiarowego wspdlczynnika U,
ktéry nazwiemy dynamicznym wspdlczynnikiem okresowego wymuszehia impul-
sowego. Wspolezynnik ten mozna z kolei przedstawi¢ jako iloczyn dwu niezaleznych
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wspolezynnikéw: powtarzalnosci impulséw up i ich ksztaftu ;s PLZY CZym -

L e ——
S - #T His ]

. (3.4 —

e 2 —ht
m=——-——~Vycﬁ+n@)
f p(t, t)dt

Hr= »
T V2[chhT—cos AT]

Analizufac (3.4) fatwo zauwazyé, Ze wspc’)iczynnik powtarzalnoéci jest znany

z chwila okreSlenia czasu repetycji impulséw 7. Natormiast wspotczynnik ksztattu

. mozna obliczyé jedynie po obraniu’ przebiegu czasowego sily chwilowej. Celem

uproszezenia jego obliczen zauwazymy, e na podstaw1e oznaczei (2.6) i (3.4)
poprawna jest prosta formuta

e—ht

T

(3.5) m=7——l.f oo narl =y 1.
[ o 0di s

0

Z kolei postugujac sig wzorem (3.5) obliczymy wartosci wspolczynnikéw ksztaltu
dla pieciu najprostszych impulséw chwilowych.
A. Impuls jednostkowy Diraca

—H(t—71 T
{3.6) gag(r,t):é(t)=limH—(l)——r"(j"—T), f(ﬂu(r,t)dtzl, Ho=1.

=0
B. Impuls prostokatny
Py (Ta f)=H(t)_H(I_T):

(.7) r o
f ¢1(Taf)df=7, H1=
0

C. Impuls tréjkatny symetryczny

T
2t 4(t_7) T\ 2(t—1)
P2 (‘E, f)=TH(t)_“;T_ H(t—?)-*—mmr—H(I—T),

G8) [ 92tz ydr=

. SGT ht LA 2 A hrf ™ A
Hy =—7 shzﬁ-l( 0057—1 —ZCOST.Sh? e? cos— —1]).
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D. Impuls sinusoidalny

B .on oon H 27
ps (T, t)—H(t)sm“;r+H(t~r)sm?(t—u7), quas('c, t)dtm——;,

— it
(3.9 e * 2 [chht+cos A7)
S WP \E A
1- +—
n -
E. Impuls sinuscidalny kwadratowy
: T T
— M e F_ N2 (F_ I
4 (7, 1)=H(t)sin? . t— H(t—7)sin . (r—1) f pq(z, dt= 7
—i '
(3.10) _ e 2 2[ch At —cos At} _
- Ha™ e (1 w7 )2+ h?
= . 4 i

Jak wynika z przytoczonych wzoréw na wspélezynniki ksztaltu zaleza one od
czgstosci wlasnej ukladu o, thumienja. /.1 czasu trwania impulsu 7, Dla dalszej ich
analizy zauwazmy, ze w realnych ukladach drgajacych tlumienie jest na ogdét mate
{=hl@<0,1; poniewaz A=Y 1, to z malym bledem moina przyjaé A >~ o=
=2n/T,. Wprowadzajac powyzsze do wzoréw na wspélezynniki pr,

: i wvey g OtTZYmMamy
T .
e Tﬂ
#T_]/Zl N 2rET 2xT ]—’
| c T, cos T
—m’:t
]/ [ 2mér Qﬂr]
—Ccos
T »
27r_ ¢
e ET . i
2e To ]/ N2 wét +'( “KTE“ T 1)2 ) 7T " nér
= [ —_— —_ —_—
o i 3 s T e cos T cos T 8 To
(3.1 = T2

Forl

b7e a — —

2T cos 7

2[ " 2nér 27‘[1‘:]
c +cos T

—rft
e Ty
Hs = 2 : o z)z 168272 °

T
_ 2mér 2nt
et
> To Z[Ch cos 7 ]
ﬂ4‘=2 T (I ) £272
i T — ?0 +4 72

Rozprawy InZynierskie — 9
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Zbadajmy, jak zachowuja si¢ obliczone wspdfezynniki, gdy” wartosci ich argu-
mentéw dazg do zera Iub do nieskonczonoscl. Przeprowadzajac to po obliczeniach
uzyskamy o

oo jedli 7,0—-)0,
T
pr—11 jesli  — — o0 oraz £#£0,
(3.12) 1

25 jeéli ) ?5_)00 oraz £=(_),

: T
1 jeshi To -0,
Hi =

0 jefli ———o0, i=1,2,3,4.

Z powyzézej analizy wynika, ze uwzglednienie ttumienia zmienia diametralnie
zachowanie sig wspélczynnika powtarzalnodcei. gy, natomiast charakfer zmiennodci
wspolczynnika ksztaltu pozostaje taki sam.

4. Jak wspomniano wczesniej stopienl tlamienia w ukladzic nie przekracza na
ogot €K1, W zwigzku z tym dokladne obliczenia wspdlezynnikéw dynamicznych

Uy

|lll|!||'sI_!lllfl_}willlllilllllllu;sIll:ljil!!J -

1 2 a : 4 /T

- Rys. 2

uktadun przeprowadzono dla dwu wartofel stopnia tlumienia: =0 oraz £=0,1
w przedziale zmiennodci argumentow [0; 4,51, Wyniki tych obliczed przedstawiono
na rysunkach od 2 do 4, przy czym rys. 2 przedstawia wspélezynnik pr, tys, 3 14
dla ¢=0,1 oraz rys. 4 wartosci wspdlezynnikdw g, dla E=0.
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Analizujac wykres wspélczynnika powtarzalnodei pr moina zauwazyé, Ze
w przypadku braku thumienia £=0 dla kazdej wartoéei T/T,=0, 1, 2, ... zachodzi
zjawisko rezonansu, w ogdlnodci zad ur>1/2. W przypadku uwzglgdnienia tumie-

f A
by & £=0,1
- T
i ' 2y § l’\
I l/ \
i / \\
L - if \
TR
Tt
70l A
7\
[
T t
2ot~
I
I
[\
TR M L P S N e I I -
1} 1 2 3 : 4 T/—ITJ

nia w ukladzie £5£0 wspdlezynnik ten przyjmuje wartoéei skoficzone oscylujge z co-
raz mniejsza amplituda wokdt wartosci pr==1, ktory asymptotycznie osiaga w nie-
skoficzonoéci, Lokalne minima tego wspdlezynnika wystepuja dla 7/T,=(2n-+1)/2,
n=0, 1,2, .... Zachowanie sie wspolczynnikow ksztaltu ze zmiana /T, jest naste-
pujace.

W przedziale 0< t/T, < 1, 2 najmniejsze wartoéci przyjmuja kolejno wspdtezynniki
impulséw prostokatnego, sinusoidalnego, tréjkatnego, a najwickszg wartoéé — impuls
sinusoidalnic kwadratowy. Poza tym przedziatem wszystkie wspolezynniki p; oscy-
lujg malejac dla rosngeych wartosci #/7T. Wpiyw thamienia na wspdlczynniki ksztaltu
U; wyraza sie szybszym zmniejszaniem ich wartosci w miare wzrostu /7.

5. Wracajac obecnie do zagadnienia optymalizacii postawionego na wstepie
mozemy powiedzie¢, ze minimum amplitudy drgan osiagamy, gdy wartoéé wspol-
czynnika dynamicznego bedzie minimalna. Z kolel minimum tego wspolezynnika
nastypi, gdy wspélezynniki powtarzalnosci i ksztattn osiagna swe minima. Yak juz
powiedziano wczesniej ‘

1 T 2n+1
5.1 }uT:(}'—tT)min;?s gdy "j:o‘= 2 n=0,1,2, ..
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~

Natomiast wspélezynniki ksztaltu sa funkcjami malejgeymi o malejacym wa-
haniu, tak #e dla ¢/Ty>0

(5.2) m<l, i=1,2,3,4.

Jesli ograniczymy sie do przedzialu /T, <1, 2, to najmniejsza warto§§ osiaga tu
41, czyli wspokczynnik ksztattu impulsu prostokatnego. Poza tym przedziatem ogdlnie
#:50,25 i, co wigeej, nie da sig wyr6znicé optymalnego ksztattu impulsu ze wzgledu
na minimum amplitody drgai.

Piﬁ

Rys. 4

Tak wigc z powyzszej analizy wynika, ze amplituda drgafn w uktadzie bedzie
minimalna, gdy spoéréd rozwazanych ksztattéw impulséw wybierzemy prostokatny,
a stosunek czasu repetycji tych impulséw do okresu drgad wlasnych uktadu bedzie
spehniat -warunek /T, =(2n+1)/2.

6. Zamiast warunku minimum amplitudy drgan amortyzacja urzadzen musi nie-
jednokrotnie spelniaé warunek minimum sily przekazywanej na podioze. Sita ta
zgodnie z rys. 1 i wzorem (2.9) wynosi

i | 2wV1-&
{6.1) F(H=kx+tex=mwn?Ae " eos [A(t—1)—0-+y], fgy= BRI

Tt T,
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Stad amplituda sity przekazywanej na podloie po zakotfczeniu dziatania impulsu
t>7 bedzie rowna
(6.2) Ampl[F(6)|=Max |F (1)} =mw*d=mw*SUxsUSw  {£<0,1).
1T

Latwo zauwaiyC z powyiszego, Ze wielkosé thumienia w vkladzie nie ma wplywu na
amplitudg sity przekazywanej na podioze.

Zastapmy obecnie impuls dowolny réwnowaznym prostokatnym o czasie trwania
7 1 sile zastepozej £, tak ze S=1f,. Wprowadzmy dalej wspdlczynnik przekazywania
sity w postaé funkcji

Ampl [F(1)] 2rt
{6.3) Fe I3 =U 7, =HUr g,

gdzie

13 il 17} T
a

Widaé, ze wspolezynnik przeniesienia sity na podtoze jest iloczynem wspdlezynnika
powtarzalno$ci ur oraz wspdlczynnika ksztattu ze wzgledu na przeniesienie sily
1. Ten ostatni uzyskuje sie przez proste pomnozenie dynamicznego wspodiczyn-
nika ksztaltu przez 2nt/T,. Stad wniosek, iz dla wartosci argumentow /7, <1, 2,
impuls prostokatny pozostaje réwniez optymalny ze wzgledu na minimum sity
przenoszonej na podloze. Poza ta wartofcia argumentu, a $cislej dla ¢/T,>1,5
nie ma wyraznego optimum, mozna jedynie powiedzie¢ podobnie jak poprzednio,
Z¢ wartoci wspolezynnika ksztaltu dla impulsu prostokainego sgq nieco wigksze,
a wige mniej korzystne od pozostalych. :

Podobne zagadnienie do rozwazanego wyze] wy@t@plue przy amortyzacji 7-
okresowych wstrzaséw podloZza.” Mozna pokazaé, ze przy zaniedbaniu wplywu -
malego tlumienia na warto$¢ wyrazu wymuszenia kinematycznego, zaleznosé (6.3)
przedstawia wspélczynnik dynamiczny ukiadu i jego minimum odpowiada naj-
mniejszej amplitudzie drgad wymuszonych kinematycznie.

7. Reasumujac wyniki uzyskane w pracy mozna powiedzied, ze dzieki zastosowa-
nej metodzie rozwigzywania réwnania ruchu ukladu udalo sie vzyskaé warunki
i dobra¢ ksztalt impulsu optymalny ze wzgledu na minimum amplitudy drgas i sily.
przckazywanej na podioze. Przeprowadzone rozwazania poprawne sa dla -przedzia}u
czasu migdzy dwoma kolejoymi impulsami sily chwilowsj 11T, dla impulséw
krotkotrwalych za§ w calym przedziale ruchu 0<(< T, gdyz w tym przypadku
maksimum amplitudy wyst¢puje po pojawieniu sig sify chwilowej. Wyniki uzyskane
w pracy moga mieé zastosowanie praktyczne, gdy np. ze wzgledu na dokladnosé
obrébki wymagana jest najmniejsza amplituda drgan urzadzenia Tub tez gdy zakié-
cenia spowodowane jego praca powinny byé minimalne. Dalsze zastosowanie —
to amortyzacja impulsowych 1 okresowych wstrzasdw podioza,

Przy okazji warto zwréci¢ uwage na fakt, ze dynamiczny wspdtczynnik ksztattn
impulsu ze wzgledu na przéniesienie sily na podloze jest analogiczny do widma
drgan swobodnjych uktadu dla impulsu pojedynczego [2].
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BBIBOP OIITUMANBHLIX ITAPAMETPOB CHCTEMBL 1 BOAMVYIIEHUSA
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B paGore ofcysgaercs BOOPOC © MERHMYyME AMIDTHTYAR KOMeOAHRA M MUHAMYMS CHiTH,
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VCHIOBN OJMHAKOBEIX INIOTHAMEH WMIYNBCHLX CHII, OTMPEREHHSTCA OMTHMABHAL dopma 7 Bpems
AOBTOPACMOCTH HMOYIECOR, ' :

SUMMARY

OPTIMALIZATION OF A VIBRATING.SYSTEM LOADED
BY PERIODICAL IMPULSIVE FORCES

"The solution is given to the problem of finding the minimum residual vibrations and the
transmission of forees info the foundation of a system loaded by periodical impulsive forces, Under
the assumption of equal pulse area the optimum pulse-shape and frequency have been determined.
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