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DRGANIA UDERZENIOWE PRETOW

CZESLAW CEMPEL (POZNAN)

1. Zagadnienie pracy mechanizmow i maszyn przy okresowych obcigZzeniach
impulsowych wystgpuje w wielu dziedzinach techniki. Obciazenia te mdja na ogdl
charakter uderzeniowy 1 moga wystgpowal jako celowo wprowadzone, jak np.
whijanie pali, wibrouderzeniowe wiercenie otwordw [11, praca ogranicznika drgad
wirnjacego watu {2] itp, oraz jako obciaZenia szkodliwe, jak np. przy pracy prze-
ktadni zebatych. Modelem wickszodci wspomnianych mechanizmdw moze byé
pret drgajacy podhuznie, skretnie lub poprzecznie pod wplywem okresowego obcia-
zenia udarowego. 7 tego tez wzgledu wylapia sig koniecznos¢ analizy drgan uderze-
niowych pretéw. W niniejszej pracy rozpatrzono problem drgan wlasnych uderze-
niowych, wynikajacych z ograniczenia ruchu preta sztywna przegroda. Poniewaz
rozwiazanie zagadnienia wprost z rOwnania rézniczkowego wymaga zdefiniowania
sity uderzeniowej, co jak dotychczas autorowi mie jest znane, w pracy posiuzono
sig metoda dopasowywania rozwiazan. Przy czym zalozono, ze przy zderzeniu
nie zachodza straly energii, a czas trwania jego jest nieskoficzenie maly. Ze
wzgledu na analogie drgan uderzeniowych podluznych skretnych 1 poprzecznych
pretéw obliczenia zasadnicze prze-

prowadzono dla drgan podiuinych 2  uixt)
wskazujac jedynie, gdzie nalezy, na A s
ich réznice, l
2. Rozwazmy pret drgajacy po- A~ x
dhiznie 1 napotykajacy. w swym 1 Yz
ruchu sziywng przegrode (rys. 1). a bl
Niech. okresowe zderzenia z prze- 71 Z
groda nasfepuja w przekroju preta Rys. 1

x=g, odlegloé¢ zas przegrody od
polozenia réwnowagi -stafycznej przekroju wynosi y (@, 0)=b. Znak b bedziemy
przyjmowa¢ jako dodatni, jesli migdzy przegroda a przekrojem x=a istaicje luz,
a uiemny, jesli przekréj x=ga jest dociskany do przegrody z sila wywohijgca od-
ksztatcenie o wielkodel y (g, 0)=h<0.

Rownanie drgan preta w przedziale czasu miedzy uderzeniami napisane we
wspdlrzgdnych bezwymiarowych z=x/I ma posfaé

a3y E &%y

(21) a2 - plz 22 =0, ,V:J)(Z; t): 0+ =I<T.,
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gdzie y (z, t} oZnacza przemieszezenie podtuzne, £ modut Younga, p gesto$¢ masy,
I dtugosé preta, 7' czas migdzy kolejnymi zderzeniami o przegrodg przy z=all={.

Jedli analize ruchu zaczniemy po kolejnym zderzenin preta z przegroda, to warunki
‘poczatkowe i graniczne zagaduienia moga mie¢ postaé

y(z’ 0+)=¢'(Z)’ }.)(Z, 0+)=W(Z),
7@ 0)=pQ)=b, FE0)=yO=-V.

Rozwigzujac réwnanie (2.1) moZna postuzyé sig rozkladem y(z, ) W szerég,
wedlug funkeji whasnych' zagadnienia X.(z). Wtedy. przy dowolnych warunkach
brzegowych mamy

2.2)

g Bn '
(2.3) y(z, )= Z X, (2) [A,, c0s co,tt—.E sin w,,t] 0L =T,

n=10,1

gdzie A, i B, sa wspdtezynnikami rozkladu przyjetych warunkdéw poczatkowych
(2.2), a funkcje wlasne X(2) spelniaja zalezno$¢ otrzymang po wstawieniu (2.3)
do (2.1}

(24) X”(Z)=-—ﬁ2X (Z) 2=io& @ =ﬁ]/£
) " n . E ol p’
Znajgc warunki brzegowe zagadnienia z réwnafi (2.4) mo7na jednoznacznie okreslié
funkcje wiasne i warto$ci whasne f§, 1 @,

Ruch przekroju preta z={¢ w przedziale migdzy zderzeniami na 'podstawie (2.3)
mozna przedstawi¢ w postaci

\ | : Bn .
y(C’ f) - Z :Y" (C) A" cos I — ‘6{.)_ sin e, tf,
2.5 n=0,1,... O

: 0. <TI0,
FGH=— Y X onAysin o148, cos o, 1],
n=90,1,...
. Po czasie ¢="T przekr6j fen ponownie osiagnie w swym ruchu przegrodi;, a jego
przemieszezenie i predko§é przed zderzeniem beda nastgpujace - '

N | Brt .
y(, T)= Z X, (D)) A, cos co,,T—;smcouT ,

(2.6)
j"(Cs T)a"—— - Z X, (é’) {muAn sin @y T+Bn COS W, T] .

Symbolem a znaczymy odpowiednie wielkoSci przed uderzeniem, a p—po ude-

rzeniu.

Przy zatoZeniu zderzed doskonale sprezystych i wynikajacej stad okresowosci
ruchu parametry przekroju z={ przed i po uderzeniu musza spelpiaé warunki

y(¢ =y TY =y 0,)=b,

2.7 . . L
FE T =—H G Ty = =3 0,)=V"
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PoniewaZ na podstawie (2.5) i warunkéw granicznych (2.2) mamy -
b=p@=r(C0.)= ¥ X,() 4y -
V= O=-3C0)= 3 %OB,

to biorge pod uwage (2.6) otrzymamy

2.8

Z X (8) [An(l —cos @, T) -!-E sin @, T] =0,
(2.9) At R , " w,

D' X, (OB, (14c0s 0, T)+o, 4, sin ©,T]=0.

Ostatnie dwie féWhoéci okreslaja warunki okresowosci ruchu przekroju preta
z={. Mogac one byc spetnione jedynie wéwezas, gdy ruch calego prefa bedzie
okresowy, a wige wiedy, gdy réwnania (2.9) beda spetnione dla kazdego 0<<z<1.
Nalezy tir zaznaczy€, e gdyby dla pewnego n=m, X, ({}=0, to ruch preta bedzie
nadal okresowy, z tym ze wspolczynniki rozkladu m-tego rzedu drgafi nie beda
musialy spelniaé warunku (2.11). Wartoéci ich beda wynikaly wéwcezas z zalozo-
nych warﬁnkéw poczatkowych ruchu. Biorac pod uwage powyzsze z (2.9) mamy:

’ C . Bﬂ
Z X, () [A,,(l —cos m, T}-l—; sinm,‘,T] =0,
2 % @B(1+cos 0, T)+o, 4, sin o, T]=0,
Spelnienie ostatmego warunku wymaga, aby dla kazdego n

o, A, (I ~cos @, T)+B, sin w, T 0

(2.10)
B, (1 +cos w,T)+w, A, sin w, T=0.
Latwo zauwazy¢, e nieskoficzone uklady réwnan (2.10) sa réwnowazne jednemu
uktadowi ‘
nm,, 2

E-‘f , n=0,1,

.11 B,= co"A,, ig

LT

gdzie przez 5 oznaczyliémy czgsto$é swobodnych drgan uderzeniowych. Réwnania
(2.11) sa analogiczne do rownania czestosci ukladu wabrouderzemowego o jednym
stopniu swobody [3] z tym zastrzezeniem, Ze obecme musi ono byé spelnione dia
kazdej postaci drgai n=0,1, .... Jedli przez W, oznaczymy warto§é bezwzgledna
bezwymiarowej predkodci drgaﬁ dla n-tego rzedu, to z (2.11) otrzymamy '

2.12) W, HysenBytg %, W, 5] 01,
. p=TS8g0 M, sgn b, 1g—, - n y - B=U 4,
T s . Sty oyl

Zaleino$e ta przedstawiona jest na ry;s. 2.
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Z wykresu wynika, Ze z wyjatkiem wartoéci = 2w, czgstosS drgan uderzeniowych
determinuje bezwymiarowa predko$é drgad W, kaidego rzedu drgan preta,
lecz nie okrefla bezposrednio jego postaci drgan. Jeéli jednak weZmiemy pod uwage,
7e parametry zderzenia okre$laja warunki graniczne (2.2) i (2.8) w polaczeniu
zzaleZnodcia (2.11), to bedziemy mieli '

b= 2 oXn(C) Ana V= Z K!(OBH:

(2.13) e,

B,=—w, A, tg n=0,1, ...

T N sgnB g7 ’? N Qtr?ymane zwiqz-ki' okreélaj.q zalezno-~
| $ci, jakie muszg spelniac warunki poczatko-
i we przemieszezenia ¢(z) 1 predkosde w(z),
‘ _8qnAysgiBy==1 aby mozliwe byly drgania uderzeniowe
'\‘ ‘ o czgstodel i przy z={, predkosci ude-
"\ rzenia V' 1 wiellkoéci luzu b. Innymi stowy,
~. czestosé drgah uderzeniowych zalezna jest
, L e - od warunkéw poczatkowych i granicz-
Wy Zwy  dwa  dwp 7 nych danego zagadnienia, Widac tu réz
Rys. 2 nice miedzy drganiami swobodnymi preta,
gdzie postacie drgan moga by¢ dowolne
byle spelnialy warunki brzegowe, a drganiami uderzeniowymi, gdzie oprécz wa-
runkéw brzegowych funkcje @(z) i w(z) musza spetnia¢ (2.13) za poSrednictwem

swych wspdlczynnikéw rozkladu 4, i B, wynoszacych odpowiednio

v

sgnAnsganij

:
!
21
“
f
|
\
i
1
1
1
1
!

[ 0K de - [rEx
(2.14) A= p————, B,=
[ X2 ()dz fX (z)az

Procedura obliczania czestoécl  w zalefno$ci od warunkdéw poczatkowych
9{z) 1 w {z) moze by¢ rdna, zaleina od danych wyjSciowych. Najprostszy sposob
polega na zalozeniu warunku poczatkowego i granicznego dla przemieszczenia
¥{z, =g (2} i ¢ (Q)=F oraz czestodci drgan uderzeniowych #. Nastgpnie z (2.13)
okreSlamy wspdlczynniki rozkladu predkosci poczatkowej B, i wartos¢ predkosei
uderzenia V, przy ktérej mozliwe sa drgania o czgstoSci #. Mozliwa jest rowniez
do zastosowania inna procedura. majac dany poczatkowy rozklad amplitud preta
y(z, 0)=p(z) i predkosé uderzenia obliczamy z (2.14) wspolczynniki A4,, a na-
stepnie z dwu ostatnich réwnan (2.13) znajdujemy metoda kolejnych przyblized

~czgstode drgan uderzeniowych oraz wspélezynniki rozktadu predkosdci B,.

Znajyc zaleznosei crestodci drgaf uderzeniowych » od warunkoéw poczatkowych,
granicznych i brzegowych mozna okrefli¢ ruch preta w przedziale migdzy uderze-
niami. Uwzgledniajac (2.3) 1 (2.13) po przeksztatceniach znajdziemy
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= 3 %6 ]/A;}(Htgz ”f;’) cos (@,1—0,),

0, <¢<T_,
. Ty
@15) jen=- Y %@ wn]/Az(Htgz : )sin(wnf—aﬂ),
' _ B, _ 7D, 0 i,
tg R A,, o, - tg P B n =7

Pierwszy z powyZszych zwiazkow okrefla postad przemieszezenia przy drganiach
uderzeniowych, skad mozna obliczy¢ bardzo waZne nigjednokrotnie sily i napre-
#enia w dowolnym przekroju preta. Drugi zad okresla predkoéé dowolnego przekro-
ju preta w oczasie migdzy dwoma kolejnymi uderzeniami,

3. Identyczne rozumowanie i obliczenia prawdziwe sg w przypadku swobodnych
drgan uderzeniowych skretnych pretéw o przekroju kolowym, rys. 3.

Rys. 3

Roéwnanie drgaiy dla przedzialu pomigdzy uderzeniami ma tu postac

31 a8 G 8 ~0 9_g X
() PYE ,012 Vs = (th)s Z'_Is
gdzie 3 (z, £) jest katem skrecenia przekroju, mierzonym od polozenia réwnowagi
statycznej, a G modulem odksztalcenia postaciowego. Aby w przypadku drgan
skretnych korzysta¢ z wyZe] wyprowadzonych zaleinodci, nalezy we wzorach

{2.1)-(2.15) wielkoéci liniowe zamieni¢ na odpowiednie katowe, np. y (z, 1)—>(3 z, ¢)
2 N2

12l B . /G . .
o co,f=7 7 Sens fizyczny tych wielkoSci liniowych jak

1 katowych w obu przypadkach jest taki sam. Potrzebg analizy uderzeniowych drgan
skretnych najlepiej zilustrowad na przykladzie watu napedzajacego przekladnig
z¢batg. Na skutek nieuniknionych luzéw w przekladni wal pobudzany bedzie
ciggiem impulséw uderzeniowych o czgstoSci wynikajace] z predkodei kafowej
jego obrotu i iloSci zebow przekladni. Jesli czesto$é ta bedzie bliska podwojonej
wartosci jednej z czestodei wlasnych n=2m,, to jak latwo zauwazy¢ z rys. 2 1 wzoru
{2.15) przemieszezenia katowe i chwilowe momenty skrecajace walu moga przyjaé
~ bardzo duze wartoscL

0,<t<T_,

itp. a pi=
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4. W podobny sposéb mozna przeprowadzié analize swobodnych drgaft ude-
rzeniowych poprzecznych, pgdzie okresowe zderzenia z przegroda mogs zachodzié
np. w-ukladzie przedstawionym na rys. 4. '

Rdéwnanie drgan poprzeczaych preta dla przedzzaiu migdzy uderzenaam; ma
postac .
a?y  EI 0%y X
(4.1 o Al 624.:0’ ‘y=y(z,t), =T, 0, <<tr<T_,

gdzie y(z,7) jest ugmmem J momentem bezwiadnosci przeIUOJu wzgledem osi
obojgtne_], a 4 polem przekroju preta. -
Po podstawienin rozkladu linii ugigcia
¥ (z,1) w szereg (2.3) otrzymamy Téwnanie
rézniczkowe na wyznaczenie postaci funkcji
wiasnych i wartodci wlasnych preta:

Al w? N
V@K X@=0, ==, 1
(4.2) %2 BT
_ M el
W, = 12 pA . SIS
Zoajac konkretne warunki brzegowe da- ' Rys. 4

nego preta z (4.2), zoajdujemy funkcje

wlasne X,(z), wartoci whasne k, i czestodci wlasne o,. Jak latwo zauwazyc analiza
poprzecznych drgaft uderzeniowych swobodnych jest identyczna z analiza drgan
podtuznych (2.1)-(2.15) z tym zastrzeZeniem, Ze funkeje wiasne i wartodci whasne
zamiast ze wzoru (2.4) nalezy obliczyé z formuly (4.1).

5. W celu ilustracji powyZszych rozwazan rozpatrzmy pret o diugosci 7 zamo-
cowany w przekroju z=0, a swobodny na koficn z=1, drgajacy podhuZnie i ude-
rzajacy z czestoécig # swym koricem z=1 w sztywna przegrode. Niech warunki
poczatkowe dla przemieszezenia po odbiciu preta opisane beda funkcja ¢ (2)=zb,
b>0. Nalézy znalesé predkodé uderzenia i rozklad amplitud mozliwy w naszym
ruchu uderzeniowym o czgstoéci . Funkcje i wartoéci wlasne preta wynosza odpo-
w1edmo

' . 211—'—1 - BH ‘
5.1 X.(z)=sin §, z, B.=— R —p~, n=0,1,2, ..,

a wspdtozynniki rozkladu przemieszezenia 4, i predkoéci B, obliczone na podsta-
wie (2.13)-(2.14) maja postad

G2y 4. ED b (= 1)"]/:( na),,) s
) n—w, B,=— A 201 tg .y =0,1,2, ...

Poszukiwana warto$¢ predkosci uderzenia V' i postaé drgan bgda; odpow;edmo

| T,
(5.3) y= Z X8, = Z ﬂl(2n+1) l/ ( )

n=0 n=0
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Qraz

_ oo ] sin 4 / _ __‘JEC&
4 yEn=-3 Z e +1)2§ LOg T cos (0,60, 6= 7=,

_ n=0

oo -
=

0, <t<T..

P:zyjmuuc dla preta konkretne stale materiatowe i warto$é liczhowa czestodod
5, mosna 2 (5.3) obliczyé predkosé uderzenia o przegrode ¥ i rozlktad amplitud
drgail oraz sily i napreZzenia w precie.

Zauwazmy, Ze W rozpatrywanym przypadku dla b#0 i predkosci uderzenia
V<o czestosc d1gcm udelzcmowych moze przyjmowal wszystkie wartodci z wy-

jatkiem x= 2co,, 20@2r+1)wy, 0= ‘E/ . Jedli natomiast 5=0, to A,=0,

n=0,1, ... i y=2w,, a postacie drgan przy zaloZeniu o braku strat energii w ukla-
dzie sa nieokreflone, dowolne tak jak przy drganiach swobodnych preta. Warto
w tym mieiscu zwrdcié uwage, Ze ogdlne wnioski wyprowadzone na przykladzie
drgan podtuznych sa w pelni prawdziwe dla drgan uderzeniowych poprzecznych
i skretnych,

6. Z powyzszych rozwazann wynika, Ze drgdmd swobodne uderzeniowe pretow
moga zachodzié przy kazdej wartodci luzu b. Z wyjatkiem wartosci b=0, czestosé
drgan uderzeniowych determinuje za pomoca wzoru (2.13) zbiér funkcji, ktdre
moga byé postaciami drgan uderzeniowych. Dla b=0 postacie drgan sa dowolne,
a czesto$é drgan moZe przyjaé jedna z wartoSci #=2m,. Przedstawiona w pracy
metoda odwrotna wymaga znajomosel dwn wiellkodci: funkeji rozkiadu amplitu-
dy ¢ (2) oraz predkosci uderzenia ¥ lub czestosci drgan uderzeniowych #, a wige
jednej funkeji 1 jednej liczby, podezas gdy w kazdym zagadnieniu poczatkowym
drgan wymagana jest znajomo$é dwu funkcji.
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Summary
IMPACT VIBRATIONS OF RODS

In this paper are examined free impact vibrations of rods. In calculation, petfect elastical per-
cussion of the section of the rod with rigid stop is assumed. Next, by means of the adaptation of
the solutions method the dependence of the frequency of free impact vibration on the percussion

paramefers of the rod is obtained, Further, the displacement and velocity from of vibrations of the
rod are given.
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