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1, Wstep

Teoria i metody optymalnego projektowania konstrukeji ze wzgledu na noénosé
graniczng (minimum objetodci przy warunku pobocznym ustalone] no$nosci gra-
nicznej) rozwijane sg od kilkunastu lat; omdwienie osiggniec z tego zakresu moZna
znaleZé w pracach przegladowych 7. WASIUTYNSKIEGO i A, BRANDTA [14], W. OLszA-
Ka, Z, MROzZA 1 P. PERZYNY [8], M. L. RESTMANA i G. 8. SzaPir0 [9], C. Y. SHEU
i W. PRAGERA [10]. W podstawowych pracach D. C. DruckEera | R.T. SHIELDA
[l i2] oraz Z. MRrozA [6 i 7] stwierdzono, ze w optymalnej konstrukeji rozpraszana
moc odksziakcerd plastycznych powinna byé stala bad?z w calym obszarze ciala,
badz tez w warstwach skrajnych, o ile sformulowanie zagadnienia dopuszcza takg
mozliwoéé. W kazdym razie w stadium zniszczenia uplastycznione byé powinno
badZ cale ciato, bgdZ tez mozliwie wielki podobszar tego ciala.

Obecna praca nie jest pofwigcona bezposrednio opi:ymalnemu ksztattowaniu,
jednak jej celem jest zbadanie problemu pokrewnego, jakim jest poszukiwanie cial
podlegajacych calkowitemu uplastycznienin w stadium zniszczenia.

Istnieje oczywifcie wiele trywialnych rozwiazad posfawionego zagadnienia,
np. rozcigganie jednorodnego preta pryzmaftycznego, skrecanie preta pryzmatycznego
itp. W niniejszej pracy zajeto si¢ mozliwie prostym, ale nietrywialnym zagadnieniem
tego typu, mianowicie poszukiwaniem takich ksztalidw niekolowych cylindrow
grubosciennych, ktdre w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia wykazuja pelne
uplastycznienie przy wyczerpaniu - nosnosci granicznej pod dzialaniem stalego
cisnienia wewnetrznego i zewneirznego.

W zastosowanej metodzie wykorzystanoe rozwinigcia w szereg malego parametru
zaréwno napreett i oodksztaleen, jak i funkcji okreflajacej kszfalt miekolowego
cylindra. Dla pierwszego przybliZenia otrzymano problem wartosci whasnych.
Warunek na istnienie rozwigzan niezerowych okreslit ksztalt ciala.

Podobng metfode malego parametru we wspdlrzednych walcowych stosowal
do zagadnien sprezysto-plastycznych D. D. Iwiew [4], ktéry rozwijal ponadio
w szereg funkcje p (8), okre§lajaca granicg micdzy strefa sprefysia a plastyczng.
A.J. M. SpencER [13] badal perturbacje charakterystyk, zwiazane z odchylkami
ksztattu rozpatrywanego ciata od ksztaltéw regularnych.
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2. Zalozenia i rownania podstawowe

Rozpatrzmy cylinder gruboécienny o zmiennych promieniach: wewngtrznym
“a (9 i zewngtrzmym b ($) pod dzialaniem stalych cifnied p. 1 p, (rys. 1).

Zadanie bedziemy rozwiazywaé w ukladzie wspdlrzgdnych biegunowych r, 8,
dogodnych z uwagi na przyjeta metod¢ malego parametru. Przyjety bowiem para-
metr bedzie charakteryzowat perturbacje ksztaitu kolowego cylindra.

Zalozymy dalej plaski stan odksziatcenia i niedciliwod¢ materiatu. Stan napreze-
nia wigc w dowolnym punkcie cylindra okreslony bedzie trojka skladowych oy,
s, Tra (0,=(0,+05)/2), spelniajacych nastgpujace dwa warunki réwnowagi we-
wnetrznej, napisane we wspoirzgdnych biegunowych:

6o',+1 Br,3+a,maﬂ
or | r 08 r

:0’

(2.1)
81',,9 1 80'19 21.'“9 _

R T

oraz warunek plastycznoéci Hubera-Misesa-Hencky’ego (ktory wobec przyjetego
kryterium ksztattowania powinien by¢ speliony w kazdym punkcie)

: , 4
(22) (6, — 0‘9)2—#4'1',‘21.} = ? Q2 P

gdzie O oznacza granice plastycznodci materialu przy jednoosiowym rozcigganiu,

=Y

Rys. 1 Rys. 2

Trzy réwnania (2.1) i (2.2) okreSlaja trzy niewiadome, zatem problem jest
wewngtrznie statycznie wyznaczalny; Sciélej mozna by go nazwa¢ «pseudo-wyzna-
czalnym», gdyz wyprowadzenie réwnania (2.2) wymaga wykorzystania praw fizy-
kalnych, i to zaréwno prawa zmiany objgtoSci jak i prawa Zmiany postaci.
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Zwiazki pomigdzy skladowymi stanu naprezenia a obcigZeniami zewnetrzoymi
okreslimy z naprgzeniowych warunkow brzegowych, ktére we wspShrzednych bie-
- gnnowych sa nastepujace:

(2.3) D=0, €05 (1) 7,5 COS (7Y,

Fa o~
Dus="T.g €08 (117)-}-g4 cos (1Y) ,

gdzie p, 1 p,s 89 sktadowymi ci$nienia w kierunku promieniowym i obwodowym.
Na powierzchni wewnetrznej (rys. 2) cosinusy kierunkowe normalnej zewnetrznej
w uldadzie r, & sg nastepujgcymi funkcjami kata &

) P —
COS = —CO5 H~— >
" Vie@P+[a (9
(2.4) :
cos (79)= - sin f= “(%
' Vig®P+a (P

Sktadowe ciSnienia wewnetrzengo natomiast sy odpowiednio réwne

Pw=pac0s f§,

(2.5) ]
Pro=Pq SIN ﬁ .

Warunki brzegowe (2.3) maja wigc ostatecznie na powierzchni wewnetrznej naste-
pujacy postaé:

a'(9)
Pa=_o'r+7;€§)—rrﬂa

a(9) :;_
pa="aﬂ+mrrﬂ) !

(2.6)

gdzie a’ (9} oznacza pochodng promienia wewngtrznego a (9) wzglgdem 9.
Podobnie przedstawimy warunki brzegowe na powierzchni zewngtrznej, mia-

nowicie

b'(%)

W T s

b ({9
Po= —%+mm ,

pb= "0',."‘
2.7

gdzie b’ (9) oznacza pochodng promienia zewnqtrzﬁego b (%) wzgledem 9.

3.. Zastosowanie metody malege parametrn

3.1. Réwnania podstawowe. Poszukujemy rozwiazania w postaci szeregu para-
metru «, ktéry charakteryzuje niekotowosé cylindra. Zaldadamy mianowicie, ze

a (9y=ap+aa (9 +a® a{H+...,

G.1)
b (H=bo+aub (I)+a? b (D +...,
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gdzie ag i by 53 promieniami wewngtrzaym i zewngtrznym cylindra kolowego, stano-
wiacego zerowe przyblizenie rozwigzania; a; (5), b, (9), 2. (9) 1 b, (8) sa to pierwsze

i drugie poprawki tych promieni. Okazuje sig, Ze stosunmck a,/b, mnie moke byé
dowoluy. Stosunck ten, jak réwniez wielkodci a;(9), b,(9), ..., zostana poinicj
okreslone w wyniku zastosowanej metody.

Zakladamy réwnieZ
_ ' 0, =0, +0p1 0t0r2 ...,
(3.2) Og=0p, 051 %1 Goz a’+...,
Tra=fran+7r01 S TN SN

gdzie wielkosci ze znaczkami O sa skladowymi stanu napreZenia dla cylindra koto-
wego, mianowicie )

. ZQI i
o, = = In-— 5
" ]/5 bo Py
(3.3) : 20 r
ng—ﬁ[ln"l;g+l]—pb,
‘Ingu:().

Wprowadzajac zatozone rozwigzania (3.2) do réwnai podstawowych (2.1 i (2.2),
poréwnujac wspdlezyaniki przy odpowiednich potegach a otrzymujemy ciag ukladdw
trzech réwnaf, w ktérych niewiadomymi sa odpowiednie poprawki skiadowych stanu
napreZzenia. Ciag ten ma nastgpujaca postac:

00, 1 91 Onu—On _

ar r 039 r =0,
(3.4 0T, 1 doy; Trsi
a T e T

O'ri‘"dﬂi:fl (gres Tiys +vs Orp 3o Toy_y0 Trﬂt-_l) P

gdzie i=1,2,....

Dwa pierwsze réwnania ukladu (3.4) maja dia kazdego przyblitenia identyczna
postaé z wyisciowymi warunkami réwnowagi (2.1), ktére sg réwnaniami finiowymi.
Tezecie réwnanie uktadu (3.4) jest dla i-tego przyblizenia warunkiem plastycznoSci.
Nalezy zauwazyé, %e nieliniowy wartnek plastyczmodei (2.2) w kazdym kolejnym
przyblizeniu staje si¢ warunkiem liniowym.

3.2. Calkowanie réwnai podstawowych w pierwszym przyblizeniv, W pierwszym przybli-
zeniu, tzn. dla i=1, prawa strona rozwinigtego warunku plastycznodei fi=0;
oznacza to, Ze pierwsze poprawki napreZenia promieniowego i obwodowego sg
jednakowe, mianowicie z trzeciego z réwnan (3.4) wynika o,;=0,;. Dwa pozostale




KSETALTOWANIE NIEKOEOWYCH CYLINDROW GRUBOSCIENNYCH 375

réwnania ukladu (3.4) mozna latwo sprowadzi¢ do jednego réwnania réZniczkowego
czastkowego drugiego rzedu na pierwsza poprawkg naprefenia StycZnego 7.s,
mianowicie
(3 5 : 71‘2 g Tras _ o* Tro1 + ‘arrﬂl _

) az 8 7 ar

Podobne réwnania typu hiperbolicznego uzyskano w pracy [11] przy badaniu nie~
symetrycznych schematéw zniszczenia symetrycznie obcigZonych cylindréw kolo-
wych. Réwnanie powyzsze rozwigzujemy metoda Fouriera; zakladamy mianowicie,
ze

(3.6) Tror=F1(r) Fo(9) .
Rozdzielenie zmiennych prowadzi do réwnosci
IR ACE

3.7 Firy R FA®

_;"2’

a tym samym do dwdch réwnai rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu,
okreélajacych funkcje F, (r) i F, ($). Jak si¢ okaze, przyjecie dodatnicj stalej po
“prawej stromie réwnodei (3.7) byloby sprzeczne z wymaganiem periodycznosci
rozwigzania wzgledem zmiennej &,

Otrzymujemy zatem réwnanie Eulera o postaci

(3.8) PRF(r) 1 3¢F ()17 Fi(r)=0
oraz réwnanie drgan harmonicznych
(3.9) FY+RF(9=0.

Ponadto wymaganie periodycznosci ogranicza wartosci A do liczb catkowitych
dodatnich. Przyjmiemy A2>2, pohiewaz A==1 nie prowadzi do nowych rozwigzad.
Calka ogdlna réwnania (3.8) jest nastepujaca funkeja promienia:

C e F C — ¥
(3.10) Fir)=—2 sin [V 2 —1 In—)+——cos [V 32—1 111——).
Is bo F b(}‘
Catka ogdlng réwnania (3.9) jest matomiast nastgpujaca -kombinacja funkcji
trygonometrycznych:

Gan F(DH=D,, sin (A9)5-D,, cos (A9).

Przez odpowiedni obrdt ukiadu moina jedna ze statych otrzymaé réwng zeru;
zalozymy wige, Ze D,,=0.

Pierwsza poprawke naprgzenia stycznego okreslimy ostatecznie nastgpujaco:

A] s _ ¥ Bl - F s
(312)  wa=| s V=1 tn =]+ cos Viz—1 =) |sin (49),
. Q

[

gdzie
(3-13) Ar=Cyy Dy, B=C5 Dy
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Przez catkowanie dwdch pierwszych rownan (3.4) (dla i=1)1 przy wykorzystaniu
warunku zgodno$ci okreflimy pierwsze poprawki napreZenia promieniowego
i obwodowego:

——— r
(G.14)  o.=0p ={[A1 ~V22—~1 B,] sin (1/,12—1 ln?;)-l—
0
¥

+Hy J2=1 A, +B,] cos (1/ 72-1 —)}

cos (A8
( )
bD

AF ?
gdzie C jest dowolna stala catkowania. Stala ta odpowiada nalozeniu dodatkowego
ciénienia hydrostatycznego; w dalszym ciagu przyjgto C=0.

3.3. Wykorzystanie warunkow brzegowych w pierwszym przyblizeniu, Rozwiniemy teraz
w szereg parametru o wartnki brzegowe (3.1) 1 (3.2). Pierwszy z warunkow na po-
wierzchni wewnefrznej przedstawia si¢ po rozwinieciu nastgpujaco:

(3.15)  (apta, ata, o®+..) pa=—(aota, atay e’t...) {[[Jro]r=au+

o, ) o, ak )
+1- o r:'ao(al ety e+ )+ P r=an2—!m +...1+

do,
4“[[03-1],_,,0 +[ e L a; ot ] atlog],_, m2+...}+

o7,
+(a) ata, a®+..) {[[T”?ﬂ]r—_—an +[ 6:0 }r_a (@, a-tas a® . )+

a2 ‘L',.igo (;',:i arrﬂl
+ = ?0_2_!_”_ + [Trﬁ,]réno—i' ar |, @ ate 0C+[Traa]r:a°°{2+--~ .

Pozostate warunki brzegowe rozwijaja si¢ podobnie.

Poréwnanie wspélezynnikéw o' prowadzi do warunkdw brzegowych w pier- -
wszym przyblizeniu, kidre maja nastepujacg postaé:

na powierzchni wewngtrznej:

20 a(d
-]/—5 [7 +[g"1]’ﬂﬂa$0’

20 a(9
g 1( ) - Tr:‘}] "‘"0;
Vs e Ll

(3.16)

na powierzchni zewnefrznej

20 by(H - 20 B9 _ _
G e, 70 T, el =0

Zaréwno réwnania (3.4) jak i wymienione powyisze warunki brzegowe sa oczywiScie
spetnione przez funkcie 0, =7, =¢,=b,=0, co prowadzi do rozwiazania wyjscio-
wego dla cylindra kotowego. Bedziemy jednak poszukiwali rozwigzan niezerowych,
sprowadzajac zagadnienie do problemu wartoéci wiasnych.
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Z warunkdw (3.16) i (3.17) wyliczamy odpowiednio pierwsze poprawki promie-
nia wewnetrznego i zewngtrznego: . ‘

_ /5
a1 (8) = a, ];—QB [Gﬁlr:an ZIQA {[A1 ]/) -1 Bl] sin (]/l" ! In F) +

(3.18) +[V3Z=1 A,+B,] cos (1/12—1 1nb—°)} cos (A8),

V3 E
b (8)= —bOTQ[aﬁ]‘_:bn— —E[Vﬂb —1 A48 cos(49).

Roézniczkujac wyrazenia (3.18) wzgledem & oraz wstawiajac odpowiednio po-
chodne a(9) 1 A($ do warunkéw (3.16), i (3.17), otrzymujemy uklad dwoéch
réwnan jednorodnych ze wzgledu na stale A, i By, typowy dla problemu wartoéci
wlasnych: '

T2 1 S |
Va1 [Al COS(If A2—1In R ) — B, sin (]/i2~l ln'zg)]==0 ,
. 0

(3.19) l/)uz—lA_l:O.

Przypadek A2=1 nas nie interesuje, odpowiada on bowiem calkowitemu uplas-
tycznieniu cylindra kolowego. Zadaniem naszym mnatomiast jest wyszukiwanie
ksztaltéw réinyeh od kolowego, podlegajacych catkowitemu uplastycznieniu w sta-
dinm zniszczenia.

Z rownania (3.19), otrzymujemy wigc 4,=0. Poniewaz B, nie moZe by¢ zerem,
réwnanie (3.19), daje wigc nastgpujace réwnanie przestgpne na wartoéci wlasne A:

‘ , - q
(3.20) sin [— Vii=1 1nb—°l =
: aQ

Réwnanie (3.20) okrefla podwdjny cigg stosunkéw wymiardw cylindra:

i ﬂfo nr
n bo ,//1“;2__1 ]
skad

nx

(3.21) 20 VT
bo

gdzie n=1,2,3,..; 1=2,3,4, ...
~ Tablica 1 podaje liczbowe wartoSci ao/b, dla kilku wartofci 4 i n.

Ksztalty odbiegajace od kolowych o tak wyznaczonym stosunku a,/b, ulegna
zniszczeniu w sensie przyjetego kryterium.

Poniewaz 4,=0 oraz cos (]/Az—lln aolbo)=(—1) wobec réwnania (3.21),
a stald B, porostanic do konica niewyznaczona (bedzie spelniata role parametru,
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ktéry uda sie pozniej wiaczyC w parametr a), przeto pierwsze poprawki promienia
wewnetrznego 1 zewngtrznego $3 ostatecznie nastepujacymi funkcjami kata &:

V3 B
ay () = (—1y+1 n;% —A—‘ cos (49),

(322 .
(9= R A9
l( ) - 2Q /’b cos ( ) ?
gdzie n przyjmuje warfosci 1,2,3, ... Nalezy zauwazyé, ze dla n nieparzystych

pierwsze poprawki promienia a, (9 i b,(9) maja przeciwne znaki, co wskazuje na
uzyskiwanie ksztattow wykazujacych catkowite uplastyczaienic w stadium zniszcze-
nia, posiadajacych zweZenia na grubosdci §cianki cylindra.

Tablica 1

Wartosci aofbe dla réinych wartosel 4 i »

M
x 1 2 3 4

2 0,1630 0,0265 0,0043 0,0007
3 10,3292 0,1084 0,0358 0,0118
4 0,4444 0,1975 0,0877 0,0392
5 0,5268 0,2773 0,1460  0,0769
6 0,5004 0,3484 0,2056 0,1214
7 0.,6354 0,4037 0,2565 0,1630

Pierwsze poprawki sktadowych stamu naprezenia okreslone sa natomiast naste-
pujacymi funkcjami promienia r I kata §:

B el s

Tra, = ; cos (]//1 —11n b{,) sin (1%},
3.23 ’ ‘
( ‘) o, =0, =—~~% ;/Az—lsin i/i’*—l}n-f—)~cos 1/21.2“‘—1]]11‘ cos (A
noth Ar By by :

Ze wzgledu na uzyskany problem wartosci wlasnych suma rozwiazan (3.6),
uzyskanych dla réznych 4, czyli suma funkcji (3.23), nie bedzie stanowila roZwigza-
nia, co stanowi pewne ograniczenie. Nie moina bowiem przedstawi¢ rozwiazania
w postaci szeregu funkcji (3.6).

3.4. Calkowanie réwnai podstawowych w drugim przybliZeniu. Dla uzyskania doktad-
niejszych wynikow zajeto sie dalei rozwiazaniem zagadnienia w drugim przy-
blizeniu. Dla i=2 prawa sftona rozwinigtego warunku plastycznodei (3.4) ma
nastepujaca postad:

V3,

(3249 fz = o Tyeg, -




KBZTALTOWANIE NITKOLOWYCH CYLINDROW GRUBOSCIENNYCH 379

Uktad réwnan (3.4) (dla i=2) przez odpowiednie rugowanie mozna sprowadzié
do jednego réwnania czastkowego drugiego rzedu, nicjednorodnego, okreslajacego
druga poprawke naprezenia stycznego. Rownanie to ma nastgpujaca postad:
.2’51-93 ik Tr192+ afraa 2]/5( - Py

4

0
2
(3.2 r ", 3o ag

arr 0% ar Q

4 61:,.,91 aT,.l,gl 6Tr,91) .
RENFY 29 o |

Poniewa T,5, okreSlono powy’ej [pierwsze z réwnan (3.23)], réwnanie (3.25) po
podstawienin i uporzadkowaniu ma postaé

2?1, 6 Trp Fiy oy V3 B [ ( S r)
2 2 2 2 / z__
{3.26) 2 PTD —+-3r ar MQ /1-* 1tcos{2V i llnﬂbo +

+2ViE1 1sm(21/,12 1in )]sin(ug).

. -Poszukujemy rozwiazania réwnania (3.26) w postaci
(3.27y Tro,=F (r) sin (219,

gdzie F(r) jest catka ogdlna nastgpujgcego réwnania réZniczkowego, zwyczajnego,
nigjednorodnego:

(3.28)  #2 F'() L3P () 402 F ()=

= V3 Bll[l-%—cos(ﬂ/lz—lln—) +21/,12~15m(21/12 lln—)]
2Q r2 b ﬁ
Calke te znajdziemy przez sumg calki ogélnej réwnania jednorodnego (Eulera)
i calki szczegdlne] réwnania niejednorodnego.
Ostatecznie wige rozwigzaniem rownania (3.26) bedzie nastepujaca funkcja
T,,BEFT,.;}E(?’, 9, okreslajaca- druga poprawkg naprezenia stycznego:

Ay — - B —
(3.29) 1= [-—2— sin (1/4/12 —1in i—) % cos (]/43,2 —1iln i) +
2 r b() o bo

-‘r— sin, (2}/112 1ln )+ —— COS (2]/22—1 1n—)+—~] sin (219},

b
gdzie
. V3 By V3 B2i2-1)
32: .._.__é_ -] 42-_"_ _——g— D
(3.30) Q Q

1/313z
'3Q

a stale 4, i B, sa nieoznaczonymi dofychczas stalymi catkowania. Zostana one
poZniej okreflone z warunkow brzegowych w drugim przyblizeniu.

Csy=
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Catkujac dwa pozostate réwnania z ukladu (3.4) (dla i=2) otrzymamy drugie
poprawki napreZenia obwodowego i promieniowego. Sa to nastgpujace funkcje
prommnla i kata: '

(3.31) 0-,92=[(A2— V421 B,) r~' sin (1/4/12 —~1ln ﬂl-;-‘-) +
. o

+( 4/12""‘1 A2+B2)f COS (]’ 4/12 lln )+2 I/ﬁuz_l C321_2 x

cos (2,19)

. _ -z 2 it
xCos(2]/},2—1lnb0) -2vaz—1 1 Cyar sm(Z]/A iin bﬂ) %

B — ——
—— 2|24 Y221 sin (21/,12—1 1nb—)+
[¢]
(232 —~1) cos (21/;12—1 In bi)+p,
0

3 —_F
g, =0y -|———]/—_"B2 r~2cos? ]/112—1 In—]sin? (19},
2 2 Q 1 b

gdzie D jest dowolna stala catkowania, ktorq dalej przyjeto za zero (podobnie jak
stalg C w p. 3.2); state Cy,, Cyz i Cs, okreSlone sg wzorami (3.30).

3.5. Wykorzystanie warunlow brzegowych w drugim przyblizenin. 7 pordwnania wspol-
czynnikéw przy «® w rozwinigtych warunkach brzegowych otrzymamy warunki
brzegowe w drugim przyblizeniu. Maja one nastgpujaca postaé:

na powierzchni wewnetrznej

2 Q 20 éo,,
m [ i ]r_au au 1/3 —t, l/—3 g dy ar _Clo[Jrg]r:an—'az [arl]rza(,:
o

(3.32)
67:,91 ) 2Q _a_lfzi rz—Qﬁ.. —_
al [Trﬂl]rzﬂ'o—i—ao al ar F=g, +ao [TrQZ]r::au _az VS ao ]/§
- dl [G‘gl]rfa 0 3

na powierzchni zewnetrznej

b 0 20

do, )
bl[frﬂl]rzbu b ]/3 b2’/3 _'bO bl [__a_ri]r_b bg[ I, ]r bg [Jrl]rxbn - 0 '

3.3
) ( & ; 20 by b; 2Q

rﬂl i _ —————— . — —
bl[r,-ﬂ ] +b bl [ ]rzbo_}-bO[TrGZ]r—bo b2 l/g b() ]/5
~bilos),..,,=0

Warunki (3.32) i (3.33) wykorzystamy podobaie jak w p. 3.3. Mianowicie z réwnania
(3.32), i (3.33), wyliczymy drugie poprawki promienia wewnetrznego i zewnetrznego,




KSZTALTOWANIE NIEKOLOWYCH CYLINDROW GRUBOSCIENNYCH 381

a dwa pozostate réwnania (3.32), i (3.33), dadza widad réwnas jednorodnych na
stale calkowania 4, i B,:

VaiZZ1 (B, sin (V42 =110 22— 4, cos (V472 —11n 2|0,
‘ b bo
Varr—14,=0.

Z réwnania (3.34), wynika, 7ze A,=0 (]/412—1#0 dia A catkowitych). Wobec
tego, Ze In ay/by= —nn/]/ﬂz —1 (wynik rozwazafd w pierwszym przyblizeniu, wyra-
zenie (3.21)), réwnanie (3.34), jest nastepujacym réwnaniem przestepnym:

(3.34)

Var—1
(3.35) Ba sm[—nn—w—l}=0.

Va2
-Poniewaz dla 1 calkowitych wyrazenie ) 442 1/ ]/;12—1 nie moZe byé¢ caitkowite,
zatem sinus nie jest réwny zeru; aby réwnanie bylo spelnione, musi wiec réwniez
stala B, przyjmowaé wartosé zera.

+ Ostatecznie wige drugie poprawki promienia wewnetrznego i zewngtrzengo
(obliczone z réwnania (3.32), i (3.33); i przy uwzglednieniu (3.29), (3.30), (3.31)
oraz faktu, ze¢ A4,=B,=0) sa nastepujacymi funkcjami kata:

2 2

3 B
SQ" —wsmz(}ﬂ) b{H=— 50° b 451{12(&8)

Drugie poprawki skladowych stanu naprezenia zas okreSlone sa nastgpujaco:

(336)  a(9=

V3 B JR A O
Trg, = —@ ‘/'irlz []/12—1 Sin(Zf/If—l IDE“) +

—}—(2/11—1)003(2]/}.2 1ln )+1]sm(2,w),

V3 B

arg SQ /‘LZ

'{[(222——1) VAiz—1 Sm( 2y A2-1 ln—br_)—
. 4]
—(322—1)cos (1/2—12_:7 In bi) - 222] cos 229N+

+[cos (21/,12—11n~—) V=1 sm(zl/z —11nb—)+ﬁb ]}
G, ]/§ =

s 80 A2yl

(3.37)

{[(212 1)1//12—15111(21/,12—11%)
—{A2—1) cos (2 1/1?: In _b__)] —cos(219) -

TS R I i |
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3.6. Zestawienie wzordw kohcowych. Wykorzystujac uzyskane wyniki wp. 3.3 i 3.5
przedstawimy wyrazenia na promienie wewngirzny 1 zewngtrzny ksztaltowanego
cylindra, ktéry catkowicie zostanie uplastyczniony w stadium zniszczenia. Sa to
nastepujace funkcje kata 9 (z dokladno$cia do drugiego przybliZenia)

P 2

a(H=ap+(—1y+? “:% cos (A9) - sin2(AN+... ,
2a,

(3.38) _ _,
o
— — e N tia2
b (H=b, ) cos (A9 b, sin?(A9+...,
gdzie
{3.39) azﬁBl o

20

jest nowym paramefrem charakteryzujacym nickolowos$¢ cylindra.
Skiadowe stanu naprezenia z dokladnoscia do dmglego przyblizenia okreslane
sa nastepujacymi funkc]aml kata & i promienia r: .

2 L g —

o

Q ; Ve
1/3 P []//’L 13111(2],1 llnbj)-l-

(202 = 1)005(2]/12 Iln )+1]sm(2w)+

L0 r 20 7 2
cr,—l/3_h1bo V5 Rr[]/i Ism(]/}t 11n3;)

(3.40) a2 S
—~ €08 (}/ A2—-11n *5;)] cos (/1!9)4—59/73— —l_;“—ri {[(212 -1 ]/A,Z —1sin %

(21/12 lin ) (342 —1) cos (21/,12 11;1?) 212]cos(219)+

+cos( ]/}{2—1111*) Vlzwlsin(Zl/AZ—lln;)+}Lz]}+...,
a

by

2
g‘,=T/%:(]]1—br—o+l) ]/3 I I:]/;{ —ISI‘H(]/;LZ IIH_)

—cos (}/} -1 lnb—)] cos (AN +—-— I/ Zr 3 {[(212 -1 ]/12 1sin X

(21/,12 1In ) (12— 1)cos(21/,12 11nb)]cos(2,w)~—

- [Vﬁfi-sin(zl/p-l n *5‘)4‘(23,2— 1) cos(2 Vaz-1ln g—)HZ]}Jr... .
(¢] (1]
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4, Przyklady liczbowe

Wykorzystujge wyprowadzone wyzej wzory, podamy ponizej dwa przykiady
liczbowe okreflania ksztaltéw cylindrow podlegajacych pelnemu uplastycznieniu

w stadium zniszczenia.

Przyklad 1. Zaktadamy A==2, n=1, a=0,06 oraz by=1 (zerowe przyblizenie
promienia zewngtrznego). Z réwnoscei (3.21) obliczamy zerowe przyblizenie promie-

nia wewngtrzengo cylindra: ¢;=0,1630.
Ksztalt cylindra okrelony jest [z réw-
nan (3.38)] nastepujacymi funkcjami
kata §:

a (8)=0,1630+0,0300 cos 28—
@1 | —0,0110 sin*29+4-... ,

b ($)=1,0000—-0,03000 cos 29—
—0,0018sm*29+... .

Na rysunku 3 przedstawiono znale-
© ziony ksztalt cylindra, ktéry, jak widag,
posiada zweZenia na grubodci $cianki,
pierwsze poprawki promieni majg

Rys. 3

Cyinder
kofowy

Poszuldwany
kselat , aaktdcony”

bowiem przeciwne znaki (# nieparzyste). Rozklad naprc;ieﬁ w przekrojach Scianki
cylindra dla 8=0, 8=z/4 i $=n/2 pokazano na rys. 4.

Rozprawy InZynierskie — 3
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Przyklad 2. Przyjmujemy A=6, n=2, a=0,12, by=1. Z réwnoéci (3.18); wynika
teraz @,=0,3484, a ksztalt cylindra okreflaja nastepujgce funkcje kata &
a (§)=0,3484 —0,0200 cos 63—0,0206 sin® 69+...,
4.2
“2) b {$)=1,0000—0,0200 cos 64 —0,0072 sin> 63+... .

kszlott
< Akddcony”

Trd '_

Rys. 6

Znaleziony ksztalt pokazano na rys. 5, natomiast rozklad naprefes w przekrojach
9=0, 9=mn/6 i 9=5n/12 (co odpowiada przekrojowi $=mn/12) pokazano na rys. 6.

Podane tu przykladowo ksztalty odpowiadaja «zakléconym» cylindrom kolo-
wym tylko o pewnych oznaczonych wartoSciach stosunku aofbs.
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Mozna stad wysnué wniosek, Ze catkowite uplastycznienie cylindréw niekoto-
wych w stadium zniszczenia wystgpuje niezmiernie rzadko; wniosek ten jest oczy-
wiScie zwigzany z zaloZeniem jedynie normalnych, réwnomiernych cifniei na obu
Sciankach cylindra oraz, w pewnym stopniu, z zastosowaniem mefody rozdzie-
lenia zmiennych, (3.6).

5, Siatki Hencky’ego-Prandtla

Aby uzyskaé pewna graficzna interpretacje rozwiszania, podamy jeszcze metode
okredlenia siatek Hencky’ego-Prandtla dla przekroju poprzecznego rozwaZanych
cylindréw oraz maszkicujemy taka siatke¢ dla jednego z przykladdw.

W przypadku plaskicgo stanu odksztalcenia rodziny charakterystyk tworzace
siatki Hencky’ego-Prandtla pokrywaja sig z trajekforiami najwiekszych naprezen
stycznych Tmax (por. np. R. HILL [3]). Trajektorie te okreslimy w sposéb analityozny.
Odpowiednie réwnanie rézniczkowe we wspdtrzednych walcowych posiada miano-
wicie posta¢ (W. Krzv§, M. ZyCczkowskI [3])

(5.1} r'2(oy—0,) =4t 1’ 1o =0,)=0.

Poniewaz skladowe stanu napreZenia o,, 0y, T, Okreflone sa szeregami para-
metry o (3.40), réwnanie (5.1) rozwigzemy réwniez metoda malego parametru.
Zalozymy mianowicie, Ze

(5.2) _ F=F (N=ro( B+, (9 a+ra(P) 224,

Podstawiajac do réwnania (5.1) rozwinigeia (3.40) i (5.2) ofrzymujemy

20
(5.3)  (ro®+2ryry ot )( = )
| V3
Q . ! P —
—4 T/t o COoS ]/,?Lzml ln -I- ocf-lﬂ.. s (A8) — } (rotryat+..)—
0
20
( rot2rory at. )(?/'}‘ )

gdzie pozostawiono efektywne wyrazy rzedu zerowego i pierwszego ze wzgledu na

maly parametr o. Poréwnujac w réwnaniu (5.3) wspdtezynniki przy %, otrzymujemy
dla zerowego przyblizenia réwnanie;

(5.4) ro>—ra=0,

z ktdrego wynika, Ze ry=-r,. Zatem po rozwiazaniu okreflimy w zerowym przybli-
zenin dwie rodziny charakferystyk wzorami;

C01 e"9

(5.5 Fo=C, ei“"={ ,
) 0 [} C02 ot

Sa to dwie ortogonalne rodziny spirali logarytmicznych dia stanéw kolowo-symetrycz-
nych, w szczeghnoéci dla cylindra grubo$ciennego (por. np. W. W. Soxorowski [12]).
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Dla pierwszego przyblizenia [z poréwnania w réwnaniu (5.3) wspolezynnikéw
przy '] olrzymujemy nastepujace rownanie nicjednorodne:

(5.6) Fo 'y —To I'y=2F COS (]/Az——llnb )sm(lS)

Zaktadajac majpierw, Ze ro=Coy e*?, otrzymujemy metoda wariacji stalej
rozwigzanie rownania (5.6) w postaci:

(5.7) W= EI(}‘.{_]/AWZ :()4

_(R-I-l/ﬁ) cos [(A+M) 9V aE (;01”+

- i " Coy
{—sin[(ﬁ,—l—]/)ﬁ—l) 9+V =1 1n—b°—]—
0

{—sm[(l Va2-1) 8— Vﬂ»z—-lln%]—

+ 2.0—-Vi-1)

S Coy
~(A—V 22 1)cos [(,1_1//12—1) 9~V a2 11n—5—]} +Cyr e,

Zakladajac dalej, ze ro=Cy, ™7, otrzymujemy podobnie drugie rozwiazanie réw-
pania (5.6) w postaci:

! Co2
5-8 AR i — 2. AZ.— —
(5.8) F ” (/'Lu]/)ﬁ-—l) {sm [(l Vi2—1) 84V by ] ,

—(A—VA7=1) cos [(2—1/,12_—1) 94V az—

Coz
b H*

1 — S Coa
{sin [(IH-]/P -1y 8- }/}.2 —1In —3-"-] —
0

_l_ O —
20V -T)

S S . ¢ :
—-(A.—ﬁ—]/ﬂ"’——l) cos [(zHﬂ/;lz—l) S—VAi2~in _b?,E]}+ Cpe?

Przyblizonymi rozwiazaniami réwnania (5.1) beda wige dwie rodziny charakte-
rystyk opisane nastgpujacymi réwnaniami:
o

2,0V 32=1)

. ' Cor
(3.9) =Cqy &+ —— {—sm [(/H—]/Az— DI+Y i1l T] -
]

: — i —— Coy
—~(A+V 22 =1) cos [(A+]/lz— D) $+¥iE-1 1n7]}+

Cor
bo

o o S
+ Y sin|(A—V 22 1) §-V 22T
O l/lz =5 { sin [(}, ]/l 1) |

Cor
—(—V22-1 1)cos[(,1 Viz=1) 9—Vaz—1 P ]}—l—C“e at .
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oraz

(5.10) r=Coye® {sin [(A—mz_l) SpViE—1 mc‘"]—

e 22.(~ 1//12 0

.—'(A 1/112—'1)(305[(/1 ]/),2_1) ‘9+]/2'2_Iln£b(£”+

. j 2 T S0
LGV {sm [Wﬂ/l 18—V Z11n bo]

—(zlJrI/JI?jI) cos [(A—I—]/}.Z -1 .9—]/A2 —

C -
b°2]}+clz P ot
[4]

Wystepujace w réwnaniach (5.9) i (5.10) stale wyznaczymy z warunkéw brze-
gowych przez parametr danej rodziny charakierystyk. Za parametr ten przyjmiemy
kat 8,, wyznaczajacy punkt przeciecia charakterystyki z zewnetrznym konfurem
niekotowego cylindra. Zatozymy mianowicie, Ze na- konturze wewnetrznym dla
ustalonego kata 3=48,

(5.11) r{8o)=a (%),

gdzie a(¥,) jest promieniem wewngtrznym okre§lonym pierwszym réwnaniem
spofréd réwnan (3.46). Warunek ten jest nastfgpujqcy:

(5.12) rolGo) 1 (86) .. _a0+(—1)"+1 cos (19g)+...

Pordwnujac wspdlczynniki przy odpowiednich pot@gé9h o w rdwnaniu (5.12),
otrzymujemy warunki okre§lajace state C,, i=0, 1, 2, ... "dla obu rodzin charakte-
rystyk. Sa to réwnania '

©(5.13) . ro{de)=aq,

. cos (A3}
(5.14) ri{Jo)=(—1)"+* T

..............

Dla rodziny charakterystyk (5.9) ot‘rzymﬁjémy naét@pujqce formuly na state Cyy,
Chyent s : :

: C01l=a0 e_ﬂu_a .
(5.15) o o
Cy =1+ cos (/wo)'l‘m [Sin (/IST)—-HE)—}—
—% :
-*I“(A—F]/ﬂz —1)ycos (A% —HTE)] m [sin (/’{,190“" I’tﬂ)+

A=V 22=1) cos (Wot+nm)],

......................................
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Dla rodziny charakterystyk (5.10) stale Cy,, Cyy, ... okreSlone sa nastepuiaco:
Cox=ao 390,

e

22 (A=Y 12=1)

o
(5.16) Cua=(~1y+* - cos (290)+ [—sin (A9 —nm)
By
— e [—sin (A8
2;[(/1_‘_1/12_1) [ Sln( 0+Hﬂ)+
+ AV A2 = 1) cos (A9 +nm)],

+(A—V 22 =1) cos (A3, —nm)] +

Poszukimany kszlalf  zukiteom;”

Rys. 7

Szezegdtowo przeanalizujemy preykiad I zp. 4. Przyjmijruy mianowicie: A=2, n=1,
«=0,06, by=1. Rysunck 7 pokazuje dla tego przyktadu przyblizong siatke Hencky’ego-
-Prandtla (z dokladnoécia do pierwszego przyblizenia), przy czym charakterystyki
przeinaja kontur wewnetrzny cylindra w punkfach $,=0, =/4, #/2, 3n/4, ....

Zgodnie z przewidywaniami charakterystyki te przecinaja z doéé duzy dokladno-
cia niekotowy kontur cylindra pod katemn 45° i sy wzajemmnie orfogonaine.
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Pesome

FPOEKTUPOBAHWE HEKPYTOBBIX TOJNCTOCTEHHBEX ITMNIHUHIPOB
NPOABHAIONINX, B CTAIWM PA3PYIMEHWS,
TNMONHOE TIPUBENEHHE B INTACTHYECKOE COCTOSHUE

B mactosugel pafore ofcy:xuacTes BOUPOC onpedencHus (GOpMBI HEKDYTOBBIX TOJNCTOCTEH-
HHIX LUARHAPOB, UPOARIFOIMAX HOTHOS OPHBCICHME B NUIACTHYECKOC COCTOAHEG HOM jelicTRieM
HOCTORHHBIX BHEINHEIC ¥ BHYTPEHHETO ZaBICHUEH,

PaccMaTpHBacTes TONACTOCTEHHPE HEIMEAD ¢ NepeMeHHsMHA papnyciva a (9 # b (%) 8 supe
pATA OapaMeTpa o, XApaKTepH3YIOWEro Hexpyrosoe cedeHHe nmmmaxpa [dopmynsr (3.1)]. IIpen-
HOJAras rwiockoe AehopMEPOBAEHOS COCTOAHAE H HECKAMAEMOCTE MATEPHANA, CHPEHenas Hanups-
KEFHOC COCTOSHEE B LATMHAPHYECKOH KOODUEHATHOH CHCTeMe Tpem: COCTABISFOUMME O, 04
¥ 7.5, KOTOPBIC YAOBNETBOPHIOT HEYM YDABHEHEsM BHYTPEHHETO pasHopecHd (2.1) u ycmosmro
HIacTHYHOCTH (2.2).

TIpamenss METON MANOTO TapameTpa (EAUpSKeHHT 0, 0y H T, PA3NAraoTes B PAIE Iapa-
METPA ) NORYYeHO AN TCPBOTO OpEOMKCHMA 3a7ady cOOCTBCHHRIX 3HAYeHu#. VCnmoBue, nna
CYOICCTBOBAHAN HEHYICBHIX POIICHWH, ONIpefiefuno IROHHYIO DOCIEROBATSIBROCTE OTHOLICHMH
pasmepos mEAHEApa [hopmyrsr (3.25).
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B nynxTte 3.6 yaercs cOROCTABICHES HOMYYCHHEIX GOPMYIT ¢ TOYHOCTBIO BTOPOTO LpHOmi-
wemust. Vimenmo, dopmynsl (3.46) onpenensior dopMy mmmmEmpa, kax $yHxnmio yria 8, rorzma
xak Hopmymst (3.48) ODpeeNsOT COCTARISFONIRE HATPSREHEOTO COCTosHNA Kax dyimme yrua 8
 pamuyca . )

B oymxre 4, paercs TOUHGIA AHANA3 ABYX WHCHOBHIX FPHMEPOR, FOTJA Kax B OyHKTE 5 mpej-
AATASTCA METOR, ONpPENeNenrs cerok [emka-TIpanfTin, s PACCMATPUBAEMEIX TENHHIPOR, & s
OAHOTC U3 OCOORIX CNYTAch HACTCH PHCYHOK TaKOM CeTKd.

Summary .

THE SHAPING OF NON-CIRCULAR THICK-WALLED CYLINDERS SHOWING
FULL PLASTICIZATION IN THE STAGE OF COLLAPSE

This paper deals with the problem of seeking the shapes of non-circular thick-walled cylinders
which indicate full plasticization upon reaching the limiting load capacity, under a constant external
and internal pressure. '

A thick-walled cylinder is considered witl variable radii # (%) and 5(%) in the form of a series
of the parameter « which characterizes the non-circularity of the cylinder [formulae (3.1)]. Assuming
a plane state of deformation and incompressibility of the material, the state of stress is defermined
in cylindrical coordinates by means of three components o,, oy and 7,4, satisfying two equations of
internal equilibrium (2.1) and the condition of plasticity (2.2). .

Using the small paramefers method (the stresses o,, g, and 7,.p were expanded into a series
of the parameter «), fhe problem of eigenvalues is obtained in fthe first approzimation, The
condition for the existence of non-zero solutions is determined by the double sequence of the ratios
of the cylinder dimensions [formulae (3.23)].

Ta paragraph 3.6 & compilation is given of the obtained formulae with an accuracy to the second
approximation. Namely, the formulae (3.46) determine the shape of the cylinder as a function of
the angle 9, whilst formulae (3.48) determine the components of the state of stress as a function of
the angle 4 and radius r. -

Two numerical examples are analyzed in detail in p. 4, whilst in 5 the method is given of
defermining the Hencky-Prandtl nets for the cylinders under considerafion, and such a net is shown
in one of the particular cases.
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