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ROZWIJANIE SIE SIE. TARCIA
DLA PEWNEGO PRZYPADKU WSPOEPRACY DWOCH BELEK

BENEDYKT BOL INSKT (WARSZAWA)

1. Wstep

W pracy rozwatymy zagadnienie rozwijania sie sit tarcia i pos§lizgy migdzy dwoma
wysiggnikowymi belkami, dociskanymi do siebie obcigZeniem o infensywnodci
g=const i obcigZonymi sity P przylozona do dolnej belki (rys. 1). Uklad taki stanowi
pewien wyideélizoWany model wielu czgsto spotykanych rozwiazar konstrukeyjnych
ukladdéw belek np. uchwytéw lub resoréw. W ukdadach takich docisk g zrealizowany
byé moze np. ukladem $rub, nitéw, obejm itp. nie pracujacych na écinanie. Jezeli
sruby rozmigszczone sz dosta-

tecznie ggsto, ~.to moZemy je Siref bez poslizgu (1-n-&)

zastapié 0bc1azcmem c1qg{ym' Stref postizgu (£)
o intensywnosci 4. e q \ 4{ é | Strefu odgrmauiaf)

Zagadnienie! rozwqanla‘ sig sit )
flad
(Y]

tarcia i poslizguipomiedzy dwoma
belkami rozwazone bylo w pracy -,
[2 1 3], ale dla przypadku obcig~ -

zenja dwoma jednakowymi si- A j ‘
tami P przylozonymi do swobod- p
nych koricéw obydwdch belek. Rys. 1

D. D. ELey w monografii 1] :

rozwazal zagadniemia sif wewngtrznych w dwéch belkach obciazonych sita P
i polaczonych ze soba spoiwem (klejem). Autor w swojej pierwszej pracy na fen
temat [4] rozwazyt zagadnienie rozwijania sig sil tarcia i poslizgu pomiedzy belkami
(rys. 1), ale dla przypadku gdy sita P roénie monotonicznie w przedziale 0< P<P;.
W obecnej pracy, ktéra stanowi niejako kontynuacje pracy [4], rozwazymy problem
histerezy powstalej w sytuacii, gdy sita P zmienia si¢ cyklicznie przyjmujac wartosci
P=0,P;,0, —Ps, 0 (rys. 2). Histereze przedstawimy w ukladzie wspdhrzednych
P, W (gdzie W oznacza ugiecie kofica belki obcigzonej sila P).

Zbadanie histerezy jest o tyle istotne, ze pole histerezy okrefla prace sil tarcia
wewnetrznego (pomigdzy belkami) 1 jest miarg thumienia oraz zwiazanych z tym
strat emergii przy cyklicznie zmiennych obciazeniach, Zbadanie rozwijania sig sit
tarcia i poslizgdw jest réwniez istotne do prawidtowego projektowania takich ukla-
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dow (np. projektowanie §rub dociskajacych i koniecznego docisku). Rozpatrywane
zagadnienie obliczenia histerezy, gdy traktowaé je jako problem okreslenia jednej
funkeji P=f (W), jest zagadnieniem nieliniowym i stad bardzo trudnym do anali-
tycznego rozwiazania. Azeby uniknaé tych trudno$ci i otrzymaé rozwiazanie, histe-
rezg podzielono na szereg przedzialéw. Kaidy przedziat charakteryzuje sig jednym
okre§lonym rodzajem (mechanizmem) wspolpracy pomigdzy belkami. Sa to na ogdt
mechanizmy proste z punktu widzenia ich opisu. Zadaé bedziemy, azeby kazdy z me-
chanizmow czynit zadod¢ warunkom réwnowagi oraz cigglosei odksztalced.

Przedzial zastosowania takiego mechanizmu jest ograniczony warunkami wy-
nikajacymi z rozwiniecia sit tarcia w granicach okre§lonych wspélczynnikiem tarcia
rozwinigtego o oraz dlugoécia rozwijania sie strefy poélizgu, ktérej dtugosé nie
moze przekraczaé dhugosci strefy dociskéw pomiedzy belkami. Uwzgledniajac
powyisze warunki, same mechanizmy (sposoby wspé}praéy belek migdzy sobg)
dobieramy metoda kolejnych préb. Jako wiadciwy przyjmujemy dla danego przedzia-
hu obciazen P, <\ P< P, taki mechanizm, ktdry czyniac zadosé wszystkim sformu-
fowanym powyzej warunkom, spelnia ponadto warunki brzegowe razem z sasiedni-
mi mechanizmami. W pracy nie opisujemy szczegolowo wszystkich kolejnych préb,
w wyniku ktdérych obieramy dany mechanizm jako odpowiedni dia danego przedzia-
o P, << P < P,,,,ale ograniczamy si¢ do wykazania, Ze czyni on zados¢ warunkom
brzegowym, ‘

PoniewaZz w pracy (4] przedstawiono szczegilowe rozwaZania na temat rozwija-
nia sie sif tarcia i poslizgu w przedzialach 0P <Py, P, <P <P,, P, <P <P,
(rys. 2), przeto w niniejszej pracy ograniczymy sie do krétkiego streszezenia przepro-
wadzonych tam rozwazafi. Pozostale przedzialy, na ktdre zostata podzielona histe-
reza, omowimy nieco dokladniej. W pracy korzysta su€ z liniowej teorii belek,
opartej na hipotezic plaskxch przekrojéw.

2. Przedzialy histerezy

2.1. Przedzial [0-1]. Pierwsza faze obcigZania belek poprzeczng sila (0KP<P))
przedstawia rys. 2.1. W tym przypadku mamy dwie strefy: oderwania na dlugosci
11 i przylegania bez polizgu na dfugodci L—». W strefie bez poslizgu (L —#) oddzia-
tywania sprowadzaja sig do naciskow i sit stycznych miedzy dociskanymi do siebie
plaszezyznami qu (tarcie). PoniewdZ naciski ¢ w calej strefie przylegania dla danej
sily P sq stale, 2 pomigdzy obiema strefami wystgpuje skokowa nieciaglo$é krzywizny
belek, to moze ona byé wywolana tylko skupionym momentem gnacym. Skupiony
moment gnacy moze spowodowaé jedynie skupiona sila styczna t wywolana sila &.

Z przyrownania momentéw gngcych belki gérnej M, i dolnej M, w przekroju
(i =i} [({ - ) oznacza nieskonczenie bliski przekedj z lewej strony przekroju (i —i)o;
1ys. 2.1I] co jest warunkiem koniecznym réwnodci ugigé obu belek w strefie (L — #),

wyznaczamy diugoéé strefy oderwania:
P

=
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Z. réwnodci sit tnacych w gbrnej i dolnej belce w przekroju (i -7}, co jest réwniez
warunkiem koniecznym réwnych ugieé obu belek w strefie (L —#), wyznaczamy silg
skupiona;

W dowolnym punkcie A wewnetrznych wickien skrajnych strefy bez poélizgu
(L -n) (rys. 2.1) naprezenia normalne ¢, wyraZaja si¢ wzorem
- h[{P 1 [ ‘ ]

Oa=p [(7 _Q’hﬂ) y-hPhp— th] — |t eP|,
gdzie symbolem I oznaczono moment bezwladnoSci przekroju poprzecznego belki,
a symbolem F pole przekroju poprzecznego belki. Warunkiem koniecznym i wystar-
czajgcym na to, aZeby strefa (L -#) byla istotnie strefa, w ktérej nie zachodzi
poflizg migdzy belkami, i aby obie belki zginaly si¢ jak jedna belka o wysokosci 4/,
jest statodé naprezen o, przy zmianie sity P (g,=const). Przy zginaniu bez poslizgu-
linia przylegania belek jest jednoczeénie osia obojetna dia obydwu belek w: tym
sensie, 7& wlokna na niej leigce nie wydhizaja sig, wige napreZenie o ==const.
Powyzszy warunek jest ogélniejszy od warunku ¢,=0 (na osi obojgtnei), poniewaz
ten ostatni jest stuszny tylko wtedy, gdy dla P=0 of obojeina jest linig prosta.
W dalszych rozwazaniach rozpatrywane beda belki z «historigy, czyli takie, w kté-
rych przy P=0 o$ obojetna nie jest.linig prosta, dlatego tez bedziemy postugiwaé
si¢ warunkiem ogdlniejszym o ,=const. Warunek ten jest réwnowaZny warunkowi
0o 4{EP=0, :
' Zakladajac, 7e u= u(P) i t=t (P) po zrézniczkowaniu o4 wzglgdem P otrzymano
rdwnanie

doy, | & K21\ dp (KB 1
2.1 == \t=le 5t + ut

oP 2r 1 g dP
(h2 1) du (h_ll)dt _o
Nt E P\ R e

Aby powyZsze réwnanie byio spelnione dla dowolnege y w przedziale #<y <L
i P w przedziale 0<<P<CP,, musza by¢ spelnione dwa réwnania:

22 h (k2 1 ) dp
2 2 \NT FITap
Qraz
2.3) dt n dut .

' ap TP gp 0

Z rozwinzania réwnania (2.2) dla warunkow poczatkowych P=0, u=0 otrzymujemy

2.4 u=uoP
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gdzie
_ kF
T 2q(PFED

Dla warunkéw poczatkowych P=0, =0 ofrzymujemy C=0, a zatem rozwiazaniem
rdwnania (2.3) jest funkcja

(2.5) t=aP2.

Koniec pierwszego przedziatu wspdipracy dwdch rozwazanych belek mozZe nastapic,
gdy P=Py, 1 p=p,, co odpowiada warunkowi

2.6) _ P=—

Przypadkowi, w ktérym P=P,. i t=12P,. y,, odpowiada warunek

: Ho
2.7 PL.= %

Poniewaz PP, zatem jako koniec przedzialu przyjmuje si¢ silg

Ho
.P1 mPIM =ﬂ.
Dla sily P;==p,/2 wspélczynnik tarcia p=p; i wynosi

@8 - o=

Z powyiszego wynika, ze gdy pod sila skupiong k=P/2 wspélczynnik farcia =y,
to w strefie bez poflizgu (L —#) wspdlezynnik tarcia wynosi p,=p/2. Udo-
wodniono zatem, Ze poslizg zaczyna si¢ na pograniczu strefy oderwania ze strefg
bez poslizgu [rys. 2. I1; przekrd (i —i)]. Przy P>>P; przyjety mechanizm wspoipracy
belek przestaje byé pozyteczny, poniewa? zaczyna si¢ nowy kolejny przedziat wspot-
pracy belek, w ktdrym pojawi sig obok strefy oderwama i strefy bez poshzgu trzecia
strefa — podlizgu,

2.2, Przedzial [1-2]. Poniewaz dla sit P>P,, sila ¢ nie moZe wzrastaé¢ (poniewaZ
juz powstalo tarcie), naleXy przyjaé, Ze pojawi sie¢ w tym miejscu nowa strefa, strefa
podlizgu. W rozpatrywanym przedziale sita P zawarta w przedziale Py <P <P,
powoduje powstanie trzech stref: oderwania (na diugosci #), podlizgu z tarciem
rozwinietym {na diugosci &) i bez poslizgu (na dhlgoscl L— (q-i—f)) 7 tarciem nie-
rozwinietym (rys. 2.I11).

Dhugosé odeinka migdzy belkami, na ktorym dziataja sily tarcia nierozwinigtego,
wynosi L—(y-+&) (rys, 2.111). Tak jak poprzednio okreslimy naprezenia w punkcie 4
strefy bez podlizgu.
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Naprezenia powstale od dzialania momentu gnacego i sily skierowanej wzdhiz
osi w przekroju okreslonym wspdlrzedna y w punkcie 4 (rys. 2.HI) wynosza

hl1l o
T4y ?Py—I—hP 5 +ghd (= po) — ghpy |+

1
+}- [P (,u _i‘zi)_w (e~ o) é—qyy] .

Warunek konieczny i wystarczajacy, aby w strefie [L—(7-+¢&)] nie wystapit poslizg,
jest taki sam, jak w pierwszym przedziale (0-1), czyli do,/6P=0. Zakladajac
Ze p=p(P) i E=E(P), otrzymujemy rdwnanie rdézniczkowe

aUA (‘P’12 ) d‘u] [( ; 1 ) (kz : ) } d,u
(29) [ “L_‘IF y—l— TJF—F“ P"}-q 7+F f —+
L dé Ho
' +q(w+*ﬁ) (— o) ——= IP ( +——) (,tt—~'5)=0

Z powyiszego otrzymujemy dwa réwnania

510 h (/22+1)d,u_0 7
(2.10) 7 N\T R Y

dé Ho
(2.11) g(s— pio) dP%-(PIqé) +ﬂ—""_0-

Réwnania rézniczkowe (2.10) i (2.11) maja dwie niewiadome funkcje p=u(P)
I £(P). Rozwigzaniem réwnania (2.10) jest funkcja:
hE

M:o:P-I—C, Dﬂ=m.

Zgodnie z rezultatem ofrzymanym przez rozpatrzenie korica przedziatu (0 - 1)
warunki poczatkowe s nastegpujace: dla P=P,=pus/2a i p=p,/2, C=0, a zatem
ostatecznym rozwigzaniem réwnania (2.10) jest funkcja

(2.12) u=cP.

Podstawiajac (2.12) do (2.11) oraz biorgc pod uwage, Ze du/dP=u«, otrzymujemy

“Ho
o3 p ) u N 2aP+ 3
13) dP = aP—pu, g_ g{aP— g}
Rozwigzaniem réwnania (2.13) jest catka
£
r —2aP+f—°—-
2.14) —e |t [ S ap|,
¢ ’ q (P~ pio) :
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gdzie
P
= (%
fO= [ m——ar,
. Py

a y oznacza wartoS¢ stala, ktorg nalezy wyznaczyé z warunkéw poczatkowych.
Po dokonanin podstawien i scalkowaniu rownanie (2.14) przyjmuje postad
- Py g
oP — plg

! 2 payy O
{?Jrq(mpl ) [_— a(P —P1)+—2—(p_p1)]}.

Dla warunkéw poczatkowych P=P,=p,(20 i é¢=0 ofrzymujemy y=0, a zatem
ostateczna postad funkeji (2.15) jest nastepujaca (V)

_—P4P, P
¢= P-2P, ¢

@15 ¢

(2.16)

Strefa podlizgu olreslona parametrem £ wezedniej osiagnie przekrdi zamocowania
belek niz wspolczynuik tarcia p¢ w strefie bez po§lizgu osiagnie warto$s graniczna uq.
. Z analizy wzoréw (2.12) i (2.16) widaé, ze dla P=P, dtugoéé strefy poédlizgu &=0,
Gdy P=P;+AP, a AP jest dostatecznic mala, wzor (2.16) moZna przedstawié
w nastgpujacej postaci:
Py-AP AP
T

Otrzymana zaleznoéé wykazuje, ze ¢ jest dodatnia dla dodatnich wartodci AP, co
jest zgodne z fizyczng interpretacia zjawiska, wyrazajaca si¢ w zaloZeniu dodatniego
kierunku ¢. Dla rozwazanego przedziatu (1 - 2) granica stosowalnoéci ofrzymanych
zaleznoéci bedzie taka sytuacja, gdy strefa poélizgu osiagnie przekrdj zamocowania
belek, czyli gdy dla pewnej sily P=P,, &=L —y,, gdzie n,=P,/q (rys. 2.IV).
Podstawiajac powyZsze funkcje do wzoru (2.16) ofrzymamy rownanie

P PP P

2.17 —_ .
@17 ¢ P2, q

Rozwigzujac réwnanie (2.17) wzgledem sily P,, mozemy te site obliczyé w zaleznodci
od diugosci belki L 1 pozostatych parametrow a, i, i g. Sita P, okreSlona jest wzorem
gL 2
P,= = =

I 1
—tgL— ——t—
2 ", P,

2.3. Przedzial 12-3L Charakterystyczna cecha tego przedziatu jest istnienie
tylko dwdch stref: strefy poélizgu i1 strefy oderwania (rys. 2.V), Wzrost sity P do

‘ o
() W pracy [4] z powodu blednego napisania znaka przy wyrazie — —— & w réwnaniu
(13) otrzymano inna funkeje &, al— o
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wartosci P3 powoduje zupelny zanik strefy poslizgu &, a strefa oderwania pojawia
sig na calej dhugosci belki (7, =L), (rys. 2.VI). Dalszy wzrost sily (P>>P,) zwigksza
Jjedynie ugiecie dolnej belki bez wplywu na ugiecie gérmej belki. W tym przedziale
konczy si¢ proces obeiazania.

© 24. Prredzia [3-4]. Przyjmujemy, Ze odciazanic belki zaczyna sic od wartoéci
réwnej Py<<P,.. W punkcie tym (rys. 2.VII) nadal istnieje strefa oderwanla o diu-
goci m3=P,/q oraz strefa poSlizgn o diugosci E=L—7,.

Gdy sila P zmniejsza swa wielko$¢ do P=P,— AP, (gdzie AP; jest pewnym ma-
lym przyrostem), powstaje nowy mechanizm wspélpracy belek. Szereg préb i rozwa-
Zani doprowadza do wniosku, Ze jedynym mozliwym w tym przedziale mechanizmem
Jjest mechanizm pokazany na rys. 2.VIIL Mechanizm ten skiada sie z dwdch stref:
oderwania o dugo$ci P/g==s i bez poslizgu o dugoéci L — #. Interesujacym faktem
Jest to, ze strefa bez poslizgu sklada sie z dwdch odcinkéw. Na odcinku pierwszym
o dhugosci L — 55 sily tarcia gu zachowuja swéj poprzedni zwrot, natomiast na od-
cinku #3 7, ktéry powstal w wyniku zmniejszenia sie strefy oderwania, sily tarcia
gil majg zwrot przeciwny. Jak juz podkrefliliémy powyzej, mechanizm wspdlpracy
pokazany na rys. 2.VIII jest jedynym, ktéry prowadzi do rozwigzasi czyniacych. za-
dosé¢ warunkom poczatkowym. Wszystkie inne mechanizmy wykazuja niezgodnodé
z warunkami poczatkowymi, a nawet prowadza do paradokséw. Naprezenia w pun-
ktach A i B odcinkéw strefy bez poslizgu L<<y<ps oraz L—i,<x<y sa funkcjami
wspdlrzednych odpowiednio x i y, ale sg stale wzgledem wariacji sity P. Z tego
powodu warunki 9o,/8P=0 i do,/0P zachowuja swoje zastosowanie w obu odcin-
kach strefy bez poslizgy. Rozwazmy kolejno napreZenia w punktach 4 i B okresio-
nych wspélrzednymi x-i y, :

Odcinek 132> x>=n strefy bez poslizgu. Na odcinku tym mamy do czynienia
z podobng sytuacja jak w. przedziale [0 — 1]. Réznica polega jedynie na innym zwro-
cie i oznaczenin wspolezynnika tarcia. Z powyZszego wynika, ze warunek do ,/0P=0
dla tego odcinka prowadzi do réwnan rézniczkowych podobnych do réwnan od-
noszacych sig do przedziatu [0~ 1], Mozna je otrzymaé wprost z réwnat (2.2)
I (23) podstawiajac w nich p=—j:

2.18 h (hl+1) P,

(. ) 2r I dP ?
@ dn

(2.19) ~+P—+,u 0.

Warunki brzegowe dla P=P,. sg nastgpujace: =0, 1=P,ue/2. Uwzgledniajac
powyzsze w (2.18) otrzymamy:

dil Y
{2.20) o pa=o(Ps—P).
Podstawiajac (2.20) do (2.19) otrzymamy
L
{2.21) —aP+u(P;—P)=0,

dP
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_skqd
1=aP%4-aPP+C.
Z warunkéw brzegowych znajdziemy staly
1
C=P, 9 Ho—2uPs
i funkcja ¢ (P) przyjmuje postaé
|
(2.22) t=—o(2PZ—P2)4 P, (ocP+ 5 ,uo) .
Koniec przedzialu (punkt 4) okreflaja nastepujace Warunk1 dla P=P,, ltu=t
h.lb t4—— - 1/2P4ﬂ0
Mozna wykazaé, 7ze wigksza warto§é sily P,, okreflajac  koniec przedzialu

(rys. 2.IX) otrzymamy z warunku f,= —P, uo/2. Obliczona stad wielko§¢ sity P,
wyraza sig wzorem:

1

2__..._
P p %)
s )/ ek
! (1+—)

X

x=Ps[Py.

(2.23) -11,

gdzie

Na koticu przedziatu [3 4] wspétezynnik tarcia fi=j, i wyraza sig wzorem
(2.24) | fia=0(Ps—Py). |
Na rys. 3 przedstawiono wykres funkcii Po/P,=f(3).

Odcinek Lzyz=n; strefy bez poslizgu. Warunek do,/0P=0 dla tego odcinka
pozwala ofrzymacé nastepujace réwnania rézniczkowe:

7 h (hz_l_l) du o
(2.23) 7 \TTFE a0
dt dii dit  du

(2.26) ——+P———+;,¢ Py |t =0

Z réwnania (2.25) dla warunku brzegowego P=P,;, p=p, otrzymamy
(2.27) p=~a(P3—P)+ .

Uwzgledniajac (2.24) i (2.27) w réwnaniu (2.26) widzimy, 7e jést ono identyczne
7 rozwigzanym réwnaniem (2.19). Sprawdzamy wielkodé wspotczynnika tarcia p
na koncu przedzialu (dla P=P,). Otrzymamy:

(2.28) ' pa=—(P3~Py)+ .

Rozprawy Inzynierskie — 4
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Na podstawie wykresu przedstawionego na rys. 3 moina sprawdzié, 2 zaréwno
ita jak 1 fie, sa mniejsze od po. Oznacza to, Ze pierwszy poslizg nastgpuje istotnie
pod sila skupiona ‘k=P,/2 okre$lona wzorem (2.23). Na rys. 2.IX pokazano
sytuacje na kosicu przedziatu (punkt 4).

BB Y
s
0 - \'\f
1 PARNS
/ N .
4r Asympiota )
S v
Ve
P P=Fx)
4 -
2 /
'
1 1 l 1 1 1 1 1 ——— )
v 2 4 3 8 B %

Rys. 3

25. Przedzial [4-51. Jako obowiazujgcy w tym przedziale przyjmujemy
mechanizm skdadajacy si¢ z trzech stref: oderwania, poshizgu i bez poslizgu, przy
czym ta ostatnia strefa podzielona jest na dwa odeinki (rys. 2.X). Przewidujemy
pojawienie si¢ strefy poslizgn poniewaz na kotcu przedziain 3 — 4] sita tarcia ¢
pod sita skupiona k osiggngla maksymalna wielko$¢ rowna Paeo/2.

Rozwazmy warunek do/éP=0 w strefie bez poslizgu na odeinku 7= x> E+y.
Warunku tego nie bedziemy rozpatrywaé na odcinku L<y <4, poniewaz, tak jak
to poprzednio wykazaliémy, nie wnosi on nic nowego. Naprezenia w punkcie A
odeinka #; <x < &4y wyraZaja si¢ wzorem

i o1 | R A
o =5 P Tt F gilx—\p+%¢ q(“#o+ﬂ)§+(—7+ﬂ Pl

Obliczajac z powyiszego wyraZenie &o,/0P=0, otrzymamy dwa rownania
rozniczkowe:

Bk 1\ di
@29 - ot +( +F') PT
di & Ho
(2.30) qp Eta(=motD gy +*---—-P+;w—2 =0,

Z réwnania (2.29) dla warunku poczatkowego P=F, i ji=jt, otrzymujemy funkcjg
*
(P}

(231 L= (Py—P).
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Podstawiajac (2.31) do (2.30) doprowadzamy to réwnanie do postaci
32 Py—2pr dé-% 2Ly Bh

@32) (P~Py=2P)) b2

Rozwiazaniem ogdlnym tego réwnania jest funkcja

D P_‘Pl
P—(P;-2P) q

(2.33) &=
Staly D obliczamy z warunkéw dla P=P,, £=0:
1
=;(P4ﬁP1) [Py (P3—2P))]

1 funkcja (2.33) przyjmie postaé

(Pa—P)[Pa—(Ps—2P)]
P—(p,2p,) &P ‘}]'

2.34) ﬁ—i[
@. 7

PoniewaZ w rozpatrywanym przedziale P<<P, i P,=P,—2P,, to strefa poélizgn &
jest dodatnia, co jest zgodne z jej fizyczna interpretacja. Koniec przedzialu obliczymy
z warunkdéw dla P=Ps, &;-4n5=n5. Po podstawieniu do {2.34) i wykonaniu prze-
ksztalcenn otrzymamy

Py—P, P,—P,

2.35 = (P, =2P .

239) Py (P 2P) P
Mozna fatwo sprawdzié, ze Py, >P,—2P,, poniewaZ dlaP P3—2P; (kiedy rozwi-
netaby sig sila tarcia w strefie bez poslizgu) strefa poshzgu ¢—c0. Jako koniec prze-

dzialu nalezy zatem uznac sitg (2.35). Sytuacje na koficu przedziatu [4 - 5] pokazuje
rys. 2.X1.

2.6. Przedzial [5'-51, W przedziale tym mechanizm wspélpracy polega na
rozprzestrzenianiu sig strefy poslizgu na odcinku L - 573 w strefie bez poslizgu (rys.
2.X1). Na odcinku L=y =5 strefy bez poslizgu mechanizm wspdlpracy jest taki sam,
jak na odcinku 3= x=# (rys. 2.X). Wobec tego réwnania wynikajace z warunku
Jo/0P=0 sq takie same jak réwnania (2.29) i (2.30). Nalezy tylko zamiast u podstawié
fi. Otrzymujemy dla tego przypadku nastgpujacy uklad réwnait:

A (lz 1 ) d,u
(2.36) P+ P =0,

Ho

du d¢ .
(2.37) 9 p cH—rotma o + P+;t——2—=0.

Uwzgledniajac przy rozwigzaniu réwnania (2.3@ waranli brzegowe w punkcié 5
(rys. 2.XI) dla P=P,, u=0 otrzymamy

(2.38) p=u(P,—P).
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Podstawiajac (2.38) do (2.37) otrzymujemy to rOwnanie w postaci

C{é P 'PS' P1
b -t
dp ¢ g q q

(2.39) (P—Py+2Py)

Rozwigzaniem réwnania (2.39) jest funkcja

D P—pP,
P—P51+2P1 q

(2.40) &=

Stala D wyznaczamy z warunku poczatkowego w punkcie 5’ dla P=P., i E=ns—n,

Py—P
q

Po podstawieniu powyiszej wartoici do (2.40) ofrzymuj.my ostatecznie:

1 [ 2P, (Py—P))

——W_WP—PSJ—I—EP—; “‘P—l—Pl].

(2-‘41) ¢ p ‘
Koniec przedziatu (punkt 5) otrzymamy z warunku rozprzestrzeniania si¢ strely
poslizgu do zamocowania. Warunek ten okreflié mozna w sposéb nastepujacy:
dla P=Pg, E=L—ys.
Po podstawieniu powyzszych warunkow poczatkowych do (2.41) otrzymamy site
P okreslajaca koniec przedziatu [5" - 5]:
gL—Py

(2.42) Ps=P_—2P, ﬂ

Sytuacje w punkcie 5 przedstawia mechanizm (rys. 2.XIII).

2.7. Przedzial [5-N]. Dalsze zmnigjszanic sity (P<<P;)} doprowadza do cha-
rakterystycznego punkfu oznaczonego na wspdlrzednej w lifera N. Rysunek 2.XIIT
przedstawia sytnacje na poczatkn omawianego przedzialn, W tym mechanizmie
mamy tylko dwie strefy: strefe oderwania i strefe poSlizgu dhugodcl E=L—.
Stopniowe, kolejne zmniejszanie sily P powoduje wzrost strefy poslizgn i zanik
strefly oderwania. Gdy sila P=0 (punkt N), to réwniez dhugo$é strefy oderwania
n=0, natomiast dtugosé strefy poslizgu £=L. Na skutek oddzialywania sit tarcia
migdzy belkami réwnych — g, obie belki w tym punkcie (P=0) pozostaja ugiete,
przy czym ugigcie przyimuje warto$é W, (rys. 2.XIV).

2.8. Przedzial IN-6]. Od poczatku tego przedzialu sita P zmienia zwrot i za-
czyna wzrastaé. Mechanizm pracy obydwu belek pokazany jest na rys. 2.XV. Cha-.
rakteryzuje sig on tym, Ze nie ma strefy oderwania i strefy bez poélizgun. Jedyna strefg
jest strefa poslizgu. Koniec tego przedziatu okreéla maksymalna sita P=P;. Jedyne
ograniczenie wynikaé moze z warunku stosowalnoéci liniowej feorii belek. W punkcie
histerezy okreslonym sita Ps mamy sytuacje zilustrowana na rys. 2.XVI.

29. Przedzial [6-7). Przedzial ten zaczyna si¢ sytuacja przedstawiona sche-
matem oddzialywan pod wplywem sily Pg na rys. 2.XVI. Przy zmniejszaniu sily.
(P<<Pg) nastepuje zmiana sposobdw wspdlpracy obu belek. W wyniku rozwaZenia
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szeregu mozliwych mechanizméw wspdlpracy w przedziale Py<P< P, przyjeto
mechanizm wspolpracy pokazany na rys. 2.XVIIL. Przyjeto mianowicie, e istnigja
dwie strefy: strefa poshizgu i strefa bez poslizgu.

Skoro zakladamy istnienie strefy bez poslizgu, to mozemy zastosowaé analize
oparty na wykorzystaniu warunkéw o, =const oméwionym w poprzednim prze-
dziale.

Moment gngcy i sita wzdluzna w punkcie 4 wynosza

’ P P
M,= (qhﬂ - 3) y+ah (e — ) r§+-5ﬂuh,

P
N=quytq(o— )&+ > 4o

Znajac moment gnacy i silg wzdluing wyznaczamy naprezenie w tym przekroju:

. h 1
(2.43) ' o, =TM,,+~*N.

Zakladajac p=pu(P), = (P) i 05,/0P=0 po zréiniczkowaniu (2.43) otrzymujemy
roéwnanie

do, _ | B d,u Bl dé
@4  —5 = +q( = y+( ?)q(uu—u)g};—

R 1\ du (h2 1);;0_
—(T+—) — et 5 5=0.

Aby powyzsze réwnanie bylo spehnione dla y w zakresié E<y<L i P w zakresie
Py P<Ps, muszg byé spelnione nastgpujace rdwnania

24 h+(h2+1)d”—
(245) TRV T
oraz ’

- ac  dp  pe
(2.46) | (N*#o)Eg 'c}}?&F—z—q‘—O-

Z rownania (2.45) znajdziemy
(2.47) p=aP+C,.

Z warunkow poczgtkowych P=Pg i u= }_to wyznaczamy stalg calkowania:
Clz ﬂo — OCP 6

Podstawiajge stalq calkowania do wzoru nzyskanego z rozw1qzama réwnania (2. 45)
okredlilismy wartos¢ w postaci

(2.48) p=ma(Ps—P)+ fto.
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Rozwigzaniem réwnania (2.46) jest catka:
Ho
(Pﬁ“P)(ff* 205)=C2-

Spelnienie powyiszego zwigzku dla P=P; wymaga aby C,=0. Stad otrzymujemy:

- _ 2 Ho Py _ ‘
(2.49) E=f= 20 g = const.

 Z powyzszego wynika,7e w przedziale [6 = 7] strefa poélizgu jest stala, a jej wartosé
" okreflona jest rownaniem (2.49). Granica stosowalnofci mechanizmu rys, 2.XVII
wynika z fego, ¢ w strefie bez poélizgu tarcie moZe zmieni¢ znak i rozwingd sig
osiagajac wartoé¢ — pu,. Podstawiajac dla P=P,, pu=p, do (2.48) otrzymamy

(2.50) C —py=—a(Ps—Py)+ 1.
Stad
(2.50) Py=Ps—4P,.

Sytuacje w punkcie odpowiadajgcym P, przedstawiono na rys. 2.XVIIL Strefe
poflizgu oznaczono tu przez 2, a jej dlugosé okreSlona jest wzorem (2.42),

2.10. Przedzial [7- M]. W przedziale fym przyjmujemy mechanizm przedsta-
wiony na rys. 2.XIX. Réwnolegle ze zmniejszaniem si¢ sity P maleje strefa poslizgu
¢ dazac do zera dla P,,=0. Przedzial ten charakteryzuje si¢ tym, Ze istnieja w nim
dwie strefy poglizgu réinigee sig zwrotami sit tarcia. W miar¢ zmniejszania sig
sity P jedna ze stref poshizgu o dlugodci réwnej & maleje, dazac do zera dla P=0,-
Odpowiednio do tego druga strefa poélizgu o dlugodei L —¢ ro$nie i dazy do roz-
" przesrzenienia sig na cala dhugo$é belki, co zostaje osiagniete w punkcie M dla P=0
(rys. 2.XX). Ze szczegdlowe] analizy wynika, Ze przedstawiony na rys. 2.XIX me-
chanizm wspélpracy spelnia wszystkie omawiane we wsigpie warunki.

2.11. Przedzial [M~2). Ostatni odcinek od punktu A do punktu 2 zamyka
obszar histerezy. W tym przedziale mechaniziny oddzialywan przedstawione sq ma
rys. 2.XXI1. Od punktu M sila zaczyna wzrastaé (P>>0) lecz skierowana jest prze-
ciwnie., Mechanizm ten jest zatem taki sam, jak poprzednio opisany w przedziale
2-3 (rys. 2.V). Dowodzi to, Ze nastapilo zamknigeie petli histerezy.

3. Vhwagi kencowe

W przedstawionych powyZej rozwazaniach zanalizowano mechanizmy wspol-
pracy belek w kolejnych przedzialach histerezy (rys. 2} oraz okredlono wielkosci
sit P;, P;,.,, stanowiace granice tych przedzialéw. Mechanizmy wspdlpracy, czynige
Zzadoé¢ rdwnaniom réwnowagi 1 ciaglofel przemieszezeil, ograniczone sa «od géryy
i «od dolu» bad? rozwimigciem sig wspolczymika tarcia g do wartod$ci -ku, Iub
osiggnigciem przez strefe podlizgu przekroju zamocowania (=L —#). Sama histereze
przedstawiono pogladowe w ukiadzie wspdlrzednych P, W, gdzie W oznacza ugigcie
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w punkcie przylozenia sity P. Poszezegélne punkty histerezy przedstawione zostaly
w spos6b orientacyjny, poniewaz w pracy nie obliczano dla Zadnego przedziatu
ugieeta W w zaleZnosci od sity P. Wyznaczenie ugicé W(P) w poszczegllnych
przedziatach, gdy znane sa mechanizmy wspdlpracy, sprowadza si¢ do prostych
obliczen, ktorych nie przytaczamy w pracy.

Chociaz histereza naszkicowana zostala mna rys. 2 w sposéb schcmatyczny,
to jednak dobrze ilustruje przebieg proceséw zachodzacych przy pelmym cykln
zmian sity P w granicach Pg<{P<.P3. Z przeprowadzonych obliczen wynika, 7e
'gl-anice' poszezegdlnych przedzialéw histerezy okreflaja mnastepujace parametry:
Py=pof2¢, q; L, gdzie

_ hF
C 2q(RPFHD)’

a zatem paramefry te w pelni charakteryzuja poszczegdlne punkty histerezy.
Zasadniczym celem rozwaZan autora bylo wyjasnienie i opisanie mechanizmdéw
wspélpracy belek dla poszczegoinych przedzialéw histerezy i cel ten moina uwazac

za osiagnigty.

Przedstawiona praca stanowi cz¢S¢ szerzej opracowywanego programu analiz
teoretycznych i doswiadcezalnych, majacych na celu wyjasnienie istotnych zjawisk
zwigzanych z farciem konstrukcyinym w ulkdadach sprezystych.
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Pezrome

BO3HUKHOBEHHME CWJI TPEHKS, [JIS HEKOTOPOI'O CJIVUAS
COBMECTHOM PABOTHL JIBVX BAJIOK

B pabote obcyxzgaercs 3amava, KAacAroIMasicst COBMECTHOMH paboTH, MBYX ONMHEAKOBBRIX YIIPY-
rHx GAIOK, 32KPEIHICHHEX KOHCOIEHO B HencdopMuEpyemoil OHOpe M IPIKEMASMEIX ONHA K ApY-
roif Harpy3kolf ¢ METerpambEOCTLIC g. IpuimoxerHad, k ceofommomMy KoHUY OfHOH ®3 6anok
pornepetHas cuya P, BLISEIBACT HOABIORHC My BaTKAME CIeYIONINK 30H; OTPLIBA, CKOMBKCHHS

'@ ¢ OTCYTCTBHEM CKOIExeHus. LIMKIHYecKHE HM3MEHEHUS CHIEL P PaspelBalOT BOIHMKHORSHMG
HCTEPH3HCA, KOTOPAS WIEIOCTPUPYETES AMATPAMMO B CHCTEME XOODHHAT, CENA-IpOrub B Towke
NPRUTOREHEA CAJTBL,

B paboTe BBIACHASTCH U OLMCHIBAKITCH MEXAHH3MBI COBMETCHOE paboTer MexHy Ganmkanm st
OTHELHEIX HHTEPBAJIOB THCTEPE3HCA.
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Summary

THE DEVELOPMENT OF FRICTION FORCES FOR A CERTAIN CASE
OF COOPERATION OF TWO BEAMS

In this paper the problem of cooperation is considered of two identical beams fixed in a non-
deformable support and pressed together by a load of intensity q. A transverse force P applied to
the free end of one of the beams causes the evolution of zones between the beams: breaking
off, with sliding, and without sliding. Cyclical variations of the force P bring about the formation
of hysteresis, which is iHlustrated in a graph using the system of coordinates: force-bending at point
of application of force. In the paper the mechanisms of cooperation are explained and described
between the beams for the particular intervals of hysteresis.

Praca zostala zlozona w Redakcji duia 1 grudnia 1969 r.






