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ZAGADNIENIE OSOBLIWE
W PEASKIM OSRODKU Z NAPREZENIAMI MOMENTCOWYMI
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1. W pracy niniejszej rozpatrzono zagadnienie nicograniczonego plaskiego
oérodka poddanego dzialaniu obciazent skupionych. Rozwigzanie problemu otrzy-
mano wprowadzajac dwie funkcje przemieszczen. Przedstawienie rozwiazania za
pomoca funkeji przemieszezen jest zdaniem autora szczegdlnie dogodne przy roz-
patrywaniu probleméw dla obszaréw nieograniczonych.

W pracy rozwazaé bedziemy ofrodek z naprezeniami momentowymi przy zato-
zeniv, ze obroty zwiazane sa z przemieszczenjami (w=rot (#/2)). Ten typ ofrodka
byl przedmiotem rozwazan szeregu autordw {1 — 5]. W pracy niniejszej uzyjemy ozna-
czent takich samych, jakich uzyl W. Nowackr w pracy [4].

2. Réwnania réwnowagi dla rozpatrywanego ofrodka maja postaé nastepujaca:

a1 HX;=0,
(2.1) .o
- € 0i+my o+ Y=0, i j= 1,'_2,

gdzie o;; oznacza miesymefryczny tensor naprezed, m, wektor naprezenl momento-
wych, X; wektor sit masowych craz ¥ moment masowy.
Tensor paprezefi rozlozymy na czg$é symetryezng i czgd¢ antysymetryczng:

gty O30

(2.2) G=Sytry,  Sy= 5 > Fyy >

Biorac pod uwage réwnanie (2.1), czgs¢ antysymetryczna tensora nmaprgzef uza-
leznimy od naprgzen momentowych w sposob nastepujacy:

1
2.3) T ”?51}(”11,1+Y)-

Réwnania konstytutywne dla omawianego oérodka maja postaé

Sij=2ﬂ?ij+j‘ykk 5:‘;‘ »

49
my=4ul* o, .
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gdzie p, A oznaczaja stale Lamégo, [ nowa sfala materialowa oraz

1 (aui_l_ﬁuj)
MT T Noxy Cax )

1 (Guz aul)
DT \oxy, )
Nastgpnie wstawiajac funkcje (2.4), do réwnania (2.3) otrzymujemy
ye du,  Ouy +1 y
'(2,5) I’ij— HEU [ﬂ 6x1 6.xz) 2 ] .

W ten sposob. wykazaliSmy, Ze wszystkie interesujgce nas wielkodei wyrazié
mozemy w zaleZnoSci od przemieszczed u;. Uklad réwnafd na przemieszczenia i,
otrzymujemy wstawiajac wyrazenia (2.4), i (2.5) do dwéch pierwszych réwnati 2.0
po vwzglednieniu zwigzkdw (2.2):

32 2 ] 2 7 ‘
- 2 — 2472, N 2 X2
[(,,;+,1) axf+”v w v P u + ax, o, (pA-24-pl* V) uy -+
| oL 0
6 | T ax,
{2.6) 22 . a2 a2
- 272 — ]2 vz
2%, o, (u+A+pul*v )”l+[ u*v Bxfluz -+
1 oY
X 2 dxy =0.

Postugujac si¢ znanym postepowaniem Hilberta [6 i 7] sprowadzamy POWYZSZY
uklad réwnah do dwéch oddzielnych réwnad na dwie funkcje przemicszozed.,
Wykonujac odpowiednie dzialania otrzymujemy

2.7) QuAtN A=V V2V F=—T,

gdzie
1 a8y r X 1 8y
2 ox,’ e B

=X+

Natomiast skladowe przemieszczenia zwigzane sg z funkcjami przemieszezen
‘W nastepujacy sposdb:

J oF, oF,
H=p T (1-72v¥ —-—“+ +(2,u—i—)u) 6x2 P ax,)”

238) 8 F, oF, oF,
uz:)u,_(l—lzvz) —‘l‘“*— — Qut—-—— @xl ‘a;——a .

W ten sposdb zagadnienic plaskie sprowadzili§my do problemu rozwigzania ukladu
réwnati (2.7) z odpowiednimi warunkami brzegowymi.
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Powyiej podane zwiazki sg Sciste dla plaskiego stanu odksztalcert, W przypadku
plaskiego stanu napreZeit mozna postuzyé sig tymi samymi zalezno$ciami z doklad-
noécia zalesna od grubosci tarczy, podobnie jak w klasycznej teoril spreZysto$ci.
W tym ostatnim przypadku (plaski stan naprezen) nalezy zamiast statej Lamégo A
wprowadzi¢ stalg A*=A2u/Cu+4). .

3. Rozwazmy plaszczyzng Xy, X, poddana -dzialaniu sit masowych X;=
=P (x,) 8 (x3), X»=0, ¥Y=0. Przypadek ten odpowiada nieograniczonej tarczy
obciazonej sita skupiona w plaszezyZnie tarczy w poczatku ukladu wspotrzednych.
Podobne zagadnienic rozpafrywal Y. WEITSMAN [5]. Podatl on funkcje naprgzed
dla tego zagadnienia, jednak nie udafo mu si¢ znalezé rozwigzania osobliwego
dla przemieszczen.

Celem naszym jest znalezienie catki szczegdlnej ukiadu réwnan (2.7) dla f,=0.
Wobec powyzszego mozemy przyjac Fo=01 zagadnienie uprodci si¢ do rozwiazania
nastgpujacego réwnania:

3.bH (1—PVYVEVIF, = — 8(x)) 3 {x;).

P
H2u+)

Wykonpjac na réwnaniv powyZszym podwdéjna nieskoficzong transformacie Fouriera

. 1T
Fep=o [ [ NEDepliGErpOIdE L,
32) | 1 o
NGe )= [ [ 8 Brewp (=i it px)] d df,

i

otrzymamy rozwigzanie dla funkeji przemieszczen W postaci catkowej:

~ __—__p__—_ o exp [—i (oxy -+ Bx,)]
(B3 LGL¥)=T ~ s u2utA) Lof 412 (e - ) (0 + 52

de df.

Wystepujaca w powyZszym wzorze calka nie istnieje jako niewlasciwa; nie udaie sig
tez wydzielié z niej wartosci gléwnej w sensie Cauchy’ego. Nalezy tutaj poshuzy¢ sig
pojeciem czgfei skoniczonej calki rozbieznej wprowadzonym przez J. HADAMARDA
[8]. Podobny problem rozwazal autor W pracach {9 i 10]. W pracy [10] podano
czeéé skoficzong catki rozbieznej tego samego typu, co catka wystgpujaca w wyraze-
niu (3.3). Wykorzystujac obliczenia zawarte w pracy [10] otrzymujemy rozwigzanie
osobliwe dla funkcji przemieszezen F,(xy, x;) rozpatrywanego zagadnienia:

P 2 1 2 2 2
(34 PG x)™ —W(lerxz) I (x3-4-x3) —
2 s (VAN ]
— 2 z At S
2mp(RutA) [ln ]/x1 T +K°( / ) "

gdzie Ky ( ) oznacza zmodyfikowana funkcje Bessela drugiego rodzaju.
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Wykorzystujac wzory (2.8) 1 biorac pod uwage ze F(x;, x;)=0, otrzymujemy
rozwigzanie osobliwe przemieszczeri:

x? P
= —-——— 2 2

, 87 Gk ) [ln 3 +xd)+— o —I—l] Sn [In (i 4=+
2 ] pz o2 [ _ (Vx§+}§)]
' xI4+x2 ——27111 ax? ]Hl/xl—E_ 21K T

(3.5)
P 2%, X, P 2x1x2
Uy =

- 87 QutA) xi+x2 8ap xi+x}

PE —~ Xl
+ [In Va2 Fxi 1K, (w]-/w%iﬁ)] .

2rp Ox, Ox,

Naprezenia obliczamy wykorzystujac zwiazki (2.2) - (2.8) i (3.5). Biorac pod uwage,
ze dla plaskiego stanu naprezed A=vE/(1—v?) otrzymujemy

P cosg )
T1=8,= —E T [34+vy—2 (1-+) sin? ¢]—
PP { cos ¢ (3 sin? g —cos? fp)[ r (,) 2 (’)
R ¥
~ 73 cos @ sin? gk, Tl
P cosg _
0'22=322=E — [1—v=2 (1-+v) sin? ]+

T ¥

P2 3sin? p—cos? r ¥ r? -
+_‘{cosqo( 3(0 9) [2_2_1_1(1(7)_7;]( (%)]_

1 ¥
—rcos gsin?p K, ( )},

(3.6) P o v I
sin
In= T MT [1~v+2(1+v) cos® g+
P12 | sin @ (3 cos® gp—sin? @) [ r (") r? r )]
T 22 k7)ol
;‘3 sin @COS (ﬁK]_ ‘_][l—)}’
P sin
Tia= - TU v+2 (1-+v) cos? p]+
PP { sin ¢ (3cos? p—sin® @[ ; (i) . (r)]
o = AR AT

- sin® ok, (-
IgSln(;Jl ]

gdzie r?*=x>-4x2, sin p=x,/r, cos p=x,[r.
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W podanych powyzej formutach na napreZenia pierwsza czg§¢ kazdego ze wzorow
przedstawia rozwiazanie klasyczne, natomiast druga czgsc, zalezna od stalej I —
wplyw napreZen momentowych. .

@ o [ - - [ oy o |
] g 8 5 3 8 & 8 & & 8
< . o = =3 =1 ] = = = < =
i 0 120 a4 Bl 0 X
| it 3 B
| Mnoznik 77
A Rezwiazanie kinsyczng
Al u
l

§ G %1,0)
Rys. 1

Jako przykiad liczbowy przedstawimy wykres funkej f‘;:cr“ dla x,=0, v=0 {rys. 1)

| | PN EANE (*)
3 Ppl1 41 2_21K1(z) 2 Ko !,

01X, 0= = T (xl)z

!

Jak widaé z wykresu podanego na rys. 1, réinica migdzy rozwigzaniem klasycznym
i podanym w niniejszej pracy maleje wraz z odleglo$cig od punktu preylozenia
sity skupionej. W odlegloéci x;==101 réimnica wynosi tylko 2,37%.

4. Jako drugi problem rozwaZymy nieograniczona tarczg poddana dziataniu
sit masowych w postaci

X, =—00(x)d(xy), Xp=-006 (x:1) 6'(x2)

Obcigzenie to odpowiada dzialaniu centralnej sily $ciskajacej.” W tym przypadku
nalezy rozwiazaé oba réwnania (2.7), ktdére dla omawianego zagadnienia maja
postaé nastepujaca:

#QRuAH(1=P V)V V2 F1=05"(x1) 6 (x2) ,

4.1
1 QuAd) (1= V) V2 V2 F,=03 (x,) " (x2) -
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Stosujac podwdina nieskoniczona transformacie- Fouriera (3.2) do powyzszego
ukladu otrzymamy .

iz exp [—i(ox, + fx.)]

=T u (2#+l) ff [1+1%(a>+ )] (o2 1 S dedf,
(4.2)
if exp [—i (oaxy+Bx,)]
Fy= T 42 yis (2th;L) ff 42 (a4 53] (@2 f2)? dodf .

Nastepnie wykorzystujge zwigzki (2.8) otrzymamy przemieszczenia w postaci

catkowej:
0 "r o exp [—i (ax, )]
iy —--—4n2(2#+,1) f f _ dedf,

Olz‘l—ﬁz

0 T ifexp =i (axH )]
. 1[2—4R2(2l£+ﬂ) ‘IJ “2_7}'[’)2 docdﬂ.

(4.3)

Podobnie jak poprzednio, obliczajac cze$é skowiczona calek rozbieznych wystepu-
jacych w powyzszych zaleznoSciach (4.3) [9], otrzymmjemy rozwiazanie osobliwe
dla przypadku dzialania centralnej sily Sciskajacej:

_ Q Xy . o Xa
T 22 Qptd) Xt T 2 Qut ) Nibad
g(-v) xi-x; Q(1-  xix,
i1 =~ gy = — T (’Clsz)z R O12=0p = — I (x%_}‘_x%)z
i we wspéirzednych biegunowych:

g(f-v 1
T e Wl

Latwo zauwazyé, ze powyzej podane rozwigzanie jest identyczne z' rozwiazaniem
klasyeznym. W przypadku dziatania $rodkowej sily $ciskajacej na tarcze nicogra-
niczong napergZnia momentowe nie pojawiaja sie.

Stosujac taki sam tok postgpowania jak podany w niniejszej pracy, moina otrzy-
maé dalsze rozwiazania osobliwe np. dla przypadkn dzialania momentu skupionego.
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Pesiome

CUHT'YJIAPHASA 3AJTAYA B IINOCKOKN CPEIE
C MOMEHTHBIMM HANPSIXEHUAMK

B paGore jaetcad B BHEC 3AMKEYFRIX BRIDAXCHM PeIICHH:L WwrocKkoi GeckoHeyHOH cpelsl ¢ MO~
MEHTHEIMA HAODSUKEHAAME, 3aTPYACHHOW HOCHEZOBATENLEC COCPEOTOYEHHOH CHAOH B Tox-
BepKeHEOM JefCTBAIO HEHTDA CXATHA. Pellenns TOMYYEHS] JIOC/IE BREHEHUA B obcyxpeHHA HBYX
yRKumMit repeMelteRMil ¥ IDE IPMMEHCHAR HABOHHOTO OCCKOHEMROro npeobpazopanEs @ypre.

Summary
THE SINGULAR PROBLEM IN A PLANE MEDIUM WITH MOMENT STRESSES

In the paper the solutions in the form of closed expressions are given for a plane infinite medium
with moment stresses successively under a concentrated load and subjected to the action of
a compressing centre. The solutions were obtained following the iatroduction of two functions of
displacements into the considerations, and with the application of the double infinite Fourier’s
transform.

Praca zostala zlozona w Redakcfi duia 5 gradnia 1969 r.






