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SPREZYSTOSC GESTYCH. SIATEK O ZYOZONEJ STRUKTURZE

CZESLAW WO ZNIAK (WARSZAWA) i PIOTR K LEM M (LODZ)

Wstep

Zastosowanie rownan ofrodka Cosseratéw jako modelu ciaglego gestych siatek
sprezystych o sztywnych weztach bylo w ostatnich latach tematem wielu prac.
Wyniki wigkszodci opracowan zostaly zebrane w ksiazee [4], zawierajacej takze
przeglad literatury problemu. Podstawy teorctyczne podane w pracach [1 i 2] oraz
liczne przyktady obliczen dotycza przede wszystkim siatek o strukturach przedsta-

Rys. 1

Rys. 2

wionych na rys'. 1. Kazdy element tych siatek laczacy dwa sasiednic wezly jest jedno-
rodny, prosty i pryzmatyczny. Réwnania modelu ciaglego siatek, w kiStych ele-
menty laczace sasicdnie wezly moga byé przestrzennie zakrzywione i niejednorodne,
zostaly wyprowadzone w pracy [3]; rozpatrywane byly takie ‘modele ciagle siatek
typu «plaster miodu» [5]. Fragmenty takich siatek przedstawia rys. 2. Wszystkie
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dotychczasowe rozwaZania obejmujg jednak tylko modele ciggle siatek, w ktérych
kazdy nie znajdujacy si¢ na brzegu siatki wezel jest polaczony trzema, czterema Iub
szeScioma lacznikami odpowiednio z trzema, czterema lub szefcioma  wezlami
sgsiednimi (rys. 1 1 2).

Tematem tej pracy jest zastosowanie réwnan oérodka Cosseratéw jako ciaglego
modelu gestych powierzchniowych siatek sprezystych o bardziej ztozonej strukturze.
Fragmenty niektérych z tych siatek przedstawia rys. 3. Zakladamy, ze wszystkie
wezly siatki sa doskonale sztywne, a odcinki pretéw faczacych kazde dwa sasiednie
wezly sa pryzmatyczne, jednorodne, izotropowe i liniowo sprezyste. Zakladamy
ponadto, ze kazdy typowy wycinek siatki (np. wycinek SpSyySySyy wyroZniony
na rys. 4) mozna traktowaé w przyblizeniu jako uksztaltowany ma plaszczyinie,
ktéra jest zarazem plaszczyzna symetrii sprezystej tego wycinka. Wszystkie zatoze-
nia dotyczace warunkéw stosowalnosci ciaglego modelu siatki (gesto$¢ i regularnosé
struktury siatki oraz regularnoéé obciaZenia), oméwione np. w ksiaZce [4], przyjmu-~

jemy jako spehione.
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Rys. 3

W pracy wykazujemy, #e siatki przedstawione na rys. 3 moga by¢ traktowane
jako przypadki szczegdlne siatki, ktérej fragment pokazano na rys. 4. Tym samym
rozwasania ogolne ograniczymy do tej ostatnicj. Przy przyjetych zaloZeniach
zwiazki konstytutywne modelu cigglego siatki rozdzielajg si¢ na niezalezne zwiazki
dla zagadnienia «tarczowego» i «plytowego». Kazde z tych zagadnien rozwazymy
osobno, traktujgc najpierw dla uproszczenia siatke jako uksztaltowana na plaszezy-
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fnie (punkty 1-4). W piatym punkcie pracy uogdlnimy rozwazania na siatki
ksztaltowane na powierzchai.

Stosujemy wszedzie konwencje sumacyjing dla wskaznikéw K L, M, ... (kazdy
z nich przebiega ciag 1, 2). Pochodna czastkowa oznaczamy przecinkiem oraz sto-
sujemy znane oznaczenia Sy, i 4, dla symboli Kroneckera i Ricciego. WskaZniki
«martwe» A, 4, ..., wszedzie tam gdzie nie zaznaczamy inaczej, przebiegaja ciag 1,
I, .., V, VL.

Rys. 4

1. Ogélne rownania tarez siathowych 5

Przedmiotem rozwazan jest siatka, ktérej geometryczng strukturg przedstawia
rys. 4. Przyjmujemy na razie, Ze siatka jest plaska, a plaszezyzna =, na ktérej ksztal-
tujemy siatke, jest plaszozyzna symetrii sprezystej i plaszezyzng obciazenia. Symbo-
lem x* oznaczamy prostokatne wspolrzedne kartezjanskie na plaszczyinie m. Ozna-
czamy dalej przez ue=u,(x', x*), v=w0 (x', x?) rézniczkowalne funkcje, ktérych
wartodci we wszystkich punktach plaszezyzny 7,
W ktdrych schodzi si¢ osiem pretéw siatki (np.
punkty Sy, Sty, Sy i Syp na rys. 4), sa kolejno
rowne skladowym wektora przesunigcia znajdu- -
jacego sig tam wezla oraz obrotowi tego wezha,

' Zgodnie z przyjetymi zalozeniami przesuniecia

i obroty zachodza tylko w plaszczyZnie 7.
Przyjmujac, Ze uktad jest regularny [4], funkcje B

ug, © bedziemy traktowaé w przyblizenin jako Rys. 5

lintowe w kazdym réwnolegloboku rozpietym

ha wektorach t, fpy, tanfny (rys. 4). Niech 15, 7, beda sktadowymi wektordw
jednostkowych (rys. 5) ity=21"tl,,. Oznaczmy przez ug(S,), v(S,), (4=III,1V,
V, VD), skladowe wektordw przesunigeia oraz obroty czterech weztow Sy, ..., Sy

f(/\} F )
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zaznaczonego na rys. 4 wycinka siatki. W ramach zaloZonego przyblizenia spel-
nione sg wiedy zwiazki

(1Y) up (S )=t 100 foay g s v(Sy=v+1f Iy v,  A=TLIV, V, VI,

w kidrych wartoéci funkeji uf'{, » oraz ich pochodnych nalezy przyja¢é w punkcie
plaszezyzny = liters Sy (rys. 4). Oznaczmy nastgpnie przez i1, (S0) D, (So) skladowe
wektora przesunigcia i obrdt wezla So. NaleZy zaznaczyé, Ze upv iy 1 v+£0, gdyz
funkcje u,,  opisuja przesunigeie i obrét tylko tych weztéw, w ktérych schodzi sig
osiem pretéw (wezty Sy, Spy, Sy 1 Syp- ha 1ys. 4). Oznaczmy ‘

(1.2) o Mug=liy—ug, Av=0-v.

Niech nastgpnie Ny, O Ky (4=11L 1V, V, V1) oznacza kolejno sifg podhuzna,
sife poprzeczna oraz moment zginajacy (dziatajace w plaszezyZnie m) w przekroiu
preta SoS, przy wedle Sy; wielkobei te dzialajg na wezet So. Niech Eg, Aoy 114
oznaczaja kolejno modut Younga, pole przekroju i centralny moment bezwladnosci
wzgledem osi normalnej do = przekroju preta, na kidrego osi lezy wektor €,
(rys. 4). Wplyw odksztatcend postaciowych preta w plaszezyZnie m na jego energie
sprezysty bedziemy uwzgledniad wspdlezyanikiem bezwymiarowym 7y, zgodnie
ze wzorem (1.16). Zakladamy, ze wszystkie prety migdzy ograniczajacymi je weztami
sa pryzmatyczne, jednorodne, izotropowe i liniowo-sprezyste. Ponadto obcigZenie
zewnetrzne przyjmujemy jako dziatajace wylacznie na wezly, W tym przypadku

E . A :
(4} {4 * )
Ny w—*——ﬁim D Tutre (8 ) — B (SN =gy Ay toy 1y (i 1 epn, 9) —
EuyAwy
T 15y A,
(D
- 12E 4 I ug(S) g (So) @ (5,)+7(So)
— ) K _
(1+12y 0= 2 ) I - > =
(4d) (4)
12E Ty 6E T
12E 5k x 6L 1L 1)
- 3 (AU ™ 2 »
(d) 1(4)
X 2E(A) IM) % »
(1+12y,) Ky=— l( 24 (Sp) -2 (S(A))+6yd (’” (So)—v (S(A))) -
A4 .
e (S ))_ﬁx(So) .
~ 3, I = —2F Iy (L= 67 ) 15y 0
6F, 1. 6F, I 4 L . (143v,)
(4) *(4) r, {A) (A} (A} () A
— f{;) r(‘;) (ug 1 +Exr, ) -_le f&) g 7 Aw
(¥:)] (4) {d)

Przy czym powyisze wzory sa prawdziwe tylko dla 4 =111, 1V, V, VI. MoZna zauwa-
zy€, 7e Ny, O e Ky, we wzorze (1.3) zaleza od Auy, Av oraz od nastgpujacych
sktadowych tarczowego stanu odksztalcenia [!]:

AY —_ - P
(1.4 V=M, pteg ¥, Kg=U g
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W celu wyrugowania z (1.3) réinic dug i do wykorzystamy waranki réwnowagi
wezta, w ktérym schodza si¢ czetery prety (wezel S, na rys. 4). Maja one postaé

vI - ,
(1.5) Z (‘(A)MA)JFE&I)Q(A)) |-by=0, Z K(Aﬁ*/?* =0,
: A5 T

w ktérej Y oraz b, sa obciazeniami przylozonymi do tego wezla. Podstawiajac do
(1.5) wyrazenia (1.3), otrzymamy uklad trzech réwnan dla irzech wielkodel duy, d0:

IZE(A)I(A) Lo

By A R e

(d) (41) f(j\/f) f(lfi) ?- &f)

A= 6E(A)L[&_ K 4E(A)I(A) (1+33’4)
(1--12y ) 2y P (4129 ) Iy

Ll
2B 1) 6yl
. ‘_’% (E(A)A(A)t(d)r(d)+ e I“W (A) ’(A) r(zf) Yex ™ a +W (Dj} f(A)K'K
A=11T 6E(A)I(l) 7K L 2B Aoy (1— 63’41) /X

(1+12y1)[ Kyl Ve ™ 1112, (¥

Wprowadzajge symetryczng macierz 3 X3, zdefiniowang przez

1 [PuiDia D
Doar D
(1.7 {SM DN =Dy Dyy Dy |=
¥y “i\pb, p, D
vi —E(AI)A(A) tn,[ fK +_12“€(d?_jd(dlm !]‘4 7'e GE(A)I(A) f}g —1
_ ](A) {D) ) (1+12yd) ]{3(‘1) (4) (J) (l+]-2yd) (ZA) {4)
AT  SEnly i 4E 1 Tiay (1 4-374)
- (L+12y,) ipy (129 Mo
rozwigzanie ukladu réwnan (1.6) napiszemy w postaci
(1.8)
: 12E Loy -
Vi E A y r t _i_ _(_____ “‘sf i:K 1'
[AuN]n{DNMDN] [b¥]+ Ao iy iy 1 (121,03, Iy Ty -
40 Dy D & A=Til 6E(/J)I(.J) K /L T
(14123 k 4 ONO N "
6E 1y Jeay 7
vi | e M
_ (1--12p g D ”
2 1.
1+12yA ) ]
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Niech Py, F( 1 M, oznaczaja kolejno site podtuzna, poprzeczng oraz moment
zginajacy w przekrojach polowiacych prety o osi wyrdznionej wektorami stycznymi
4. Oznaczmy przez u$’, ¥ oraz 1§, o sktadowe wektora przesunigeia i obrét
kolejno przekroju poczatkowego (przekroj A na rys. 5) oraz kofcowego (przekrdj
B na rys. 5) dowolnego odeinka preta taczacego dwa wezly. Dla A=, 11, podobnie
jak w [1], przyjmiemy

1. 1 .
u}c+)=uK-i——2~t{;,)l(d)uK,L, w(+)=v+§#té,)l(d)v_L,
(1.9) :

(Y} e

1 ,
3 ~ Dy 4k
(I S kovk, V=0 5 kay?, s

gdzie wartoSci funkcji #, v oraz ich pochodnych nalezy bra¢ w punkcie polowia-
cym odcinek AB (rys. 5). Wtedy

Ein A
Wt 0 S ) % 4 n__ K L _ K .5
Py= o 15, WP —ug ))_E(A)A(A)t(ﬂ) oy e, . =By Ao ton ton Vixs

w0 P 12E I (K uﬁﬁ_u&')uw("’)—i—w(")_ 12En Ty &
@™ A+12p )80 9 L 2] QHI2p )Ry eV
. En Iy - |
(A)a—-é—d(‘v(”——'v( ))=E(A)I(A)t(KA)KK, A= 11,

(A

Dia 4=NL 1V, V, VI mamy P y=N_, Py=0u, oraz M =K. ,—0,58 41,
co zgodnie z (1.3) i (1.4), prowadzi do wzoréw

' Ee A
- ¥ .o . _ Endw
Feay=Ea Aoy 1o Yo Vi o iy A

I IZE(A)I(A) L 6E s Leay S
( D (L 12,) 13 @ @V T (g yg e
1.11)
R 68 L) v
(4129 ) 1) 7% Q4129 )27
) Eonl
M(A)=E(A)I(4)t{f,)xx————"—(Z:)(A) Av, A=IIL1V,V,VI,

przy czym Auy i Av nalezy tu wyrazi¢ przez y,p i rg, zgodnie z (1.8).
Oznaczajac dla 4=I,II

RE=En A tintin REG=0,  Piy=0;

i 12, L
1.12 SK] - G K o BE _n.,
12 Riv=qr 12701 iwkn> Ra=0, P (.a)=0:
S(A)ME(A)I(A)t(A): Si5=0, M4=0

oraz dla 4= III IV, V, Vi
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KL K G F _ )4y N M (K L
Ran=Ean il = (d)[DNM 2 (E(A)A(A)’(A) fntant
N A=]IL
Yi
12E e Iy SEadin

_EA I G % N
(12,502, '@ ey ‘(A>)+DN s (127, Ty f(A)]
rx Eodw 2: _SEnday ok
(H= l( (A) NM (1+12 A)IA (A) ()
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Z 1412y, )

. E4) Agay

Pn=— Ton 18, (Dppg U -Dyy 1)

VI
12E. . 1 6F, . I
=KI. (4) “(A4) K =L (A)*(4) X LI
e —————ID,, E oA oM el -
DT(A4-12p) By @ ™ (1+12y4) ;(A)[ 2 ( ()4 P ) D
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12E 4y 14y 6Bl
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T, @@l t Z NCEREATN A2

_ REnIa i’N[

(1+12p ) I3, " Z (E(mAcA)‘(A) 0 iyt

| A=K

' vI
__IEE(A) I{A) 7 GE(A) I(A) /K

‘M L,
ERTR LS f“")“) ) 1200 iy f"“]

Ohntay o V2wl 5
(A+12p )0 @ 12y 00 @
VI
. 6E(/I) I(A) 2E(A) (A)(l 6')’.4)
X[DNM (TJ;W ) ’(A)+DN 21; 1+127, |+

A=111

[
RE,\=

.
6E ;1 T OB 1
(4)1(4) (A D
_....____....[ — f(N ) B A)+

{112y l(zd) N = (1+12y 014

> 2E 41 41— 67.4) K
D E : 7B
1412y,

A=HI

—12E,, I(A)

it

6E 11 1)
Feay :(l +127,) !& (4) (DNM bM‘f‘DNh*) TR Y N (DNb¥+Dh*) H

(1+12y,) ()
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113y El, O 6EunTa
@A) [ ( 5+

fe.d.] SE=EnTn T PRI T
()5 2 ) *(A) Iy N :m(H-lgm) Tn

2E(A) I{A)(l 6711)
+P Z 1+127, R

M K ;L
(E(A) A1 i i T
A=HI -~

VI
3
() I

) El
qu.:_wm(ln () [DM
0

12E 1y Feay e 6Ealn &
o 7y
(127,12, @i ’(A})+D Z TF120) b fa iy

. E I
Miy=— O (D, bY+Dhy),

l(é')

rownania (1.10) i (1.11) moZna uja¢ we wspolnym zapisie

—P(A) =R(I;£)‘ yKLjLR‘(KA)KK_E_P(Z) »
(1.14) Py= R vir+Rinyiex Py »
Moy =58 1+ 885 i+ May

Przy wyprowadzeniu zwiazkéw (1.14) zakladaliSmy, ze wszystkie obciaZenia ze-
wngtrzne tarczy siatkowej sa zaczepione tylko w wezlach. W przypadku bardzicj
ogblnym zmienia sie tylke budowa wyrazen dla P{=T= Ay F(* ay ME"A).

Oznaczmy przez ¢ potencjal sprezysty modelu cigglego tarczy siatkowej, odnie-
siony do jednostki pola powierzchni 7. Niech F bedzie polem typowego wycinka
tarczy, tj. réwnolegloboku rozp;@tego na wektorach tyky, taylm. Oznaczmy po-
nadto

F

=7

(1.15) :
&)

Potencjal o' moZemy wyrazi¢ za pomoca funkcji

a, SI(A)

P P
(1.16} O_.' 2 [ J. (M(d) (A) Y) 2‘,+ f EE‘L_(f”_dx_i_

2F, A
= bosiy, Ly ol @@

L&) v o
F f ?AP(A) sy d] VI ( My, . PZ, +(1+12y4,)P{24)I(24))
X§i= e -
2E 41 ) Z o 2Eunka  2EnAu MEpIy 17

-0, 5!(

przy czym wiclko$ci Py, Py i M, 4, sa tu okredlone preez (1.14). Po wprowadzeniu
oznaczen
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AKLMN —

S Sy Jng“) RE | (12 ) RG R )1

Bl  Eandw 128 L fay ”

n

. A
LM (S(KAIS S¢h +R5{3 RY, (129 R RY, ‘7(24)) L
st N By By A 12Ey Ly o’
vi o .
CKE= Z (S(A)S(m it Ry Ry +(1+12?’4)RcA)RM)l(A))
wd VEnly By, o 12B4Ly I
VI
(1.17) g Y‘( R (1+12m)1(24)R{2‘3 - ) R
s E(A)A(A) ot 2EyIsy O L
VI
K 2 Sy Mcn
e = 2

=Y
i

4 Bl Jeay

- | i
= E [——(P*-)2+w~—u(M* P+
T L LB A Y Bl T

(1+127,) 12, AR ;
— (P 41))

12E 45X 1y I(A) >

otrzymamy ostatecznie dla potencjalu sprezystego nastepujacy wzOr:

1 1 ; ,
(L18) o'= ASEMN e mnt BEM 1y +7 C* i A pE ygmk €5+ ou.

Zgodnie z rozwaZaniami wykorzystujacymi metody wariacyjne i podanymi
np. w [4], jeSli potencjal sprezysty zalely tylko od funkeji 9 1 &g zdeﬁniowaﬁych
przez {1.4) (uy, v sa tu trzema niezaleznymi rézniczkowalnymi funkcjami), to naste-
pujace wielkosci: '

do’ da’
.1 . ) KL K
(1.19) P e’ m By

il
]

zwane skladowymi «tarczowego» stanu napiecia [1], musza spelniad nastgpujace
warunki rownowagi:

©(1.20) PE A bE=0,  mE ey pPFEth=0,

gdzie B* i h sa wielkoSciami charakteryzujacymi gestoéci obciazenia przyloZonego
do tych wezléw siatki, w ktdrych schodzi sig osiem prefow (wezly Syp, Spvs Sy Svx
na rys. 4). Zgodnie z (1.18) i (1.19) pomiedzy skladowymi tarczowego stanu od-
ksztalcenia (1.4) oraz tarczowego stamu napiecia (1.19) zachodza zwiazki

(1.21) pfLmAKLMNy L BEIM e A pKE K=Kl 1 BEME
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Zwigzki (1.21), réwnania réwnowagi (1.20) oraz zaleznodci geometryczne (1.4)
stanowia podstawowy uktad réwnan teorii rozpatrywanych tu farcz siatkowych.
Uklad ten réumi sig od ukladu réwnan dla tarcz siatkowych oméwionych w [11]
(rys. 1) tylko inng postacia tensoréw sztywnosci sprezystej AXM¥, C¥* oraz wyste-
powaniem dodatkowo tensora sztywnosci sprezystej ‘B oraz wielkosci p™ i m¥.
Tensory sztywnodci sprezystej obliczamy na podstawie wzordw (1.17) i (1.13) (dla
A=IIL IV, V, VD), wzoru (1.12) (dla A=, 1I) oraz (1.17). Jeéli wezty, w ktdrych
schodzq sie cztery prety, mie sa obciaZzone sifami zewnetrznymi (A=0, h,=0),
to pit=0, m§=0. Zagadnienia brzegowe dla powyZszego uldadu réwnan formulu-
jemy w sposéb oméwiony w [11.

Na zakoticzenie punktu okreslimy jeszeze zwigzki zachodzace migdzy sktadowymi
stanu napigeia p*, m* a wielkosciami sit i momentéw Py, Py, M, dla A=

» YL Zwiazki te otrzymamy od razu z (1.19), (1.16) oraz (1.14):

vi v ~
P 2 1 ( R P n (1+12y) REE iy P Puy S M(A))
Euy Ay 2Eplay by Bk s

=I

(1.22)

VI ~ v
e Z( S My, Ry P 4O 120 Rl 2 (A))
Enls hn  Eady hs 1284y 4y hay

Tensor napieé p* zalezy tufaj nie tylko od sit P, ay F( 4 lecz takZze od momentéw
M(A), podobnie wektor napig¢ momentowych m™ zalezy takze od sit Py P( n
W przeciwiefistwie do siatek przedstawionych na tys. 1. Jedli przyjmiemy E ;=0
dla A=TH, IV, V, VI (siatka redukuje si¢ wtedy do przedstawionej na pierwsze_]

czgsm rys. 1), to zgodnie z (1.3) i (1. 13), wzory (1.22) prowadza do wzorow p*t

—2(tM,rM)PM)+tmi’{;DP(A))f(d), m “Ef(x)M(d)i(A)’ ti. do postaci podanej
np. w [1].

2. Przypadki szezegldlne tarcz siatkowych

Struktura siatki rozpdirywanej w poprzednim punkeie pracy (rys. 4) ma znaczenie
bardziej teoretyczne niz praktyczne. Tak kszfaliowanych siatek nie stosuje sig ze
wzgledu na ich zbyt zlozong budowe. Jednakze przypadkami szezegSinymi tych sia-
tek sa m.in. wszystkie siatki przedstawione na rys. 3. Dia kazdej z nich Zestawimy
uproszezenia, jakie nalezy wprowadzié do réwnan podanych w pimkcie 1, aby otrzy-
mac réwnania tarcz siatkowych o strukfurze wyréznionej na rys. 3 cyframi od I do V.

Siatka 1. W wyprowadzonych réwnaniach nalezy przyjad

K _ .k K K K _ K )

m=—tv, Ifm=—fw. fv=—1n Iin=—Tan
(2.1) Eaw=Ew, JIm=lv, Am=Awm,  tm=W;

Eﬁ

w=Evn,  Ian=lvy, A=Ay, Yan=Vory
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Wszystkie wiclkodci odnoszace sie do pretow wyrdznionych wskaznikami V i VI
zastepujemy wiec przez odpowiednie wielkosci dla pretéw wyréznionych wskaZni-
kami IIT i TV, Réwnanie konstytutywne dla takicj tarczy siatkowej wyprowadzuny
w dalsze] czgici tego punktu.

Siatka 11. Nalezy tu przyjac Eq;, =0, co prowadzi do zastapienia sum wskaZnika
A od I do VI (lub od 111 do Vi) — sumami dla tego wskaznika od 1 do V (lub od III
do V) we wzorach (1.7), (1.16), (1.17) i (1.22). Ponadto dla wskaZnikdw (IH) i)
odnosza sig rédwnosci podane w (2.1).

Siatka 111 Nalezy tu przyjac E;,==0 (pomijajac we wszystkich sumach wyrazy
zaopatrzone martwym wskaznikiem I) oraz pomnadto

2.2) =1 =1,

En=FEvpy>,  Iw=lvw, Adw=4wys W=
Odcinki pretéw wyrdinione wskaznikiem VI sa tu wige przedinZeniami odcinkéw
wyroznionych wskaznikiem V; natomiast nic wystepuja prety wyrdznione wskazni-
kiem I.

Siatka IV. NaleZy tu przyjac zalozZenia jak dla siatki I1, a ponadto naleZy jeszcze
przyjaé E,=0 i Eg;y=0, co prowadzi do pominigcia we wszystkich sumach skladni-
kéw wyrdznionych wskaznikami ¥, 111 VL

Statka V. Wystarczy w réwnaniach ogdlnych przyja¢ E;=0 i Eg,=0, pomi-
jajac we wszystkich sumach skladniki wyréznione wskaznikami I i IL

Ponadto przypadkami szczegdnymi siatki rozpatrywanej w p.1 sa siatki o sche-
matach przedstawionych na rys. 1. Aby otrzymaé réwnanie konstytutywne dla
plerwszej z nich, wystarczy przyjaé E(m):E(W):E(V)%E(w)“—"U; wszystkie sumy
ze wskaznikiem 4 beda wtedy zawieraé tylko wyrazy wyréznione wskaznikami L1 11.
Réwnania konstytutywne dla diugiej z siatek pokazanmych na rys. 1 ofrzymamy
przyjmujac

Eavy=Exn=0,

— — — K _. K K _
Eam=Eyy, Auy=Axy, Tam=ILvy, tm=—fn, Ln=—1% fm=lv-

Przypadek ten zbadajmy nieco dokladniej, przyjmujac y,=0. Zgodnie z (1.7} oirzy-
mamy

2’E(IH)A(HI)_ ! (11{1 +24E(1!¥)I(m) MK 0 -1
1 1y far
[DNMDN]:__ huany D I (1D D
3
Dy D 0 8Jr'j'(m)j(m)
farn
czyli
D= e K
NM v fan i finy v dn ar
2Equy Ay D 248y, LA e
L
(11D
Dy=0, D=,
: 8y L
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Jesli przyjmiemy BY=0 i hy=0, to z (1.8) otrzymamy

2
2B iy MK _ i p "
Attyz=— Do 2 wn fam K= 5 lama ooy Kxs
(111} i

12E 0 [ |
(HER RISV 1] K I _ 2K I
 Av=D— i fam ?’LI(“? fam fary Yok

](IH)

Definicje (1.13) prowadza do nastepujacych formul:

KL KT, K L K _ pk _ p* __p* .
R(Ell)zR(V):E([H)A(HI) f(m) iy, ‘R(HI)—R( V)_O N (1L} =P (V)_O’
CT 2 ) :
SKE . HKL _ (XD 4(1n I X BE  __ BK __ B 5% _ .
‘R(III) — ey 12 . f(m) t(m) E] R(HI)_'R(VJ_O: P([I])_P(V)_O:
{1
) CT D

- K P GKL _ YKL _ antam ;o g
Sy = — Sy, =By dam Lam » Sury=>Sqi1 = 2y fom fmy »

v v
Mum=My=0.

Wzory (1.17) dla tensoréw sztywnosci sprezysted, zgodnie 2z (1.12) oraz powyZszymi
zwigzkami, przyjma wiec postaé '
. ITE

E 4 12E, . I, :
KLMN _ MDA g . M oN N ANk wn M N
A = E ( ey Ty 1+ et i ) »

7 7 2
=\ L Lo Lia
(2.3) ur E I
X ¢ {4) 2 (A)
BHEM=0, (F= E , T 1 iy »
_ i O

W kttérej zaznaczono Logy=l 4, E( A)E"( o dla 4=1, 11 oraz Lym= 2y, f.(III)é
=0,54yy . Zwiazki (2.3) sg identyezne z odpowiednimi zwigzkami dla tarczy siatko-
wej utworzonej z trzech rodzin przecinajacych sig pretow cigalych (rys. 1), wypro-
wadzonymi w {1]. W celu otrzymania réwnani dla siafek typu «plaster miodun
(rys. 2.2) przyjmujemy Ey=Em=Eqn=0. '

Na zakonczenie tego punktu oméwimy nieco doktadniej réwnania tarczy siatko-
wej o budowie przedstawionej na pierwszym ze schematéw rys. 3. Dla uproszezenia
przyjmijmy ponadio y ,=0. Korzystajac z (2.1), dla macierzy odwrotnej (1.7) otrzy-
mamy zaleZnoéé
—1

2‘E(4|\A(AJ K 24EM) I(Af)

. v =Kl K i 0
[DNMDN]= Ly ki By @i
D - b ]
w D A‘gn 0 8kl
fy
z ktorej wynika, e
: v . -
7 (2B Ay AEnLy .
{DNM]:':[2‘ (“ ] LN 73 i)
: Pt (4 4

v
8E oI\t
D=0, b= ) Hola)
lay

A=T1}
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Przyimujac dla uproszczenia, Ze by'=0, i, =0, z (1.8) otrzymamy

iv 1Y
12E, .1 12E, 1
(A) @ g _(A_}_(_’Qﬁ
Auy=—Dys § i tnre, Av=D 2 o 1y Yk
=111 (A) =11 (A)

Zwiazki (1.12) dla 4=1, I1 nie zmieniaja swej postaci, natomiast definicje (1.13) dla
A=I11, 1V, V, VI prowadza do nastepujacych wzoréw:

13
REECE Aoty il RE, =D 12EA>I<A> i K
(A TN (D) () 2 () 1 (A) Diyr I Ay s
() feay
=JTL
A2 I 6E, T, N 12E 1
BAL = (AL g p _ STA)TA D (AyHn 7K
=" 2 L I L. >
“ @ AT “4
6E, 1 I 12F, 1 12B
s OBy day PR LUR (A) Feay o p (A) WG x
- i (A Dygpr /l) ey »
(4 loy

ESH
Bl N 12E, ],
v {4y H(A) (A o
Sto=Enkatl, S@~ D Z I i
O e T €
& ok Yk
PLy=0, Bf=0, M&=0, A=IILIV,V,VI.

Tak wicc na fensory sztywnosci sprezystej (1.17) otrzymamy ostatecznie nastepujace
WZOTY !

138 N

E A, 12E i I

KLMN A k1 o w (e

4 = E ( 7 it tenlen T AN En i 15 f(d))+
y ay . [

KL BKL
12 Z (S(%S(A) REERYY  RESRYEY I(A)) L
S\ Bala  Enda  12Eanls o’

KL KL pM KL DM
2.4 ,BKLMMEZ (S(A)S(A) R(A)R(JJ _|_ﬁ(A)R(A)"(A)) 1

S\ Bl Bt 12Ewls [ ks’

Egy Iy S(A)S(A)
crt= E SADLD K 2 E ( +
Iy “ E sl

d=T =11
REs R R(A)R(A)l&)) 1
EnAa - 12Eaqly

+ .

Z(A)

W podobny sposéb otrzymujemy wzory na temsory sztywnosci sprezyste;
modeli tarcz siatkowych o schematach IT -V, przedstawionych na yys. 3, a takie
dla innych siatek, ktére mogg by¢ traktowane jako przypadki szczegllne siatki
o schemacie rozwazanym w pierwszym punkcie pracy.
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3. Ogdélne rdwnania plyt siatkowych

Stan przemieszczenia plyt siatkowych okreflamy trzema rézmiczkowalnymi
funkejami u=u(x*, x?), vp=vi(x*, x?). Wartosci tych funkcji w punktach plasz-
czyzny m, w ktérych schodzi sig osiem pietdw siatki, przyimujemy kolejno jako
rowne przesunigciu wezda (w kierunku normalnym do =) oraz sktadowym wektora
malego obrotu wezta (w plaszezyznach prostopadiych do osi x1, x?). Ponadto
funkeje u 1 v, mozemy traktowaé w przyblizeniu jako liniowe wzgledem argumentéw
x1, x* w kazdym réwnolegloboku utworzonym przez wektory tmhy tanlay (cys. 4). .

Siatka przedstawiona na rys. 4 zawiera oprécz wezléw, w ktérych schodzi sie
osiem pretéw, takze wezly, w ktérych schodzg sie cztery prety (wezet 8, na rys. 4).
Omaczmy przez u(S,) i v, (S,) wartodci funkeji v i v, w punkcie S, plaszczyzny =
oraz przez %(S,) i ©(S,) przesunigcie i skladowe wekfora malego obrotu wezta S,.
Zgodnie ze znaczeniem funkcji # 1 v, mamy na ogot 2 (So)# #(So), Ve (So)7=
7 9 (Sp). Oznaczmy

3.0 Auz=id(Se)=u(So),  Avg= B (Se)—ve(So),

dla kazdego wezla S, siatki, w ktérym schodza sig cztery prety. Zgodnie z przyjetymi
zaloZeniami i oznaczenmiami przedstawionymi w pierwszym punkcie pracy przesu-
nigcia #(8,), u(S,), A=II1, 1V, V, VI, oraz skladowe wektora malego obrotu
D5 (So), vx (S,), A=IIT, 1V, V, VI, (rys. 4) wynosza
. H(Sy) =u+Au, Dp(So)=0p1Avy,
¢ u(SA)=t[+t(5)l(A)u,K! @K(SA)=7)K+"(IZ:)[(A)”K,L:
gdzie warto$¢ funkeji u, v, oraz ich pochodnych nalezy przyjmowaé w punkcie S,
plaszczyzny m. Oznaczmy nastepnie przez K iy ff( nE! Q( o dla A=IIL 1V, V, VI
kolejno moment skrecajacy, moment zginajacy (dziatajace w plaszezyznach normal-
nych do n) i sit¢ poprzeczna (dzialajaca w kierunku prostopadtym do 7)) w przekroju
preta Sy 8,4, znaidujgeym sig przy wezle S,. Przyjmiemy, e sa to wielko$ci dziata-
jace na wezel S,. Oznaczmy dalej przez Cy sztywno$é skrecania oraz przez I*( 4
moment bezwladno$ci przekroju preta (wzgledem $ladu plaszezyzny 7 na tym prze-
kroju), na ktérego osi lezy wektor o sktadowych t{f;), A=, ..., VI {rys. 4). Oznaczmy
przez y, bezwymiarowy wspolezynmik, ktéry zgodnie z (3.15) uwzglednia wplyw
odksztalcent postaciowych preta w plaszezyZnie normalnej do n na energie spre-
Zysta preta. Przy przyjetych poprzednio zalozeniach dla A=IIL, IV, V, VI mamy
K =G 1 [0x (S) — B (Sodl=Cyuy 15, 1 wm—ﬁf’l 15y Avg,
o ) by
(3.3) 2B, 1., .
(1+12y,) I?(A) ="“L)() [_ 1?2) (261((3;0)7'"7)1:(34)) — 6%, f(Iii) (51( (So)—

L
u(S,)~ #(So)

(4)

GE(A)j(d) 4E(A)I(41)(1+337A) fK
L ATk,

- 'UK(S)) -3

6E, . I
(4} ()
- ey IELA) (“.L+8LM”M)+

2
IM) 1(4)
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12E, I [ (80— (So) v S+ Fx(So)
(3.3) (1+127’4)Q(m 2z ; 'I"il(fn ] 5 =
[e.d.} (4 (A)
— 12E(LF)“T'(A) (A) I(A)

M K L
Iz I(A)(u xTegmt )+ ] f(.4;) Ly Uk,
{4) (4)

2B 1 y 6E (1 L) &

Av
3 (A) K-
) "(A)

Wielkosci du i Av, wyznaczymy z warunkdw rownowagi wezta Sy Oznaczajac przez
b, i Hy skladowe obciaZenia przylozonego do tego wezla, znajdziemy

Vi Vi
- (34) > (twfqmiz,j, R Hi'=0, 3 0ptb,=0.
4=II1 A=IIT

Korzystajac z (3.3)‘, po wprowadzeniu nastgpujacych-sktadowych plytowego stanu
odksztalcenia [2]

‘ M
(3.5) Kgr=9p g, V= xTegu?,

réwnania réwnowagi (3.4) napiszemy w postaci

- C(A) tM tK 4E(A)I&A)(1+3?A) . —6E(Ali:(d) A
(3.6) _ fay (D (1412914 (A) 2% (1+12y ) i “ [A‘Z)K]:
‘ A=111 — GE(A)_I(A) K . M Au
A+12p0) " U127 )0,
s
[l
ZE(A)I(A)(1+6'J’A) M K L GEM)J\T’M)
N 2"? (C(A) oyt = w_1—|-_1577—f(‘” iyt | Ko™ mfﬁ) 17k
A=T11 6E(A) I(A) 12E(A )I(A)

K _|__

T N N e
(127 Iy @O T2y 2y T

Wprowadzajac macierz symetryczna, odwrotnq do macierzy gléwnej ukladu réwnar

(3.6),

H I{ H;ll HIZEH].
3.7 [ P h‘?’]= Hyy Hopidl 1=
Lo H H, H ’
. Cuwy MK +4E(A)I(A)(_1+3§A) MK . 6Fcn Ly m
hy @O0, @@ T, @
\ it 6B Iy i ) I
T2 @ (A+12p,) 12y
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olrzymamy

I S | &

vt | Coay 10y iy 1y ~ ZE(A)IRA) ok i B
+ Y Y 12 Krg=
A=Ilf - M 7K 4L
(127, ) by ° it
Vi M———GE(A)I;M) i K
O | G2y, AT ) :
A=111 12E(A) ](A) K T

12y, @

Postepujac podobnie jak w pierwszym punkcie tej pracy, oznaczymy przez M ,,,
HM) i }3( s kolejno moment skrecajacy, moment zginajacy oraz silg poprzeczng
w przekrojach polowigcych prety o osiach, na ktérych leza wektory t,, (4=
=1, 1L, ..., VI). Przyjmujemy, Ze momenty M, M, i sity P, dzialaja na przekrdj
zorientowany zewngliznie wektorem 7.,. Niech nastgpnic ), v 1 47, o5 beda
odpowiednio przesunigciem i skladowymi wektora malego obrotu odpowiednio
«poczatkowego» i «koricowegoy przekroju dowolnego preta (przekroje A4 i B na
1ys. 5). Dia A=I,1I przyjmiemy [2]

1
L _ L7 -
u(+)=u+'i‘ kot s 7’5(““’”1("'" 5 fonylay Pr, 1

(3.9

=)=

1
. x . :
u( )=u - ) t(A) l(A) Y, ﬁ =Vg™— 2 t(-ﬂ) l(d) Uk, Lo

przy czym wartodei funkeji u i v, oraz ich pochodnych przyjmujemy dla kazdego 4
w punkcie polowigcym odpowiedni odcinek 4B na rys. 5. Tym samym mamy
: I

S iy (WP =N =Cy 16 (A)’CLKs

Eu
() “(D) — 7
3.10) M= i (0 — o) =Eon Iy I i e

hay
P _ ].ZE(A)j(A) ( u(+)_u('—) EK @%'J‘)_l_ 1;};)) _ IZE(A) j(d) " y
COAFI2y )\ fy 2 (1129 )8y 7%

przy czym powyisze zalenodci dotycza tylko przypadkéw A=L 1L Jezeli A=
ULV, V, VI, to Muy=Kuy Misy=Eay+0.5k0 0y Piy=Cay» cz3li
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My = Cony 85 sy 5 4
= Cenliay T ¥ir In fydvgs

E I
¥ Ay “(4y
(3.11) H(J)-zE(A) I Tty ers— It Iy Aoy

0E f 6F, . I
v (4) H(4) () (A}
b s K L ;
@™ 1+ 129,012, Tk (1+12?4)1(A ot KLK
bl . _12E,, 1,

A4-127 ) By O T (125 ) 18

W (3.10) i (3.11) za Avg i du nalezy przyjaé wyrazenia okreslone za pomoca wzoru
(3.8). Wprowadzajac nastgpujace oznaczenia A=T, IT:

Sty =Coay ey iy » S(A) = Mn=0,
(3.12) St =Eony Ty 16y Tty » Sen=0,  My=0,
o 2B T

REy=r——=—5—1t5, RF:=0, P’ =0,
() (1_{_12},&)[&) () (4) (h

oraz dla 4=1L1V, .., VI:
vi

C,
L
Ses=Ceay i tin =7 1tn [H Z(C(A)‘(Ifnf% i~
D A=I11
vi ¥
2E(A)I(A)(1+6J’A) i 6L 11 1 K L
1+125, oy Kay iy |+ Hly 3 1270 ko I e
. VI ¥
oK = Cu » [ - S C6E s Mg g N 12E 4y Iy K]
D=, @ o (1125 Yy @7 Vo (H12y ) Iy T

)
M(t')— ——l(—d“* l‘gl) (HNM/?*M—i—HNb*) ,
)
(3.13) B ' ' VI
“KL__‘K~L_(‘”(A)~N K M L __
Sy =Een Ly tay iy I Teay [HNM § (C(Aﬂm)‘(mf(zf)

A=TIL

_ _2E{A) j(A) {1 —5‘67—’,1) AL

1+125,

6Byl /K i,r.]
)

1, Bty f{(LA))+HN Ly
= (1 + 12}’/1) l(/l)

VE v .
K Eay Iy o [ . 2 6E(A)[(11) MK '7£E(A)I(A) tK]
(4= IA () NS (1 +12y11) [(A A NA:Iﬂ (I‘I“lz}'d) I(ZA) (A}

. By day
Mr(tl)E - J'( iy (HMM,'¥+HNb 3
<)

XHozprawy Intynierskie — 6
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Vi

. 6Fay o 6L Ly %
RELo ok Lop— N [H Z C o tE itk —
() (I—}—IZ}’A) 1(4) (4) (4 (I‘I-IZ?A) I(ZA) (4) NMA_IH (A A (A) (4)
(3.13) -
VI v
fc.d.] ZE(A)I(A)(1+6?A) r : "J\I 2\ m | 6E(A)I(A) fL _
. 1 —I—IZ)I i ey N P (1 +12?A) I(A) (A) (A
YE
2Byl [ Z(C g o M Iy (67 & s o ) o
IESEATN e () () Ay 1+12y, ()t feay

VI '
+H Z 6’E(A) I(A) {K L ]
(1127 ) kg (oL

P 12F 4 IM) « 12E(a_) I [ S 6E(A)I(A) K
O 1412y ) O 1127 ) (1+12y,1) Ty OO
VI y
2 12E(A)I(A) tK GE(Z’) ]((() fN
i (1-+127 DIy (12 ) iy O

Vi

. [H 6E 1 4) MK 12F, ,,_)TM) K]
: NMA (14127 Mgy ™ N et (I+12y ) 12y )
N 6E T, 12E, i,
Pl D N (Hyp WS Hygby) — DD BN -Hb,),

DT (11290 Iy (1270 s

mozemy zaleznosci (3.10) i (3.11), po wwzglednieniu (3.8), napisa¢ w postaci
Miay=S5 7050 Vit My »

(3.14) gy =St vexep Sy vt My
Poay=REy vt R tex PGy

Wyprowadzone tu wzory dotycza tylko przypadkéw, w ktorych obciazenie ze-

whetrzne plyty siatkowej dziata wylacznie na jej wezly. Uwzglednienie jednak innych
obcigzen nie przedstawia Zadpych trudnosei {3].

Oznaczmy przez ¢’’ potencjal sprezysty modelu cigglego plyty siatkowej, odnie-
siony do jednostki pola powierzchni 7. Jest on roéwny

a,5 (A) O,SI(A) )
(3.15) o= 2 ! f (M(A) Py %) s 1- f M(ZA) dxt
o F 24 2Ceay
A=1 -0, SI(A) —D,Sf(d)

O,SI(A) _ \,

VI - o
+ J‘ TaPinn )=Z( M n ) +gjl2n)1’é>lé>) 1
2k £t \2Cyy 2B MWEnIy o’

—0, 5’(4])
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przy czym M, M, 1 Py, sa tu funkcjami sidadowymi stanu odksztalcenia oy,
i 7. Zgodnie z (3.14) otrzymamy

1 1
{3.16) a”=w-C"“”NrcKL1c v BKLMrcKLyM+ AXy g, rcKL+p.,yK+a., ,

gdzie przyjeto oznaczenia

L
KLMN _ SE5 ShY i S{;) (A) (-H127 ) RES R Tn 1
C = + T
i\ G By Ty 128y I )

. Cen Epli 12E 4 £

I b
o )

s %(S(;)Sé) 4 565G +(1+12y,J)RA)R(,J)z(A)) 1
L\ G Enliy 128 sy I
OrazZ
KL WW {flfi * S'(Iffi ~ 1
niy 2 ( Con +- Fondon M, A))_I(:)W’
Vi |12y )jEK 72 P*
(3.18) EED (U127 KT Py,
2Bty

A=x

-+ - =
s 2By Ly 24E ny k)

Oy =

e [(M:A)P (HE,)? <1+12$A)@)(PM))2]1

e fen
Stosujac tok postgpowama warlacyjnego podany np. w {4], po wprowadzeniu
nastepujacych skladowych stanu napiccia
aa,ll . ao_.'f

3, ’ B — K
(3.19) m ey ? e

il

i uwzgledniajge (3.5), z zasady stacjonamos’.ci dzialania otrzymamy réwnania réwno-
wagi

(3.20) e b e pF =0, pK  4B=0,

w ktorych b, h" sg funkcjami charakteryzujacymi gestodei obcigzen (sit i momentéw)
przylozonych do wezldw siatki, w ktdrych schodzi sie osiem pretéw. Z (3.163 i (3.19)
wynika od razu nastepujaca postaé zwiazkéw miedzy sktadowymi stanu napiecia
m*E, p¥ i sktadowymi stanu odksztalcenia ry;, 75

(3_21) ﬁlKLgCK.LMNICMN—I-”BKLM? ‘I“mEL’ pK=AKLy —}-”BLMKIC +pf

. Réwnanie réwnowagi (3.20), zwiazki konstytutywne (3.21) oraz zwiazki geometrycz-
ne (3.5) tworza podstawowy uklad réwnan teorii plyt siatkowych. Tensory sztyw-
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noéci sprezyste] CKEMN, 1 BEIM  4KL wystepujace w (3 21)' wyznaczamy zgodaie
z (3.17), (3.12), (3.13) i (3.7), a przy wyznaczeniu mil, p& korzystamy z (3.18).
Zagadnienic brzegowe dla rozpatrywanych tu plyt siatkowych formulujemy tak
samo jak dla plyt siatkowych omdéwionych w pracy [2].

Z rédwnan (3.19), (3.15) oraz (3.14) otrzymamy nastgpujace wyraZenia dla skta-
dowych, stanu napiecia:

Z( M(A) St My | (1220 RGP (/f))
A\ Con ey Ew) Iy om 2wl T

(3.22)

pK“‘“ 2 ((1+12374)R{(A)?(%4) f)@*l‘ S{Z) M(ﬁ) + 51(12) . M(d))
yi REnksy  lay Cw ho  Eals la

Zwigzki te stanowig uogélniénie znanych zaleZnofci obowiazujacych dla plyt
siatkowych o schematach jak na rys. 1 {2]:

M P
M, i 3 )
(3.23) mEh= E (I(A) t(A) i 16 i) (I;J) fA) )’ pr= 2 I(IS') [(A)

a4 A

w ktérych A=, 1T tub A=I, 11, I1 w zaleino$ci od rodzaju siatki.

4, Szezegblne przypadki plyt siatkowych

Korzystajge ze zwiazkéw wyprowadzonych w poprzednim punkcie pracy latwo
otrzymaé réwnania konstytutywne dla plyt siatkowych o strukturach przedstawio-
nych na rys. 3. W tym celu we wzorach (3.12), (3.13) i (3.7) nalezy wprowadzi¢
uproszezenia, ktére przedstawimy kolejno dla siatek pokazanych na rys. 3:

- Statka 1

I(Ifr[):‘ - t(I{f) ’ igﬂ): - fgf) ’ I(If\’): - f(K\—f-I) > f(IfV) = f(ffaﬁ
@1 Ean=E~y»  dan=lv, Can=Cw: Por="Pvs
Ewy=Eqxn>  Iav) =j(vr) » Gon=Cwn> nv="vr-
Siatka 11
==& =1
{4.2) E(m)iE(v) , I(III)=j(‘O > Cam= C(V) , §lu=§v§
Eqy=0, Can=0.
Siatka 111
$o=—tns ="
(4.3) Ewy=Exns  Swm=Swn, Iw=lvn, W=Nhp
E=0 Cy=0.
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Siatka 1V
K K 2K K .
fan=—Iwv> fam=—iw;

Eqm=Ew> Con=Cw>» fon=lyy,  m=7ry;

(4.4)
Ey=Eyn=Eqv,=0;
) Cy=Can=Cqwn=0.
Statka V o
(4.5) Ep=Ep=0, Cgu=Cq=0.

Jesli przyjmiemy Ey,=Ewn=0, Cay=Cuyn=0 oraz fin=—1&, n=—7%,
Ean=Ew: Can=Crs Yo=Y to dochodzimy do réwnash plyt}( statkowej
o strukturze podanej na drugim schemacie rys. 1. Zgodnie z (3.7) dla y,=0 mamy
wtedy

2C(HD (MK E(IH)I(IU)E, 0 —1
amy fam FIT) H(IIE
[HNM HN]: f Iy ) :
v 3
Ay H 0 24E(1n) I
13
(TIT)
czyli
l /
(TIE) (111) :
Hypy= frmn?, P £
NI M " BN “(I1T) AL »
ZC(HI) ) 8E(m)l(m) _( NI
-(?fu)
Hy=0, H=_—7——5—,
24Eqymy dom

Definicje (3.13) prowadza wtedy do
S(III)'—S(VJ_ C(TH) t(UI) t(ﬂl) ?
Suu SKL =0, M(!H)=M(*V)=Oa
(m)"'gm—E(m) Jom i i »

K __gK 3Eqm dum
(= "R T Ty fam>
i)

Muny=Myy=0, Rif=RE=0,

6F it
iy _ SFamdan s
R(Hx) — _R(V) - l(pfn) (II1) » P(iﬂ)=P(V)=O .

Zgodnie z (3.17) otrzymamy teraz

11

OKLMN _ K pL M N Gy K LM N E("lf(i
= @l b § @ i@ TF ,
bt @) ()
(4'6) II1
~ 121’3(4)1(4) X L

KL KL
"BTM=0, A= iy

(A) E(A}

=]
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gdzie oznaczono dodatkowo L= Ly Ly=lsy dla A=LIL oraz Lyy,=2ly,
L(HI)WO Sf(,m Wzory (4.6) sa identyczne z wyprowadzonymi w {2]. Przyjmujac
Ey=Cin=0, 4=L11, 111, otrzymujemy natomiast plyte siatkowa typu «plaster
miodu».

Wyprowadzimy jeszcze wyraZenia dla tensordw sztywnosci spredyste] plyty
siatkowe] o strukturze przedstawionej na pierwszym miejscu na rys. 3. Korzystajac
z (4.1) oraz (3.7); dla y,=0 otrzymamy

Cny (A) Ly —t
Vi (Rcr{) (ﬁ)‘*‘ f(f‘j) F(Ifn 6
[HNM; HN]: 4)
HN;H A==111 7 12E(A)I(A)
0 e
()
“czyli
Vi
Ceay (A)I(A) —t
[HNM]“__[ 2( I ety t— f(d) /J)) ,
Ao D
Vi
Iay t
H,=0, H=( —) .
4=t 12E e don

Przyjmujac b, =0 oraz hY=0 na podstawie (3.8) otrzymamy

12E((})I(A) “"1 ].ZE(A)I(A)
Avy=—Hyy Z ihtinyk, Au=H Tty e

)
A=111 ((') A=TII S

Postad wzordw (3.12) dla A==1, 11 nie ulega zmianie, natomiast dla A=1IT,TV, ¥, VI
zgodnie z (3.13) otrzymamy

KE__ K L
Seiy= Ceay ey iy »

. C H 12E(A) I(A) A
Sen= 7 f(d) NM — kay jf(A) )
(4)

A=111 (A)
OKL ¥ K =L
Sty = Eeay Loy iy Heay»

ox o Fala o o1 12 g M K
(4 L. (LR 7 (A) (A)
) A—Tix (4

w w IY ~
e OEandn o o 12Em ks H Z 12Enlay

@ () ()
! lay feay

I iy
“ AwTII

333 —E,EE)_{EQ. K __MEN "1 IZE(A)I(A) 7K
Ray=p —tn~ " ol 7 (o fay
(d) (G)] ATl (A)
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Tym samym wzory (3.17) dla tensoréw sztywnosci spreZystej prowadza do formut

nastepujacych:
H

w1/ C Eegy
KLMN _ ) M N 4y *(4) LM #N
= }, ( Ty oty 1oy 1o+ o B 1 T )
A=l ‘
v

K.
v( SEh Sy +S(A)S(A) 1R(AISR(AIJV (A)) 1
Cuy Emlay  12Ema

+2

bl

7
A “

@7 prear_y (S(A>S(A) SenSid R(A)Rf‘j)l(";_,)j) !
Clay Enks  12E4 I

i »
A—TI1 )

12E(A)I(d)
= 2 (A) (A)“}"

42 Z(Sw) )y S{zt)§5)+j{(’{d)ﬁ5)l(3¥) 1
A\ Cwy Bl REnIa [’

co pozwala na napisanie zwigzkéw konstytatywnych (3.21) dla rozpatrywanej ptyty
siatkowej.

5. Powloki siatkowe

Jezeli minimalne promienie krzywizny powierzehni, na ktorej ksztaltujemy siatke
sg wielokrotnie wicksze od odlegloSci sasiednich wezldw siatki, to rownanie konsty-
tutywne (1.21) oraz (3.21) moZna przyjaé jako prawdziwe takie dla powlok siatko-
wych [4]. Wycinek siatki wyréZniony na rys. 4 moZna wiedy bowiem traktowaé
w przybliZeniu jako lezacy ma plaszezyinie stycznej w punkcie So do powierzehni 7,
na ktorej ksztaltujemy siatke. Parametryzuimy powierzchnig = wspdlrzednymi
krzywoliniowymi x*, Oznaczmy przez ag,, by, i ey, kolejno skladowe kowariantne
pierwszego i drugiege tensora metrycznego oraz dwuwektora Ricciego powierzchni
7. Zwigzki geomeiryczne (1.4) i (3.5) przyjma teraz postaé [4]

Ver=Urlgbxtitegv,

Y= uiK+bK-uL+eKL of,

6.1

KL =Ulg=brxv,
xe=vlg+bgoL,
a ro'wnania réwnowagi sproWadzajzi sig do [4] réwnan
PXE e —bE pE b =0,
m®| e tegy pFbg M =0,
Polx b p™b=0,
Bl b m el p* - hh=0,

(5.2)
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przy czym pionowa kreska oznacza pochodna kowariantng.
Rownania (5.1) i (5.2) wraz z réwnaniami konstytutywnyimi

pKL=AKIMN yMN_I— ’BKLMKM—}—ng,

K_ oKL + pLMK K
m=C"w "By,
(53) '
?ﬂKL= CKLMN-’CMN'“}‘ ¢ rBKLMyM+]n£L,

pK=AK'L,PL_I_uBLMKKLM+p*K

tworza podstawowy uklad réwnan teorii powlok siatkowych rozpatrywanych w tej
pracy. Tensory sztywnodci sprezyste] wystgpujace w (5.3) obliczamy wedlug wzoréw
podanych w p. 1 i 3 traktujac jednakie skladowe wszystkich wystgpujacych tam
wektordw i tensordw jako ich sktadowe ko- lub kontrawarianine. Przy tym zaloZeniu
wszystkie rozwazania w p. 2 i 4 sa prawdziwe takze dla powlok siatkowych.

Warunki brzegowe dla tarcz, plyt i powlok siatkowych omawianych w tej pracy
maja taka sama postaé jak w pracach {1, 2 i 4], w zwigzku z czym nie bedziemy ich
omawiaé. Przyklady rozwiazan rézmych przypadkow szozegdlnych oraz asympio-
tyczna analiza zagadnienia [4] beda natomiast tematem osobnego opracowania.
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Pesrome
VIOPYI'OCTE T'YCTEIX CETOK OBJIAJAYOHIMX CHOMHONH CTPYKTYPOH

B pabore paccmarpmeaeTen OpuMencHHEe ypasaeHui cpepnt Koccepa, B ¥Xa4ecTBe CIIOIIHOHR
MOJEAY FYCTRIX B PEryIApHEIX VIOPYIHX CCTOK ¢ MECTKHMH yanamm, Pabora obobmaer paccyx-
JEHES NpUBENeHEbe HADp. B [1 B 2], kacaronimecs CeTOX DOKA3aHHMIK Ha pac. 1 Ha ceTKE ¢ Gonee
CHOKHOH CTPYKTYpOI,

PaccyxmeHmst nposopaTCea, NPE OPEHiioNOMe A, YTO KaKAyIH CTEPMKCHb COelNHMHALME HBa
COCEHHMX Y3714, ABRAAETCH MPHAMATHYECKHM W IMHEHHO-YOPYTHM, 4 TAKKE YTO CYUIECTBYET IUIO-
CKOCTB YOpyTo# CHMMETPHE LN KAIOT0 THIMYHOTO BRIPeIK: CETKH, BHIBONHTCH OCHOBHOE ypan-
HeHVEe (11 IMCKOB, IINACTHHOK H ceT¥aThiX ofoyover, OcoOsMK Cnyyasmi ABTSIOTCA B JAHHOM
ciydae, MEXKAY HPOYEM, CetTkH, 0fIaZaroniEe CrPYXTypaMd NPefCTaBNeRELIME HA PHC. 3.
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Summary
THE ELASTICITY OF DENSE GRIDS OF COMPOSITE STRUCTURE

The subiject of this paper is the application of Cosserats’ equations of medium as a continuouns
model of dense and elastic repular grids having rigid nodes. The paper generalizes the considerations
presented e.g. in [1 and 2] (concerning the grids represented in Fig. 1) fo grids of a more complex
structure. The considerations were carried out with the assumption that each rod connecing two
neighbouring nodes is prismatic and linearly elastic, and that there exists a plane of elastic symmetry
for each typical sector of the grid. The basic equations are derived for disks, plates and grid shells.
The particular cases are comprised here, among others, of grids having the stractures presenied
in Fig. 3.

INSTYTUT MECHANIEI UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO
POLITECHNIKA EODZKA

Praca zostala zlozona w Redakefi dnia 7 styczria 1970 v.






