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ZASTOSOWANIE METODY TREFFIZA ORAZ METODY PERTURBACIH
DO ZAGADNIEN PRZEPEYWOW LAMINARNYCH I TURBULENTNYCH
W KANALE O ZEOZONYM PRZEKROJIU

BOHDAN KRAJEWSKI (WARSZAWA)

Oznaczenia

skladowa poosiowa predkodc,

siladowa predkodei $redniej w przekroju,

temperatura lokalna,

temperatura w drodku przekroju (punkt O na rys. 1),
wspolrzedna katowa,

wspolrzedna promieniowa,

wspé}rzcdné osiowa,

promiefi zewngirzny kanaku,

promicii podziatu,

Ztddia ciepla,

strumien cieplny na brzegu ry,

= R/ry parametr geometryczny,

lepkos$é kinematyczna molekularna,

fepko$é kinematyczna turbulentna,

skladowa gradientu ci$nienia w kierunku poosiowym,
skfadowa gradientu temperatiry w kierunku poosiowym,
przewodno$é molekularna,

przewodnoséé turbulentna,

= pcpfd, liczba Prandtla.

1. Wsiep

Zagadnienie turbulentnego przeplywu chlodziwa oraz turbulentnego przeplywu
ciepla w chlodziwie omywajacym pegczek rur bylo przedmiotem wiclu rozwazan,
przy czym ze wzgledu na konfiguracie geometryczna i zlozonosé zagadnienia pro-
ponowano rézne metody w celu otrzymania poprawnego rozwigzania. Prace nad tym
zagadnieniem prowadzone byly przez SPARROWA, LOEFFLERA, HUBBARDA, DWYERA
oraz NUSINGA, GARGANTINIEGO, EirrErA [! — 4]. Niezaleznie od prac tych autordw
nalezy wyrdini¢ prace SUBBOTINA i AXFORDA, jak rowniez 'prace SZLYKOWA,
CAREWSKIEGO-DiaxinNa, bedace rozwinigeiem idei BULEIEWA.

Ostatnie z wymienionych prac dotycza zagadnienia rozmywania wspolczynnika
turbulentnej lepkoSci w przypadku przekrojow jednospdjnych o zlozonym ksztalcie,
przy czym wykorzystuje si¢ dane eksperymentalne, zdobyfe na przekrojach kolo-

wych.
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Celem niniejszej pracy jest przedstawienie toku obliczeniowego, umozliwiajacego
wyznaczenie pola temperatury w kanale prostoosiowym o przekroju zloZonym
(rys. 1) przy zatoZeniu burzliwej przewodnosci w czynniku przeplywajacym.

Metoda posigpowania w tej pracy jest
ogolniejsza od aktualnie znanych opraco-
wan tego tematu.

Do opisu zagadnienia wykorzystano
Istnigjacy model matematyczny. Model ten
umozliwia {z racji zaloZenia dotyczacego
stalofci parametréw fizycznych takich, jak
np. gestost, ciepto whasciwe itp.) rozdziele-
nie ukladu réwnad, opisujacych pole pred-
kosci turbulentnej, od ukladu rownan,
opisujacych pole temperatury. Dzicki ta-
Rys. 1. Przekedj poprzeczny rozwazancge  ieMu podejéciu mozliwe jest wyznaczenie

kanalu rozktadu lepkosci turbulentnej w rozwaza-

nym przekroju przez wykorzystanie kon-

cepejt innych autoréw (ap. [5 1 7]). Wyznaczenie tej funkeji dzigki zastosowaniu
transformacji catkowej nie przedstawia Zadnej trudnodci. )

Wyznaczona funkeja rozkladu turbulentnej lepkoéci wykorzystana jest nastepnie
do obliczenia pola temperatury, przy czym do obliczes: zastosowano mefode pertur-
bacji.

2. Rownania wyjsciowe turbuleninego przeplywa chlodziwa i ciepla

2.1. Twbulentne pole predkosei, Rozwazania zawarte w tej czgéci pracy doty-
czy¢ beda wyznaczenia funkeji v (r, @}/ve. Jak wiadomo, wielu badaczy zajmo-
walo si¢ wyznaczeniem tej funkeji zakladajac, ze istnicje w przypadkn regularnego
konturu przekroju pewien ortogonalny uklad wspolrzednych, przeksztalcajacy ba-
dany kontur w okreg. Wykorzystujac zbadane zaleznoéei dla rur okragtych mozna
wyznaczy¢ w ten spos6b pole predkosci dla turbulentnego przeplywu. Po zastosowa-
niu przeksziatcenia odwrotnego mozna otrzymaé poszukiwane pole predkosci dla
kanatu o danym przekroju. Opisany bieg oblicze przeprowadzony jest przy zato-
Zeniu, Ze zalezno$¢ miedzy predkodcia bezwymiarowa a turbulentng lepkoscia ma
charakter uniwersalny i moze by¢ stosowana réwniez do przekrojéw o skompliko-
wanych kszfaltach,

Korzystajac z tego zalozenia zastosowano transformacig, ktdra sprowadza réw-
nanie opisujace przeplyw turbulentny do postaci identycznej z réwnaniem opisuja-
cym przeplyw laminarny.

Opis matematyczny przeplywu turbulentnego mozna przedstawi¢ za pomoca
nastepujacego réwnania:

[ 1 9
(2.1 div [(1 + k) grad (i;)] = £
Vo i

Vo pt Oz
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z warunkiem brzegowym

) (] =0
(2.2) Z1.7
Z. poprzednich wywodow wynika, ze
- Ve Vg U
@3 ——T—=--3(u_—).
Vo Vo U
Po wprowadzeniu nowej funkeii oki’eélonej przez transformacjg calkows
. ufa
Yy
(2.49) W= f [1+v—(.a)] o
g [+]
a nastepnie po podstawieniu do réwnania (2.1) otrzymamy
2.5 div-(grad W)= @
@35 v (grad W)=~ .

Jak wiadomo, jest {o réwnanie liniowe, opisujace przeplyw laminarpy.
Dla przekroju przedstawionego mna rys, 1 rozwigzanic réwnania (2.5) przyjmie

postaé
V3

{2.6) W=~Ei= 2 iln (& +“I—(1 - &N+ 21’: D(E%—E cos vt
' ord T 4 ~ ’
gdzie
V def | ap def

v Pl -6"Z-=const , T=09p .

Poniewaz znana jest zaleZnosé

Vpfu u uyi )
2.7 ve ( P )— 2111 a; (3) ) i=1,2,...n,

to mozna réwniez na podstawie réwnania (2.3) otrzymaé po pewnych przeksztatee-
niach zalezno$é

E 3 n . .
(2.8) " (W) Zbiwl, i=1,2,...0.

Dysponujac rozwiazaniem W (r, ¢) znamy wigc funkcje v, (&, ¢)fv,. Funkcie te
w dalszych rozwazaniach traktowaé bedziemy jako znang. -

2.2. Pole temperatur. Pole temperatury przy zaloZenin turbuiénfnego przeptywu
ciepla wyznacza sie wykorzystujac zaleznoSc vp(&, p)fvy, przy czym jak wiadomo
zachodzi zwigzek

Ay Vp
(2.9) 71;(6 , w)HPrTO(é . @) .
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Réwnanie energii ze wzgledu na ksztalt geometryczny kanatu przedstawiono we
wspoirzednych cylindrycznych:

222 llom )25
@10 gl e e |\ 5 s, w

Warunki brzegowe przyporzadkowane réwnaniu (2.10) sa nastepujace:

211 ao l_1 0 60] _ od _ el 0
@D [56 2]¢=1"’ [0%57;;; [BQ’LO [%Lg“ ’

przy czym poszezegolne symbole majg nastepujace znaczenie:
A (T—T7)

T

gdzie T, jest temperatura w érodku kanatu oraz
- o rom S, o

= Si=—— S —'—"—(-‘;—(ZI‘C‘2 ]/5—71:) T e
g 5 » 1 12’ =75 s S, (2162]/5““73}-

Dalszy tok rozwazad przeprowadzimy postigujgce sig metoda perturbaci.
W mietodzie perturbacji poszukuje si¢ rozwiazania w postaci

b
(2.12) 0o, 9= &6,
n=0

gdzie & oznacza parametr perturbacyjny, ktdry przyimuje wartoé¢ ¢=0 lub e==1.

W przypadku gdy parametr £=0, otrzymujemy wyrazenie na 8y, bedace rorwig-
zaniem uproszczonego w pewien sposéb réwnania wyjdciowego (2.10), natomiast
dla e=1 powinniémy otrzyma¢ przepis na tok postepowania, umozliwiajacy otrzy-
manie réwnania (2.10) bez uproszczen. - ‘

Réwnanie (2.10) mozna po wprowadzeniu parametru perturbacyjnego przedsia-
wi¢ réwniez w postaci nastepujgcej: _
(2.13) div [(#to--¢ Pr pt;) grad 8] =—§£ "t;

S,

z dolgczonymi warunkami brzegowymi (2.11). -

Wielkosci e, i u,, ktére pojawily sic w réwnaniu (2.13), sg zdefiniowane w naste-
pujacy sposdb:

L3
COs ¢

12P R
(2.19) u0=1+-————£-*f [f%(é,qo)‘édﬁ]dw
o

(2«2 ]/g— 7) v

K 7
cos g

vy 12 Sy, |
2.15 = e e oy edl do
@19 =l (21;21/3_@0] [f - (g,ga)«:q] v
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Nastepnie wykorzystujac postaé rozwiazania okreslona réwnaniem '(2.12) oraz
porzadkujac wezgledem parametru &, otrzymamy

D

(2.16)  po div (grad o)+ e Z s" div (grad 8,)}

1 o

+ Pr Z g” div (g grad 8,_ )=

i

-

Sy u
SZ il
Poniewa? rozwigzanie zagadnienia opisanego réwnaniem

2.17 div (grad Og) =2 -
. 1 = e e
2.17) o div (erad Oo)=-= -
jest znane (laminamy przeplyw ciepla), to mozna skonstruowaé na podstawie réw-
nan (2.16) i (2.17) ogdlna regule na wypisywanie kolejnych réwnan rézniczkowych,
ktérych rozwigzania skladajg si¢ na okredlenie turbulentnego przeplywu ciepla:

Fid r
(2.18) o Z‘ div (grad 4, j—i—PrZ div (st grad 0,_.,)=0
1 1

z warunkami brzegowymi (2.11). Na tej podstawie pierwsza funkcie 6, (&, ¢) ofrzy-
mujemy z réwnania
Ho div (grad 6,)+Pr div (g, grad 8,})=0.

3. Rozwigzanie rownania (2.17)

Rozwigzanie rownania (2.17), tj. réwnania

1 1_51[ aao] 1 %6, o
Gb £l

& Qg —(2fc2 V3,

gdzie
N 1 7
Mo Sy (k2V3—1) g

>

przy zaloZemiu, Ze u=i, z warunkami brzegowymi

[ [
8p lp—o  Log lo=2

6

mozna po zastosowaniu transformacji Fouriera przedstawié w postaci

1 =]
(3-2) 90(5 1 ?’) = z_ C‘52+E0+ FO n é"}‘ E (Eu éﬁn_i_-Fn 6— 6”) Ccas (6"1‘;'9) *
1
Aby spelni¢ ten warunek brzegowy

o6, 1]

PN M
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RN
L2 £ t=1

stad otrzymujemy F,=(C--1)/2 oraz

[ E (E, & F, £~ cos (6nga)]] 3 =0,

[

446

zadamy, zeby

Na tej podstawie E,=F, Roéwnanie (3.2) przyjmuje wiec postaé nastepujaca:

ce? (C+ )
B3 6l =Eot— in &4 3 B850 cos (6np).
=1
Stata E, wyznacza si¢ z warunku
i 7
00 7 3 6 _
cos =

Dalszy tok rozwiazania oparty jest na metodzie wariacyjnej Trefftza. Zadajac
mianowicie spelnienia ostatniego z wanunkéw brzegowych (2.11)

0,
3.4 [ grad HO} [—5—] =0,
“cos g H K

cos g

otrzymamy z tzw. rownafl Trefftza liniowy uldad réwnand, ktéry umozliwia wyzna-
czenie wspdlczynnikéw E,: '

P nl6 n/6
80y, 6600 dy
3.5 —_— ==
©3) Z[E"f (611 90”)]_ « cos?p f [( )]_ x_ cosg’
y=1 0 cos @ cos g
v, ﬂ=1, 2’ vy P
gdzie
F4
3.6) Boy= D E(E+E-57) cos (6np)
1
oraz
c& (C-1
3.7 oo =E,+ 4 - )lﬂf

Postugujgc si¢ wzorami (3.6) i (3.7) mozemy zaleZno$é (2.25) przedstawié w prostej
postaci

14
(38) Z Ev Av_u=-By. H Y, }"L=I; 2: Ry

v=1
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przy czym wielkosci 4,, i B, okreslono za pomocy nastgpujacych wzordw:

6y /6 K\ 60+ i \6h—m T\ G- K\-olim
K cos cOos ¢ -\cos @] - Cos @
b .

nl6

by K \60v+p) © \6—v
X cos (6vg) cos (6ve) dga—i—m;c— f [( ) +( ) +
0

cos @ cos g

x \60—n) e Vol
+ (COS qp) +(cos go) ] sin (6vg) cos (6xp) tg pde,

v, ,[1=I, 2: wn P
oraz
3100 B.= cre r ok ‘51*4 & \—6v] cos (6V§0)d
(3.10) ) [(cos gp) (cos qu) ] cos? g 7
Q

{C+1) K \6v K \-6v
% [(cosgo) +(cos ga) ]COS (Gre)dp .

W celu przedstawienia zmian, jakie wystgpuja w rozkiadzie temperatury na po-
wierzchni elementu paliwowego, przytoczono przyklad. -

A ('90"50)102

| i 1 L 1

0 5% T % 0 g gy

Rys. 2. Rozklad temperatury wzglednej
na powierzchni elementu  paliwowego
w miejscu Ea=1

Na rys. 2 przedstawiono réznice temperatury o — 8y na powierzchni elementn
paliwowego dla £=1, przy czym §, oznacza w tym przypadku temperaturg $rednia
w przekroju kanatu. W tym bowiem miejscu (&= 1) nalezy oczekiwaé najwigkszych
roZuic. :

Rozprawy Inzynierskie — 7
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PesromMme

ITPUMEHEHHE METOJA TPE®LIA M METOHA BO3MYIHEHNA
K BOIPOCY JAMIHAPHBIX M TYPEVIIEHTHRLIX TEUEHHA
B KAHAJE CO CJIIOKHBIM CEYEHMEM

B macrosmei paboTe IpHBOFMICS X07, PACYeTa, TMOZROMSIOLICTO OHPENEAHTE JHIOPY Lo
cropocTel W MOMA TeMOCPATYD B IPAMOM KaHajie ¢0 CROXHOH reoMeTpueil JIONEPEYHOTO COYCHH
B YCIOBHAX TYpOYICHTHOTO TEYCHHSN.

JUIs ODHCAHHA 341998, IDUMENCHO CYIECTBYIONIYIO MATEMATHIECKYI0 MOMCHD. Voomsiyrast
MATEMATHYECKAS MOJENb, AA€T BOZMOMHOCTE OOPCICNATH DPACHPENCACHWES TypOyIeHTHON - BA3-
KOCTH B PRCCMATPHBAEMOM CeucHyi. Peliene, HHTEPECYIOMEN HAC 3aaYl HONYYEHO TyTeM IpU-
MEHESHUA HHTEFPANLHLIX rpeofpazopanuit. 1IpameneHue HHTETPATLHBIX mpeobpazosammii, co3Tan0
BOIMOMKHOCTD NOJIVICHAS YACTHEIX PEHEHE, KOTOPBIE 32TeM OBILY HCIOIB30BAHEL s cobeTBeH-
HOTO pElNcHHEST, OPHMEHSs, cOOTReTCTBeHHo, Meron Tpedim ¥ METOJ, BO3MYHICHHMH,

Summary

APPLICATION OF THE TREFFTZ METHOD AND THE PERTURBATION METHOD
TO THE PROBLEMS OF LAMINAR AND TURBULENT FLOWS
IN A CANAL OF COMPOSITE CROSS SECTION

In this paper the calculations procedure is presented, allowing to determine the field of velocities
and the field of temperatures in a recti-axial canal havmg a composite cross-section, w;th the
assumption of turbulent flow.

To describe the problem there was utilized an existing mathematical model. The mathematical
model mentioned enables to determine the distribufion of turbulent viscosity in the cross-section
under consideration. Application of the integral transformations allowed to achieve particular
solutions, which have been subsequently utilized for the proper solution, using accordingly the
Trefftz method and the perturbation method,
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