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DRGANIA PRZYPADKOWE OSCYLATORA HARMONICZNEGO WYWOEANE PEWNYM
PRAWIE STACJONARNYM PROCESEM LOSOWYM

ANDRZE‘.J TYLIKOWSKI i STANISEAW KAWULGK (GLTWICE)

W pracy zanalizowano drgania ukladu mechanicznego o jednym stopniu swo-
body, towarzyszace jednostainemu ruchowi tego ukfadu po podlozu skladajageym
si¢ z prostoliniowych odcinkéw, ktérych kofice polozone sg przypadkowo. Model
ten jest przyblizeniem drgan naczyriia gdrniczego urzadzenia wyciggowego, wywo-
tanych przypadkowymi nieréwnoéciami prowadnikéw szybowych [I' i 3]. Budowa
wyznaczonej funkcji korelacyjnej podioza wskazuje, Ze analizowany proces nie-
réwnosci podfoza jest niestacjonarnym procesem losowym, Wykazano jednak,
ze proces ten nalezy do klasy tzw. procesdw
prawie stacjonarnych, jak réwnieX wyznaczono
zastgpeza  stacjonarng funkeje korelacyjna fego
procesu. Wariancje przemieszezenia oscylatora
wyznaczono na podstawie analizy spektralnej pro-
cesdw sfacjonarnych.

bz ()

1. Wprowadzenie

Naczynie wyciagowe gérniczego wurzadzenia
wyciagowego prowadzone jest w szybie wzdhuz
prowadnikéw szybowych za pomoca prowadnic,
toczacych sig po prowadnikach. Prowadniki pod-
parte s3 za pomocy poziomych belek, zwanych
dZwigarami szybowymi, zamocowanych w obmurza
szybowym. Poniewaz dZwigary szybowe rozmie-
szczone sy w linii pionowej z pewnym przyblize-
niem, przeto ciag prowadnikdw nie jest prostoli-
niowy. Dla celéw prakiyczaych wykonuje sig po-
miary odchylek p prowadnikéw od pionu (rys. 1).
Odchytki te mierzone sa na wysokodci kazdego
dzwigara. Przyjmuje sie, Ze pomigdzy diwigarami
prowadniki sg proste, zalamania wystepujg tylko _
na wysokosci dZzwigaréw. Oprécz takich zalaman By
ze wzgledu na niedoktadno$é wykonania profili Rys. 1.
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walcowanych w prowadnikach na stykach dwéch kolejnych profili wystgpowaé
moga uskoki u. Drogg, wzdhuz ktére] prowadzone jest naczynie wyciagowe, moZna
wice w pierwszym przyblizenin przyjaé jako lini¢ tamana z uskokami na zatama-
niach. Do dalszej analizy przyjeto, Ze wielkodci p, odchylek dzwigaréw od pionu
i wielkosci uskokéw u, sa nieskorelowanymi ze soba zmiennymi losowymi o dowol-
nych rozktadach prawdopodobiefistwa. '

. Naczynie wyciggowe zawieszone na linie i poruszajace si¢ wzdhoz prowadnikow —
7e Wzgi@du na .zdaterminowany ruch w. kierunku pionowym — posiada pigc stopni
swobody, W ogdélnym przypadku jego ruch jako ciata sztywnego moina opisac
ukladem pigciu réwnan, odpowiadajacym pigcin drganiom wzajemnie ze soba
sprzezonym. Jezeli jednak S$rodek masy naczynia pokrywa si¢ ze srodkiem spre-
zystosci ukiadu naczynie-prowadniki (co praktycznie ma miejsce), to drgania odpo-
wiadajace poszezegélnym stopniom swobody maja charakfer niezalezny [2}. Dzigki
temu dla zanalizowania wplywu nierdwnosci prowadnikow szybowych na drgania
naczynia wyclagowego wystarczy rozpat’rieé ruch oscylatora harmonicznego,
wymuszony procesem losowym, zdefinjowanym powyZej. :

2. Wyznaczenie funkeji korelacyinej nieréwnosci prowadnikow prawie stacionarnego procesu losowego

_ Zalozono, e zaburzajacy proces losowy z () mozna aproksymowaé odcinkami
funkcja liniows czasudla 0< t<< T o przypadkowych wspdlrzednych poczatku p,-+-u,
i kofica p,, (. W przedziale tym

ptH—vl = Pty

Zl‘f (t) :Prr+url + T

W dalézej czesci rozwaZai zaktadad sie bedzie, ze dla kazdego #, Pa i u, sg niesko-
relowanymi zmiennymi losowymi o warto§ciach ¢érednich réwnych zeru (zaloZenie
to nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan) i wariancjach o) i 2. Funkcja korelacyjna
tak -zdefiniowanego procesu dla #,1, € (0, T) przedstawia sig wzorem

Puv1—Pan—Un Prs1— P —Hy

. KS)(tls 72) =E [(p::+t’r1 +'—'—__T-—ﬁ4_—t1) (_pn‘i"uu«!;)ﬂ_'? tz)] >

gdzie E jest operatorem uéredniania po przestrzeni probabilistycznej. Po prostych
przeksziatceniach otrzymaé moZna wzdr :

1y f P f1
@ v KL=t (1—?) (1——?1)4-65 7

Powyzsza formuta ma miejsce jedynie, gdy 7 i ¢, naleza do tego samego przedzialu.
Przy zalozeniu, Ze czasy t, &, € (0, T, lecz opisuja przebieg procesu w dwu ko-
lejnych przedzialach, funkcja korelacyjna ma postaé

Pn— -1 -1 pn+1—pu_”n
KEZ)(tls tZ):E [(pnl—_‘l_un— 1 +r7*tl) (pu_kunni "4“?“—"“-2)]
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lub po przekszialéeniach

: ' o ty t;
2.2 ' K1y, t)=0? - (1 - —T).
Analogicznie mozna wykazaé, ze funkcja korelacyjna w pozostatych priypad-
kach, gdy & rézni sie od / o 2 Iub wigeej, jest rédwna zeru:

2.3) K& (11, 1,)=E]z (11) z;(£:)]=0.

Z budowy zaleznodci (2.1), (2.2) i (2.3) wynika, ze tak zdefiniowany proces ma
charakter niestacjonarny, Jakkolwiek analiza drgad ukladu mechanicznego pod
wplywem tego niestacjonarnego rzaburzenia jest mozliwa, to jednak prowadzi ona
do bardzo Zmudnych i dhugich rachunkéw. Ze wzgledu na znaczne uproszezenie
w analizie stacjonarnych procesow sf&)cﬁastycznych korzystna moze by¢ aproksy-
macja pewnych proceséw niestacjonarnych™ procesami  stacjonarnymi.

Kawmpe DE FERIET [4] zdefiniowal pewna klase procesdw losowych zwanych
procesami prawie stacjonarnymi. Proces stochastyczny drugiego rzedu o danej
funkeji korelacyjnej K (¢, £,) jest procesem prawie stacjonarnym, jezeli dla kazdego
T istnieje granica . ‘

a—ltif2
2.4) R(1)=lim — f K é—g—, f+%) @z

T dfa

i

R (7) jest zastepcza stacjonarng funkcj'ai korelacyjna tego procesu.
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W celu przekonania sig, czy proces nieréwnosci prowadnikéw, tj. CZy proces |
losowy drugiego rzedu (skoficzona funkcja korelacyjna), opisany funkcjami korela-
cyjnymi (2.1)-(2.3) jest procesem prawie stacjonarnym, naley zbadad, Czy granica
(2.4) istnieje dla kazdego 1. '
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Jezeli 0< 7] < T, to. droga catkowania w (2.4) na plaszezyinie 7, f; przebiega
przez obszary typu 1 111, w ktérych podeatkowa funkcja korelacyina okreslona jest
odpowiednio przez (2.1) i (2.2), mianowicie w obszarze 1: /2 E<T—1f2 oraz
w obszarze T1: T—1/2< ¢ < T-H1/2. _

Na rys. 2 droga catkowania oznaczona jest symbolem @—a. Funkcja korelacyjna
. w tym obszarze ma postaé

“25 li L[ (1)( ‘ -%-i)d K(z)( = i) ]
@y R@=tim | [KOle—7 tg é+nf - bt ).
, ; |

Wykorzystanie wzoru

-
Clltlel'?‘
(2.6) lim ——=1
oo o
T

oraz faktu, Ze catki po obszarze Ii 11 powtarzaja sig we WZOTZe, pozwala sprowadzi¢
wyznaczenie Ry(z) do obliczenia catck nastgpujacych:

- +r T
—zll2 —_ ——
- | 2 2 n : 2 : 2
R(1)=—= (o2-to )\ 1— T 1— T -+
2 .
i T
%zéz‘fzdﬂtzézz‘fzdé
T - 2 s o3 — .
g T T—ielf2 TT T
Po wykonaniu obliczed ofrzymano
B or+t-a} (T3 12| ltl"’) ol (T3 2|t , I‘EIB)
2.7 Rar(T)" 73 G 2 ¥ + 73\3 + 5 Tt*+ A

W podobny sposdb dla T< [¢] <21 droga calkowania przebiega przez obszary typu
11 i TII. Na 1ys. 2 jest ona ozZnaczona Przez b—b. Ze wzgledu na (2.3) cafkowanie
" odbywa sig na odcinkach drogi zawartej w obszarze 11, to jest w przedziale |7]/2<
< £ 27— |t}/2. Tak wige stacjonarna funkcija korelacyjna w tym obszarze ma postad

; - e
2T—Iiif2 —_——

L <t
Ry(D)=— a’ 2-

r
T iz T T

dé
lub po wykonaniu catkowania

| o, (4 ‘ i
2.8) Ry} =75 (? 79— 27|+ T fef? ”6—) :
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W pozostalym przedziale |7| > 27 droga calkowania przebiega przez obszary
typu 1II, gdzie funkcja korelacyjna jest réwna zeru, a zafem

(2.9) Ry(1)=0.

Z powyiszej analizy wynika, 7e proces nieréwnosci prowadnikdw jest procesem
- prawie sfacjonarnym o stacjonarnej funkcji korelacyjnej, okre§lonej za pomocy
wzorow (2.7)-(2.9). ‘ ' *

Na rys. 3 przedstawiono przyktadowo typbwe wykresy funkeji korelacyinych
Ry(1) 1 R, (r}), gdzie

R(@D=R, (D) +R, (7).

Ry fr) \ : ls) § Spl@)
 0,7)= X0 z
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Rys. 3 Rys.4
Wykorzystujac zastepeza, funkcje korelacyjng wyznaczy¢ mozna gestosé spektral-

ng tego procesu, potrzebna do analizy drgan przypadkowach ‘uktadu, okredlong
WZorem

(2.10) Sz(w)u-m;; f " R(c)coswrde.
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Po uwzglednienin (2.7)-(2.9) w transformacie (2.10) gestos¢ spektralna roz-
patrywanego procesu prawie stacjonarnego przedstawia si¢ wzorem

: 1 4T T
@10 z(m)* 80, sin -}—a“ Tw“rl —Twsinwl—cos @l
Narys. 4 przedstaw;ono gestosc spektralng S, (@) i S, (w). Gestosei te przedstawiono
w przedziale 0,40 S~ ze wrgledu na fakt, Ze w praktycznych ukladach czestosé drgan
whasnych nie przekracza 20 S~ L,

3. Analiza spektraloa przemieszezefi oscylatora

Ruch ukladu mechanicznego o masie m1, stalej sprezystej ¢, wspdélezynniku tarcia
wiskotycznego o, wywolany wymuszeniem kinematycznym z(#) moina opisaé
w nieruchomym ukladzie x réwnaniem

(3.1) - mitoextex=cztoz.

Ruch fen moina réwniez rozpatrywaé w ruchomym ukladzie x., dzie spelnia
rownanie

(3.2) ¥y b Uyt CXoy = —Z.

Wprowadzajac oznaczenia oq'm—Zﬁ k*=c¢/m réwnania (3.1) i (3.2) przybierajg
postad

(3.3) Sp2pR ki =k 2pE,  Fub2BxtKix,= 2.

Jezeli zaburzenic wejéciowe, wymuszenie kinematyczne z{t), ma charakter
procesu sfacjonarnego lub prawie stacjonarnego © danej gesto$ci  spekiralnej
S, (), przy czym dziatanie tego procesu trwa nieskonczenie dhugo, to wyjdciowe pro-
cesy preemieszczenia x() 1 x,(t) sa réwniez stacjonarnymi procesami losowymi
o gestofciach spekiralnych réwnych iloczynowi wejdciowej gestosci spekirainej
S, (w) i kwadratu modutu charakterystyki amplitudowo- ~czestotliwosciowej ukladu,
tj. maja postac [3]

(3.9) (@) =G (@) S; (w)
oraz
(3 5) S o (60) = EGl(w)EZSz (EB) 3

gdzie odpowiednie kwadraty moduléw charakterystyk ampl1tud0wo—czcstothwosc1o-
wych réwnan (3.3) majg postac _
k48202 w*
. G :
2"'k2)2+4ﬁ2 2 3 2 mz_kZ)Z_‘I_[_‘l_ﬁZa)Z

Wariancje przemieszezenia x i przemleszczema wzglgdnego x,. oblicza sig wy-
konujge catkowanie wyrazen (3.4) lub (3.5 W przed21a1e (—o¢, +oc). Praktycznie

1Gy(w)*=
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calki fe obliczono za pomoca (eorii residudw. 1 tak wariancja przemieszczenia
wzglednego
’ 2

{3.6) oy = —r T/] ey [V~ s (3 e cos Y2~ — 2 T+

te~Teps2 ]/TC?Z[TZT) +p (e~ sin2 Vi? —~ % T—4e T gin I/k2—/3'TT)]+

2
Gu

-+ e
273 k2 -,/kz-_ﬁz

o 1 _ :
[‘Tz"e“” sin k2 — 2 T+ (2 T2(k? = 25711 -

— e~ TP cos ]/kz—ﬁ’z T) ]/kz—ﬁT—i—ﬁ.(TZﬁV kl_[;?—g“ﬂrsa'.n ]r/)’cZ;ﬁz.-T)].

Wariancja przemieszcezenia bezwzglednego okre§lona jest za pomoca wzoru,
w ktoérym przyjeto nasfepujace oznaczenia:
. . .

Yy e {o2 a0t meonVio—pr s

+e= P eos2 Vi "y T)-}B(4e 7sin V2 —B T—e M sin 2V k> — —p T)} +

1 S
+a:{A [2 T2 (k2 —2p%) 41— ((Tﬁ+1) cos Vi = B T+

VIR =B TsinVir— 2 T)]+B[ T2 gV~ /;2+
2

3.7) e ((Th+1)sin Vi — g2 Y k2 = ﬁ 2 Teos V- > T)]}}
A=[4f%k2 — 267)+k*]cos Sp+88° VI*— §? sinSp,

= — ARk — 282+ k*] sin 583 sz [)’2 cos 5S¢,

g
Q= arctgm
Wzory (3.6) i (3.7) stanowia rozwiazanie drgan oscylatora, wywolanych przy-
padkowym prawic stacjonarnym wymuszeniem kinematycznym prowadnikdéw
w ramach feorii korelacyjnej. Meteda jak i rozwiazanie tego zadania moga byé
zastosowane rowniez do innych zagadnien fechnicznych (jak np. urzadzenia
transportowe), w ktdrych wystepuja tego rodzaju zaburzenia losowe.
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Pesrome

CIIYUAWHLIE KOJIEBAHWA FAPMOHWUYECKOIO QCL[VIJUIHTOPA,
BBLIZBAHHBIE HEKOTOPBIM CTATIAOHAPHBIM CIVYAWHBIM TTPOLIECCOM

“TIpoRONATCS AHAIM3 BIMAHET HEPABEHCTRA CIBONOBLIX NPOBOKHEKOR, Ha xoneGanua mogre M-
HOTO COCyId, pPACCMATPHABACMOIO B KAYECTBE TAPMOHHUECKOrO OCHENIATOPRA. Onpenensercs
KOPPEISIIHOHAAS (YHKIHA HEPABCHCTER HANPABIAIIINK CTRONOB, XKOTOPAdA, Kax M3BECTHO, SBJIR-
ercst B O0MEeM HECTANHOHAPHRIM CIYIAMIEM OPOTICCCOM. B pancicHIMX PACCYyXIEHHAX, 3TA
DyHKIES TpROIEKena K TOYTH CTALMOHADHOMY TPOLECCY, B cenvpicne geduuwnma Kamne ne ®epuo,
JITst TAK BPHESTOFO OpONecca ODPEfieNnseTcs CNeKT[albHas IROTHOCTD.

Jms rapMomiteckoTo OCLMITATOPA, TLOAREPIKSHIOr0 KHASMATHISCKOMY BRIHYXOCHA, Oy~
HAETCSH CHEXTDAILHAS INOTHOCTE ¥ JECOSPCHS MCXOHHOH (yHKIMA (mepeMeTeHs) ¢ MONBIKHOK
W HEOOJBIKHONK CHCTeMOH OTCYETA. ’ !

Summary

RANDOM VIBRATIONS OF A HARMONIC OSCILLATOR CAUSED BY A CERTAIN
ALMOST-STATIONARY RANDOM PROCESS

Tn. this paper is analysed the influence of uneveness of the shaft guides upon the vibrations of
a hoisting vessel considered to be a harmonic oscillator, The correlation function of the uneveness.
of the guides is determined, and appears, in general, to be a non-stationary random process. In the
further considerations, that function is approximated by an almost stationary process, as understood
by the Kempe de Feriet definition. The spectral density is calculated for the process thus assumed.

The spectral density and variance of the initial function (of radiation) has been obtained for
a harmonic osciltator subjected to kinematic forcing in a mobile and immobile system of reference.

POLITECHNIEA SLASKA
W GLIWICACH

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 listopada 1969 r.






