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WYMUSZONE DRGANIA SKRETNE PRETA Z MATERIALU LEPKOSPREZYSTEGO

ANNA FORYS i ANDRZE] FORYS$ (KRAKOW)

I. Wstep

Praca przedstawia drgania skretne prefa lepkosprezystego o kotowym, statym

przekroju przy wymuszeniu sinusoidalnym, dziatajacym na swobodny komec prefa,

Przyjeto, ze odksztalcenie nastgpuje bez zmiany objetoSci oraz ze
przekroje pozostaja plaskie. Zasada superpozycji Boltzmanna J
; , ”

prowadzi do réwnania ruchu, kidre jest réwnaniem rdsnicz-
kowo-calkowym o pochodnych czastkowych. Réwnanie fo
zostalo rozwiazane w sposob Scisty w postaci ogdlnej. Doklad-
niejszg analizg przeprowadzono dla dwdch prostych modeli re-
ologiczych: Maxwella i Kelvma—Volgta Wyniki koncowe ilustru-
ja zalgczone wykresy.

2. Sformulowanie zagadnienia 1

cowany nieruchomo jeden koniec (rys. 1). Na drugi konicc y
preta dziala moment skrgeajacy M () =M, sin wt, gdzie M,—= Rys. 1
=const. Wektor momentu sity M (¢) ma kierunek osi x, po-

krywajacej si¢ z osia prefa. Kat skrecenia o jest funkcja wspohzednej x i czasy 7:

| AR
Pret kolowy o dhugodci /i promieniu przekroju R ma zamo- —_“% 1

¢=¢ (x, t). Kat skrecenia prostego v jest zZwigzany z katem ¢ znang z wytrzymalo$ci

mafterialéw zaleZnoécia

_ o0
2.0 . y_r—a;
gdzie r oznacza odleglosé od osi preta (0<<r< R).
Zasada superpozycji Boltzmanna [I i 2] dla skrecania ma postac

@2 o(r, %, )= fw(t—ﬁ)g%[rm]dt?:

dp(x, 1) 340( X, )

=y O ——-——:faf,t =01 =

Rozprawy InZynierskie — 13

i
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gdzie T oznacza napreZenie stycane w puskcie odleglym o r od osi preta (symetria
walcowa) i lezacym w przekroju o wspéhzednej x w chwili #; y (—6) jest funkcja

relaksacii.
Moment si dziatajacy w przekroju o wspdéhzednej x okresla wzdr
) 2z R
(2.3) M, 0= [ [rx@,x0)d8dr.
o 0

Korzystajac z (2.2) otrzymuije sig z (2.3)
2n R
dp(x, 1) Yo (t—0) dp(x, 0 }
o .3 —
M(x, 0) f f; [1//(0) - Of - o 49 dr
Q ]

Iub po wykonaniu catkowania

£

do (x, ow{t—8) dp(x, 0
@.4) M(x,r)-—fo[wm) q’g; 2 [ ’”(60 ) PS; ) de],

4]
gdme Jo przedstawia biegunowy moment bezwladnodci pola przclcrom fzn. Jy=
=1[2mR*.
Stad wynika réwnanie drgan skretnych preta lepkosprezystego:

| Potnn)  forG-0 00 1 Pe(s
(25) JG[W(O) Ax? - f -80 5 2 ] ptz__aT:

gdzie p jest liniows gestoScig ciata (p=dm/dx), a i ramieniem bezwladnodei (i=
=R/)2).

Réwnanie (2.5) jest rownaniem rézniczkowo-catkowym o pochodnych czastko-
wych ze wzgledu na niewiadoma funkcje ¢ (x, £). Do fego réwnania nalezy dolaczy¢
dwa warunki brzegowe i dwa warunki poczatkowe. Zgodnie z zaloZzeniami warnnki
brzegowe maja postaé (dla ¢ 0) nasigpujaca:

¢ (0, 1)=0,

op (v, r)} _; fc')w(f—ﬁ) [5c0(x, 2

2.6)
Jowr (0)[ o 26 ox

} dQ:.MOSin(Dt.
x=1i
Przyjmiemy warunki poczatkowe (dla 0<Sx <)

‘ dp(x,t
(2.7} p{x, =0, [k)} =0,
ot i—o
Rozwazane drgania preta opisuje réwnanie (2.5) z warunkami (2.6) i (2.7).

3. Rezwigzanie zagadnienia

Dla uproszczenia wprowadzmy oznaczenia

G.1) F()= laﬂx )]  ke-a-2 e

24

=1
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Warunek brzegowy (2.6), ma feraz postaé
o _
(3.2) T (O F(6)—Jo [ K(1—0)#(0) df=M,sin o>t .
i

Jest to réwnanie Volterry drugiego rodzaju ze ‘wzgledn na funkeje F(2). Jezeli jadro
K (#--0) jest ograniczone, réwnanie to ma jedyne rozwiazanie ogra.mczone okreslone
wzorem [3]

M, My f
(3.3) F()= ———sinot+=—r e | Bli—

Jotr (0) Jolw (O f ) sin el dit ,

w (0}

gdzic K(t—0, 1}y (0)) jest jadrem TozWiazZUjacym.

Na podstawie (3.3) F(0)=0, F()=M,w/low ) (()=d { )/dt) Réwnanie
(3.2) mozZna réwnieZ rozwigzadé przy zasfosowaniu transformacji Laplace’a [4].
W pewnych przypadkach réwnante to daje sie sprowadzié do réwnania réZniczko-
wego, co zostanie przedstawione dale] w przykladzie.

Znajac F{t) szukamy rozwigzania réwnania (2.5) w postaci

(3.4) 0, D)= py(x, )4 XF(E).
Po wstawieniu (3.4) do (2.5) otrzymujemy ‘

. (35) Jﬁw (0) Pixx (x: I) “”JO f I{(t_ 0) P1xx (xa 9) d9=952[W1t1 (,\’;’, t)_l_xp(t)] >
Q
gdzie

I ST =39”1
P1x ox P1s ot

X

Jest to rownanie rézniczkowo-calkowe o pochodnych czastkowych ze wzgledu na

funkcje ¢ (x,7) z warunkami brzegowymi i poczatkowym1 otrzymanyml Z (3 4),

(2.6) 1 (2.7): )

3.6 0, £)=0 ,£)=0 .0y Mo

( . ) 991( ] t)'— E] q)lx( ’ t)_' L] ?1()6’ 0)=0: q)lt(x; O)ﬁ jOW(O) X
Zajmiemy si¢ najpierw rozwiazaniem zagadnienia drgafi swoboduych. Przyimijmy

w (3.5) F(f)=0, co ze wzgledu na (3.3) edpowiada M,=0 czyli M) =0..

Otrzymane z (3.5) réwnanie ma postaé

(3.7 Jow (0) Em (V, H—Jg f K(f_ ’9)&1::;; (x, 8) d0=pi*p ., (%, 1,

gdzie @, (x, t) jest katem skr@cenla dla drgaft swobodnych a Warunki b1zegowe
zgodne z (3.6)4,,. P
Poszukujemy rozwigzania w postaci

@8 s D=XWT),
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Po wstawieniu (3.8) do réwnania (3.7) otrzymujemay rozdzielenie zmiennych i réw-
nanie ze wzgledu na funkcje X (x) ma postac:

(3.9 X' {x)+A2X (x)=0.
Rozwiazaniem fego rdéwnania jest funkcja
X (x)=Asin ix}Bcos Ax,

a po wykorgystanin warunkow brzegowych (3.6), , otrzymujemy cigg funkcji
whasnych

(3.10) X,()=Ad,;sinl,x, n=1,273,..

oraz ciag wartodci wlasnych
QCn—1n
(3.11) l":—i—l_’ n=1,2,3,...

Zakladamy, Ze rozwigzanie ¢, (x, £) réwnania (3.5) mozna przedstawi¢ w postaci
rozwinigeia na szereg wyZzel otrzymanych funkcji whasnych (3.10):

3.12) : wi(x, f)= Z g, {)sin A, x.

Po wstawieniu (3.12) do (3.5) otrzymujemy

oo oD t
(G13) —Low ) Y () sindux+To D' 2sindx [ K(t—0)g,(0) do=
r=1 n=1 0

=pi? 2 gu () sin A, x+-pi%x F(1).
n=1

Korzystajge z warunku ortogonalnodci funkeji wiasnych [5]

,  jesli k%n,
(3.14) fsm)i,kxsmﬁ,,,xdx—— {1/2, Wlli ke
oraz ze WZoru
! sinl, /
fxsinlkxdx=—25—, k=1,2,3, ...
i3 k

po zastosowaniu metody Galerkina réwnanie (3.13) zostaje zastapione ukiadem
réwnast zwyczajnych réZniczkowo-‘calkowych‘

o 0}.,, Jo .
315 GO+ "”() o ()~

f K(e=0) 0,(0) d0=

2,
=(w1) AﬁIF(r)’ n=1,2,3...

Warunki poczatkowe (3.6);.4 beda spelnione, jezeli przyjmiemy

My

2
3.16 = . = -1 — 3 .
(3.16) 7.(0)=90, g, O=(-1) Jor/f(O)l,fl’_ n=1,2,3,
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Jak wida¢, ukiad réwnan (3.15) jest uktadem rozdzielonym dzigki wlasnosci orto-
gonalnosci (3.14). Mozna rozwigza¢ kazde z réwnan oddzielnie postugujac sie
np. metody transformacji Laplace’a [4]. W pewnych przypadkach kazde z nich daje
sig sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego.

4. Przyklady szczegolowe

Obliczenia szczegétowe przeprowadzimy dla dwéch modeli reologicznych:
Maxwella i Kelvina-Voigta.

Model Maxwella. W tym przykladzie
K{t—0)=Gpe "0y (0)=¢G,
gdzie G jest modulem sztywnosci, f=1/r=G/y, a n oznacza wspdtezynnik lepkosci,
7 jest czasem relaksacji. Réwnanie (3.2) ma zatem postaé

.10 GIoF () —JoGf f e P OR@) df= My sinwt .
0

Roéwnanie fo daje si¢ sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego przez obustronne
zrézniczkowanie wzgledem czasu i ponowne skorzystanie z tegoZ réwnania. Dostaje
sig wiedy

o]

4.2) F(t)y= T (Bsinwt-}wcoswt),
0
skad
M, | B ki )
4.3) F(t)= . (smwt P, coscot'"l"—w* ,
gdyz F (0)=0. “
Rownanie (3.15) ma teraz postaé
- Gha Gy ¢ o
44 g, 0O+ 7 g ¢ g, () di =
. o .
. 2(—' I)n Moa) .
| WW(—-wsmwt+ﬁcosmr),
gdzie skorzystano z réwnoéci
iz
Jo

d jest gestoscia materialu.
Réwnanie to daje sig sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego zupetnie podobnie
jak réwnanie (4.1). Oirzymujemy wiec

. GAZ | 2=1" .
(4.5 O+ an )=z (BF+F).
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Uwzgledniajac wartnki poczatkowe (3. 16) oraz g (0) otrzymane z (3.15) znajdziemy
rozwmzame :

4 (1 — o o
(4.6) qu(?) G( ]/1 4&? }?2)
1 Gd
G _ AAgn Cy D,
2B,y ﬁg,, (1"',/1 Gd ) +;}L-slnmt~-gcoscjt

1+]/ ""

gdzie A,, B,, C, i D, sa stalymi zaleznymi od wartoéci m, M,, G, H Ap il

Rozwigzanie zagadnienia otrzymuje si¢ po wstawieniu {4.6) do (3.12) oraz wy-
korzystaniu zaleznoéei (3.4) przy uwzglednieniu zwigzku (4.3).

W rozwigzaniu (4.6) dwa pierwsze wyrazy przedstawiajy drgania swobodne,
ktore, jak wynika z ich budowy, zanikaja z uplywem czasu. Dwa ostatnie wyrazy
przedstawiajg ustalone drgania wymuszone. ,

W dalszym ciagu dokladniej rozpatrzymy te wiadnie drgania’ odrzuca}qc wyrazy
wykladniczo zanikajace z czasem. Wéwezas luzyjemy tego samego oznaczema
G (2) dla tego rodzaju drgai] mamy wzor

I ‘
4.7 Gu()=— (C,sinws— D, cosmt),
®
gdzie
Gl ‘ 2 2
2(—1)"M060 T_wz)(ﬁz_m )+2ﬁ w*
YA G2 2 ’
d — wz +ﬂ2w2
(48
2
gyt 255
2(=1)" Mo far? d
"Gl G2 2 ‘
d —_ wz h{'_ﬁZCOZ

Nie podajemy wzoréw szezegolowych na A4, oraz B, ze wzgledu na fo, 7e nie zajmuje-
my si¢ nimi w dalszych rozwazaniach. Rozwiazanie opisujace drgania ustalone
ma zatem na podstawie (3.4) postad

oo

| Cy | D,
4.9 o (x, t)= E sin wf ——cos wt ) sin A, x4+
w )

n=1

‘ Mo B B
——— +x Gy (smwt mcoswt+w).
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Postaé te mosna przeksztalcié wprowadzajac amplitude 4 (x, w) i kat przesuniecia
fazowego & (x, m):

Myf
(4.10) o{x, 1)=A(x, o)sin {wrt+d (x, co)] 1 o
oo
gdzie
M()ﬁx 2712
A(x, 0)= l( sin A, GJO) ( ZD,,smAnx GJow)] :
oo X
@.11) X D,sinl,x+ Mof
: n=1 GJD
tgd(x, )= — e
()
;.2'1 C,sind, x+ i

Zatem dragania ustalone maja czestodé réwna czestosci momentu wymuszaja-
cego. Amplituda i kat przesunigeia fazowego zaleza od wspdlrzednej x polozenia
przekroju i od . Srodek drgan zalezy od x zgodnie z ostatnim skladnikiem w (4.10).
Na podstawie (4.8) kolejne wyrazy szeregdw wchodzacych do amplitudy A (x, )
maleja ze wzrostem n jak 1/(2r—1)*. Z tego powodu moZna ograniczyé obliczenia
do kilku pierwszych wyrazéw obu szeregdw wystepujacych w (4.11),. Rozwazymy
oddzielnic wplyw dwu pierwszych sktadnikow wystepujacych w (4.11); szeregow:

: 1 1 Myx\? 1 mx Mo fx\? 12
A (x, o)y=|{— Cysin mX o7 —’r e B N l’)1 sin —— ,
@

GJ, 2f GJow
4.12
@12 _[(1 ‘ 371:x)2 i ( 1 3nx)2]“2
Ax(x, @)= 51 | 3 sin 27 .
Ustalmy x=1, tzn. opiszmy ruch swobodnego korica pr@ta Na rys, 2 przedstawiono
21 d

wykres obu funkcji (4.12) w zale2nodci od bezwymiarowego parameiruy = o —,

G
. 2 d )
dla dwoch przykladowych wartosei parametru 8, = e B, 1=0,0041f,=0,01.

Z wykresu widaé, Ze 4, i 4, posiadajag wyraine maksima: 4; dla v=1, 4, dla
v=3, przy czym drugie maksimum jest trzy razy mniejsze od pierwszego. Widaé
rOowniez, Ze ze zmnigjszaniem si¢ warto$ci parametru f#, wigksza role odgrywajs
sprezyste wlasnosci modelu (£, =0 odpowiada samej sprezynie). Zatem maksymalne
wartoéci A4, i 4, rosng, gdy warto$é £, maleje.

Na wykresie 3 przedstawilidmy inne przyblizenie amplitudy, zachowujac tacznie
dwa pierwsze wyrazy obydwu szeregow w (4.11},. 7 rysunku widaé, ze wartoéci
maksimow prawie nie ulegaja zmianie. Kolejne przyblizenia amplitudy, uwzglednia-
jace dalsze wyrazy w obydwu szeregach, dalyby nastepne maksima.

Model Kelvina-Voigta. Dla tego modelu

K(t=8)=—nd(t~0)-Gs(t—0), w(0)=G+n3(0),
gdzie & (x) jest funkcia delta Diraca, a § (x) oznacza pochodna funkeji & (x).
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Rys. 3

Réwnanie (3.2) mozna napisaé w formie

4.13) GIoF (1) FTonF () = My sinwt) .
Jest to réwnanie rdzniczkowe zwyczajne, ktdrego rozwiazaniem jest funkcja
(4.14) Fir) o g

R = ] —_

‘ TG ) (nwe "B LGsinwt .nwcoswt).
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Réwnania (3.15) maja obecnie postaé

A . e C2(=-1"
“.15) WO+ GO G @ = O

i 53 réwniez roéwnaniami rézniczkowymi drugiego rzedy. Rozwiazanie otrzymujemy
w postaci
¢
-t

(4.16) g (D=a,e" +b, ™ +c,sinwt4-d,cosor--e,e ",

gdzie a,, b,, ¢,, d, 1 e, sg stalymi oraz

o A2y 4Gd
?'1’2,,:'_' 2d_ 1%[ 1"""1?;?_2‘ .

Ogdlne rozwiazanie problemu otrzymuje si¢ przez wstawienie do (3.4) zwigzkéw
(4.14) i (4.16) oraz skorzystanie z zaleznosci (3.12).

Zajmiemy sig dokladniejsza analiza drgafd ustalonych i odrzucimy wyraZenia -
. wykladniczo zanikajgce z czasem. Wowczas

o]

4.17)  eplx, 0= 2 (¢, sinwitd-d, coset)sin A, x4

n=1

1 Mo
| T I(G Hrw?)
gdzie otrzymane uprzednio stale ¢, i 4, maja postaé
2(-=1'Mow?d A2n*w®—G (A2 G —w’d)
TG+ n20?) ne?+ (A G- w2d)?
s 2(—1)" Mow®nd 2GA2 —wid
R IGE e e+ (2 G —wtd)?

{Gsinwt—nweos i),

Ca™

(4.18)

Rozwigzanie mozna napisac nieco inaczej wprowadzajac, jak uprzednio, amplitude
A(x, w) 1 kat § (x, @) przesuniecia fazowego:

[s.0)

_ o MGx 2
O (T

( ; Monox )2]”2
2 @ $i 2 X JO(G2+17 @?) ’

(4.19)
e . Monwx
_ ’é; d,sin A, x— TAG ) o)
tgd(x, w)= . MiGr
11:5’1 e, i 4, x+—-fg(G2+?]2;}?

Wstawiajac (4.19) do (4.17) otrzymujemy ostatecznie
(4.20) ¢ (x, 1)=A (x, ) sin [wr+ 3 (x, w)].
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12

Zatem dragania odbywaja sig 2 czestoScia réwna czestodci momentu wymuszajacego
i sg przesunigte w fazie o kat § (x, ). Srodkiem drgan dla calego preta jest obecnie
potozenie odpowiadajace katowi ¢=0.

. 20
) 2 50
5l
ik
a2k
i
e =10 =1
— - =] 4 /—— o=
v 25 28 20 EY 34 iF v

Rys. 4

Podobnie jak poprzednio kolejne wyrazy szeregéw wehodzacych' do amplitudy
A (x, w) maleja jak 1/(2n—1)*. Ponownie ograniczymy sie do dwéch plerwszych
‘Wyrazéw obu szeregdw i przedstawimy na wykresach funkcje

B X M,Gx | nx Moneox  1H|M2
@20 4,(x, ={[ o ] [ in e
@20 A o) =|esin gy e | sy ey | |

_ 3mx \2 3nx\2]H?
{4.22) Ay(x, co)=[(c2 sm--f-zl—) + (dz sin 27 ) J .

i :'I‘?‘GJG s

Af) Byl
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Rozwazymy drgania Koficowego przekroju prefa. Rysunek 4 przedstawia wykresy
obydwu wyrazefi w zaleznosci od bezwymiarowego parametru v (zdefiniowanego
jak poprzednio) dla dwoch wartosci parametru f; (réwniez jak poprzednio): f, =1,
p1=10. W tym modeln wyraine maksimum wystapito jedynie dla f; =10, a wicc
dla # duzo mniejszych niz dla modelu Maxwella. Ttumaczymy to tym, Zze dla modelu
Kelvina-Voigta wlasnosci sprezyste odgrywaja tym wigksza role, im # jest mnicjsze.
Przy duzym tumieniu (§ male) w ogdle nie wystepuia charaklerystyczne wierzehotki,
Dla B, =10 4, posiada maksimum dla v=1, A, posiada male maksimum dla v=3.
Na rysunku 5 przedstawiliSmy wykres dla drugiego przyblizenia amplitudy, W tym
przypadku wartodci maksymalne réwniez nie ulegly zmianie.

Dzi@kujeiny prof. dr Jadwidze HALAUNBRENNER za podsuniecie tematu pracy.
Serdecznie dzigkujemy prof. dr Kazimierzowi Piszczxowr za troskliwa opieke oraz
konsultacje z matematyki.
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Pezrome

BBIHYIKAEBHBIE KPYTHUIIBHBLIE KOJNEBANWA CTEPXHI
M3 BASKO-VIIPYTOT'O MATEPHUAJIA

PaboTa xacaeTcs EEHYXICHHBIX KDYTHWLEBIX KOJMeGAumil CTepiid H3 BISKO-YOPYTOTO Md-
Tepuand. PaccmarpusaeTcs CIEpXKEHSL HOCTOSHHOTO, KPYTOBOTO cedenps M3 MaTepwana Oes ora-
penus, OuH KOHEN CTEPIHT HeIOBIKHO 3aXPeIieH, 4 BTOPOH KOREN HAXOMMTCS FOK JelicTereM
XpyTAmerc MoMenTa M (£} = M, sin ot FCIOMB3ys NPHANMD CyIepHoWIEA BoTsIMana, mo-
AyYAETCHE yPABHCHEC KPYTHIBHBIX Konebamuii crepsws [ypaewenwe (2.5)]. IlpemmaraeTcs oBummit
W TOMHBLIH METON pelneHss 3a/1a9Hd,

Tloppobrisie pacyeTsl TPORCIAINCE AN FIBYX IPOCTRIX PEOSIOTHHYECKMX Momeleit Makcsernia
¥ Kearpana-Poirta, bBosee TOYHO HCCACHOBANNC, TONLKO YCTAHOBHBINNECH KolleOanms., Bemmy
© TOTO, YTO MOCIEAOBATENBHHIC BRIDAXEHMA DHEOOB A AMIUTHTYAL KOACOAHHY YMEHLIIAIOTCS
xax 1/(2 n — 1)*, MONIO OTPAHMYATD THCISHHAE PACIETH BECKOMBRIME HEPRBIMH BRIPANKEHH AV
PAgos. OOCYKOaToTCA 3naveHls aMIIHTYRB KOgeOannd, NpoRCXofIme OTACILHO OT JBYX Hep- -
BBIX EBIDRXKCHMEA, & TaKkmKe aMIUDATYASI RO BTOPOM BpEOMokeHyd. Ha DpHIOMEHHBIX DHCYHKAX
{or 2 po 5) moxasama aMILIHETYZAa Komebamii CBOOOJHOTO KOHIA CTEMIKEHN, B 3aBHCHMOCTHE OT _
6e3pa3MEPHOIo IAPAMErpa ¥, HPONOPIHOKATENOrO M A BYX PASHEIX SHAYeHHil mapaMeTpa ﬁl,

CBA3AHHOIC ¢ KOMDPHIMEHTOM BI3KOCTH.
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Summary

FORCED TWISTING VIBRATIONS OF A ROD MADE OF VISCO-ELASTIC MATERIAL,

This paper concerns the forced twisting vibrations of a rod made of visco-elastic material, We:
have considered a rod having a constant, circular cross-section made of material without ageing,
One end of the rod is immobilized, and a torque M (¥) = M, sinert acts on the second end of the
rod. Utilizing Boltzmann’s principle of superposition, we obtain the equation of twisting vibrations.
of the rod, Eq. (2.5) in the text. We present the general, exact method of solution of the problem,

We have performed detailed calculations for two simple rheological models— the Maxwell
model and the Kelvin-Voigt model. A more accurate investigation has been made of steady vibra-
tions only. Since the consecutive terms of the series involved in the amplitude of vibrations decrease:
following 1/(2n — 1¥%, it is possible to confine the numerical calcufations to a few of the first terms.
of the seties. The contributions to the amplitude of vibratien are considered separately, originating
form the first two terms and the amplitude in the second approximation. In the drawings (2 to 5)
included, is represented the amplitude of vibration of the free end of the rod depending on the
dimensionless parameter, propottional to o, for two different values of the parameter £, connected
with the coefficient of viscosity.
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