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O PEWNYM ZAGADNIENIU ROZKEADOW TEMPERATURY
PRZY STOCHASTYCZNYCIH ZRODLACH CIEPFA W PRECIE

TADEUSZ CHMIELNIAK, ERNEST CZOGALA (GLIWICE)

Metoda korelacyjna, polegajaca na okredleniu momentdéw odpowiednich rzeddw-
wielkosci. charakteryzowanych, znalazla dotad szerokie zastosowanic przy analizie
wielorakich ukladdéw automatycznych [3, 4 1 7], mechanicznych [1, 2, 5 i 6] Iid..
Celem niniejszej pracy jest zobrazowanie mozliwoscl zastosowania tej metody do.
analizy zagadnied z zakresu ruchu ciepla.

Dila tej ilustracii wybrano analizg stosunkowo prostego procesu stochastycznego.
w ukladzie pret-otoczenie, okreslonego przez zaloZenic, Ze w precie sa #rédia ciepla,
dajgce si¢ opisaé stacjonarnymi funkcjami losowymi. ZaloZono przy tym stalo$é:
wspOlczynnikoéw okreflajacych wlasciwodcl przyjgtego ukladu (4, o, ¢, @) oraz
jednorodne warunki poczatkowe i brzegowe. Obliczefi szczegélowych niektorych,
przypadkéw dokonance na maszynie cyfrowej.

1. Zagaduienie brzegowe

Podstawa naszyéh rozwazaf bedzie jednowymiarowe rdéwnanie rdézniczkowe.
przewodnictwa, ciepla w precie przy zaloZzeniu meskonczonej predicosei rozchodzenia,
si¢ ciepla [8]:

az
(1.1) fE%?jl u@ ) Ff*@ 1)

przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych
(1.2) w(x,00=0,. u(0,)=u(,f=0,
gdzie u (x; £) oznacza temperature preta w funkeji wspolrzednej x i czasu £, a2 =

= Aee wspolezynnik dyfuzji termicznej oraz f* (x, 1) gestosé Zrodel ciepla, b@dacq
suma gestoscl zrodet wewnetrznyeh f(x, £) 1 zewngtrznych, t.

(1.3) FECe D) =F (v, 1) — %(u— 0).

przy czym g oznacza wspoOlezynnik wnikania ciepla, a 6 temperaturg otoczenia.,
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Po podstawieniu (1.3) do (1.1) i uporzadkowaniu otrzymujemy

(14 du 262u+a _a@
4 ot T Tt co +
Rozwigzaniem zagadnienia brzegowego (1.2) i (1.4) dla naszego modelu jest
funkcia _
ad C o kex
(1.5) ulx, 7) :sz i (8) sin——,
gdzie funkcja g (f) jest okreélona przez réwnania rézniczkowe
(1.6) . a+2kn2 w_Ztoc@ 4
{1. uk(l‘)—l—[cg a (l)]uk(f)— IO (cg +f) X .
Réwnania (1.6) maja rozwiazania okreélone przez formule Duhamela:
¢ : '
(1.7) up(@® = [ h(t — ) Qu(v) v,
gdzie -

N 2 4 o o ,
Or(r) = 7‘0 (EQ_ +f) dx
QTaZ

. 2 LN
1.8) ha(2) — [% a2 (?) ]e“’[‘v?““ D g,

2, Analiza korelacyina

W rozpatrywanym zagadnicniu zaloZono, Ze intensywnos§é zrédet jest stacjo-
narng przypadkowa, ergodyczng funkcja czasu o postaci

{(2.1) FEO D) =91 (x) o1 Oty (%) 92 (),
&gdzie y;(x) s3 danymi deterministycznymi funkcjami wspolrzednej x, a ¢ (f) sa
dosowymi funkcjami czasu £

Dla funkcji ¢; o normalnym lub zblizonym do normalnego rozkladzie gestosci
"prawdopodobienistwa (do ktérych bedziemy sig ograniczad) pelna charakterystyke
‘proceséw stochastycznych stanowi okreflenic wartofei oczekiwanych oraz funkeji
“korelacyjnych i wzajemnych funkcji korelacyjnych.

Nie naruszajac ogdlnobci rozwazan ze wzgledu na linfowosé zagadnienia be-
dziemy przyimowaé, ze wartosci érednie g; sa réwne zern (mf = 0), czyli takze

. 3 .
(2.2) (1) = f A(t — 1) m; (P)dr =10.
0

Funkcje korelacyjne dla temperatury sg nastgpujace [2]:

th .
23) Ko, 1) = f f hi(ty — =1) hie(ty — 72) kg, o, (71, 72) dvy diz

—_—00 —x
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Po wprowadzeniu gestodci spektralnych S(w) z réwnania (2.3) otrzymamy

@4 Suyu, () = I (—iw) Fy (iw) So,0,
gdzie
(2.5) Fy(iow) = 1

kw2l
-]
Biorac pod uwage (2.4) i (2.5) funkcje korelacii napiszemy w postaci zwigzku
. So,0, & do

: i
(2.6) Ky 0y (0 =— ; .
=3 ] R | I
cp co i

!

Gesto$¢ spekiralng Zrodet So e, przy uwzglednieniu rownosei (2.1) okreflimy
formula

2.7 So,0, (w) = by, by, S1 (w)+by, be, §2 (),
gdzie Si{w) jest gestodcia spektralna losowych funkcii czasu @ (7), a

(2.8) by, = f y1 () sin——dx.

Podstawiajac (2.7) i (2.8) do (2.6) otrzymujemy funkcje korelacii

dx %

{ I

2 krx

@29)  Kuu,(3) :72—5 f 9 () sin—
r=1 0

40

i
jmax - Sy (w) &'°7 dw '
xf'q)r(x)sin-—dx f T\ 2 — =
6 ! o [m;-}-—a—-l—az(—ﬂ) ][wwi-i--g—'{“az(ﬂ)]
cp ! cp i
W analizie korelacyjnej bardzo waina rolg odgrywaja funkcje korelacji dla
= fy (¥ =ty — t; = 0), za pomoca tych wielkoSci bowiem okreslamy Srednic

kwadratowe odchylenia rozpatrywanych przebiegdw., W naszym szczeglnym
przypadkun otrzymujemy

— 1N . Jmx . kax
(2.10) uz(x,t)ZZZKujum(O)sm T

33353 fromt

« jo Sr (w) dw kmx joex

- , Jax
dxfgur(x) sm—l——dx X
0 .

5 —75 Sia sin
4, [corl-i-i-az(@)]l—mﬂ"—am—l-al(ﬂ)] oo
e l co )

Rozprawy Inzynierskie — 4
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3, Wyznaczanie funkcji korelacyinych i wariancji dla szezegdlnych postaci funkeji f* (x, 9

1. Intensywnosé obu #rédet jest scharakteryzowana przeg stala gesto$é widmowa
(«bialy szum») Si(w) = C;. W tym przypadku funkcje korelacyine i funkcje wzajem-
nej korelacji przyjm@ postaé

3.1 Ky, (r)= Z f '{pr(x) sm

r=1

dxx

d‘xf wy (X) sm
—r[;’;+ a("’;“)]

T (T

Zgodme z (2 10) i (3 I) dla war1an031 u(x £) mamy
2

(3.2 #Wx,n= 2ﬁ f Wy (x) sm d\'
. j=1 Ic: rf )
J Cr ‘ . Jmx
f Pr (*c) sin 7 ‘ L ax [ e (klﬂ) ] N [ N 2(J;3) ] sin =

Funkcje v, (x) we wzorach (3.1¥i (3.2) zgodnie z zaloZeniem (2.1) mogg przyjmo-
waé dowolne wartodcl wspoirzednej x. Jezeli dla przykladu przyjmiemy funkcje
¥y (x) W postaci

S pindx—m),
p=1

to wyrazenia (3.1) i (3.2) przyjma postac
2

in kanp . Junp
K’t&j Q{,k ('U) Z Z wrp l 51n ! X
r=i _1[52__{_ 2(.r::a-z)]

X : : .
)
g ! ]
k

uZ (x, zf) Z Z 2 Z ’t”r;v sin cmh) sinﬁ?m
Cr sin 2~ Jax sin Mkﬂx
e o | N s v
! cp !

2. Cala moc #rédel jest skupiona wokdl dyskretnych wielkoSci vy Gegstosc
widmowg S () przy tym zaloZeniu mozemy napisa¢ w postac

had

(34 | Sr(w) = D) Cyd (@ — 29).
g=1 .
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Przypadek ten jest pewnym przeciwiedstwem procesu scharakteryzowanégo
przez «biaty szum». Biorac pod uwage (2.9}, (2.10) i (3.4), funkq]e korelacp oraz
Warlauc_]g U okreshmy Za pomoca Wzoru

Ku, oy (v} = 2 2 Zf Pr (=) sm

drf r (x) sm—“dx X

g=1 =1 0 ] ]
’ qu-ng
X
* . " ka\? r\ 2] ¢
(3-5) . - [T)q i -—l—i + a2 (Tm:) ][—vqi+ c_G:) + a2 (L;E) ]
W (x, ) = 1224 ZZZIwT(A)sm“—dqup, (x)sm dxX
§=1 k=1 r=1

Cy o Jmx | kmx

b

o fkm)? AR 2% D B
R byl R vs |

- Wyrazenie (3.5) przybiera wartofci rzeczywiste tylko dla k= j (brak korelacji
wzajemnych) Jest to oczywiste, _]ezeh przyjrzymy sig forlme przy_]f;tej przez nas
funkcji gestosci widmowej S ().

3. Gesto§é widmowa intensywnoéci Zrédet jest podana w posfaci- sumy

w

dys
Sr (@) = 32_’: pray A S

Dia funkeji korelacji i Wariancji # mamy terdz '

Kuyu, @) = 7 Z Zf Py (x) sm

r=1 8§=110

dxx

dv f vr (%) sm

sy e—ﬂsr

T e

o .23
W arse [E +a2(T) I-

IEEEERIE +az(’m)Hsu%w(’“—fr—ésr
Ty 5 533 [y

J=1 k=l r=

X

(3.6)

dvcf Py (x) sm— dx %

Tdsr

x ——

R ER GRS
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‘(3.6) . 27 dsy "
<. d, 2 . km\2 -
el el 7 )
co !
. kx| jax
X sm 7 sin 7

4. Funkcje spektralnac mozna aproksymowaé w sposob nastgpujacy:

y (242
(02— B =yt o]

2
Sr(({)) = ?Z— Cr

Postepujgc podobnie jak poprzednio otrzymujemy dla funkcji korelacyjnych oraz
dla wariancji u wyrazenia:
2

{
: 8 E R+
Ku, ity (’l‘,’) s 75 Cr f Tpr(x) Sin l
0

x ! . Jax
dx f e (x) sin 7 dx %
7=1 0

x{p (72+82) [ (cos 2Bt 148 (4f2—y2-t- Axds) — 8y2 B — Sy (A;—AD)] +

i 287 (1682 -2y (452 — 12+ Ax AD+2 (Ay— Ax) (42— ]| + 45" ;

: 1678 (4824921 [(452 — 2+ Ai AP+ 162 B2)+-(As — An? (452 — ) +

+ 1672821+ 2p (dy —As) [8f2 Ax Ay (452 — 92) (42 — y24-i 4)) -+
A kg2 ﬁ21)+(Af+Ak) (45222 — a2 A3},

o 8 2 0
w(x, 1) = ) 222 C,-f Pp(x) sin
Y1 j=1 k=1 0
x {y Q2+ p2) [A (452 —y2-t-Ax A7) 182 B~ 8y (4 — An) + 1 : 16y
X ([4ﬁz+?2] [(4p2 — y2+-Ax A7PP-+-16y2 B2]+(dy — Ar? [(452 — D2 +
+ 16y2 82]—2y (A5 — Ar) [862 Ap As+ (462 — y2) (42 — y2-+ A A7) +

dx %

dx f Py (x) sm

krx  jmx
sin———,

+ 16y22]) + (As+ Ar) [(ARZ+y2+ 22 — 42 4]} sin

a fem\?
A = — 4+ 21—
co I

Aj :—-{-az(]lﬂ) .

(3.8)

Przedstawione w punktach 1-4 zaleinodci dla funkeji korelacyjnych i wariancii
otrzymano przy zalozeniu, e zardwno zrédlo zewnetrzne jak i wewnetrzne sa
scharakteryzowane gestosciami spekiralnymi jednakowego typu. Niemmiej jednak
na podstawie przedstawionych wyizej rozwazaf moZna otrzymac formuly funkcji

korelacyjnych, wariancji dla dowolnych liniowych kombinacji gestosci w1dmowych
intensywnosci Zrédet.
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4, Wyznaczame funkcii korelacyjnych i warlancji dla strumieni ciepla przewodzonego
oraz przejmowanego przez ofoczenie

Opierajac sig na zatozeniu, Zze Zrodia zewngtrzne sg nieskorelowane ze Zrédiami
wewnetrznymi oraz na znanych wlasnodciach funkeji korelacyinych, otrzymamy
w prosty sposdb’ wyrazenie dla funkcii korelacyjnej strumienia przejmowanego
przez otoczenie:

(4'1) qu /N (T) = o2 [K'h"j ’Mk—l_K@j 9;5] .
Analogiczng metoda otrzymujemy formule dla wariancji stramienia ciepla przejmo-
wanego: . '
(4.2) - @ (x, 1) = a2 [u2 (x, 1) + @2 (x, z)] .
Nastgpnie wykorzystujac réwnanie przewodzenia ciepla g — —A (du/6x) moze-

my, o czym latwo sie przekonad, dia funkcji korelacyjnej i wariancji strumienia ¢
napisac zwiazki: :

Kg, 4, () = Ky 4, (7)
(4'3) ,12 37;2 had iﬂx

P 1) = 2 Z Ky 0) 005 222 cos 1

Wystepujace w wyrazcmach (4.1), (4.2) i (4.3) wartosci funkgji korelacyjnych
przybieraja odpowiednie wartodci okreSlone w punktach 1-4 lub wartodci dowol-
nych ich kombinacji liniowych w zaleZnoéci od tego, jaka formula dla S (w) aproksy-
mowaé bedziemy badany rzeczywisty proces stochastyczny.

5. Przyklad

Droge szczegélowego postgpowania przy wyznaczaniu wariancji temperatury
zilustrujemy na przykladzie, w ktérym zalozymy stala gestos¢ widmowa obu Zrddet
dla réinych polozef. Ustalmy, Zze: 1) wartosci oczekiwane wszystkich proceséw
réwne sa zeru, 2) znane sg wielkosci charakteryzujace uktad (i=n, a2=2/cp = afcp).

Rozpatrzmy kilka postaci funkcp p (%) NlechaJ

N

5.1 D) i) = Z%ﬁ(x—np) P = 0.
Przy powyzszych zatozeniach réwnanie (3.3) przyjmie postac

[ I -] 3
——— 27 . kn )
(5.2) uz(x,t)=—l? E E EClﬂpmsm ;71, sin ar?p b
=1 k=1 p=i

r . Jmx knx

EroTT R =

Wartosci numeryczne (5.2) obliczone przy pomocy maszyny cyfrowej dla np/l = 1/4,
1/2, 3/4 ujeto w tablicy 1 i przedstawiono na rys. 1.

X

- (58.3) b) 4 =10, 3= =const.
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Uwzgledniajac te zalozenia, 2 (x,_t) uprodcimy do postaci
j k
L (=] [1 = (—1Y] sin L5 sin =
! I

- 2 %] for] 1
GH  @mn="">M M¥yc =
| s A LY L. b IV LY Pl
o [l 7 T+ [+ =(7)]

s,
[
4N
L
1]
e

4,0i v?* UHt)

a5

UL B

Afal

Rys. 1 ' Rys. 2

Wartosci liczbowe (5.3). przedstawia dla kilku wartodci x// tablica 2. Przebieg
wariancji ilustruje rys. 2. ' '
Dla funkeji N
ax
(5.5) ) pi(¥)=ysin—, P =0

wyrazenie (3.2) przedstawia .si¢ po pewnych przeksztalceniach nastgpujaco:

X
sin2 ——

[

- Wartodci wyraZenia (5.6) przedstama tablica 3
i ilustruje rys. 3.

¥t R
7 v U lnt)

(5.6) w(x1)= > Cy

Rys. 3

o '._PYsponujqc szezeglowymi rozwigzaniami dla ustalonych «, f, v moZna oczy-

Wistie: podaé wicle innych postaci rozwiazania dla u2 (x, £) (S (w) = const), utwo-
Izonych przez rozne kombinacje liniowe rozwigzan (5.2), (5.4) i (5.6). Jedna z takich
kombmacgl przeds’{awmno na rys. 4.
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Pesome

O HEKOTOPOH 3AJAYE PACIPENEJIENWSA TEMIIEPATVE,
IOPH CTOXACTHYECKUX MCTOYHHKAX TEIIA B CTEPXHE

TIposopyTea awamms CTAaIMORAPHOTO CAY4aHHOIO TEMIEpPATYPHOLO IO, OAHOMEpHOH 2a-
fauH, IpY NPEROOIONCHAN BHCINHKNX ¥ BHYTPCHHAX CTOXACTHYCCKHX HCTOMHHKOB Temna. Momons-
3YCTCA XOPPETROAOHARIE METOM, CHPEAETAT MOMEHTH ICPBOr0 K BOPOIO NMOPANKA HCKOMOM B~
muvRER (TeMIOeparypa B CTEp/KEE) NPH 3a[JAHHBIX CTOXACTHYECKAX BEIHYKIOCHHSX (BHYTpeHHHE
HCTOYHARY TeMMA, TeMICPATYPA CKPYHRAXINEH cpeapl).

Tlpn mpennonokenssx ¢NEKTPANEREIX TNOTHOCTAX BEIHYRISHRH JAOTCA QYHIDMA Xoppe-
JIANEY W JECHEPCRY DACHPEHCICHAS TEMIEPATYDS! B CICPXKHE,

Jaerca wncnosoit HPEMED WIMOCTPHPYIOINHEN MeTOH AeHCTBRA P NPEIROAOKEHRH JOCTONE~
HOY CHeKTPANMLHON nnoTHocTA (Beamii IIyM) ¥ BHEIIHEFO M BEYTPEHHEIO BHIHYXXCHUIR,

Vcmucnerus nporoammcs Ha cueTHOH Mammue UMC -1 » Ilenrpe Matemarsgecknx Ma- -
s CHNe3CKOTO IO/HTeXHAYeCKOro MHCTHTYTA.

Summary

ON A PROBLEM OF TEMPERATURE DISTRIBUTIONS
WITH STOCHASTIC HEAT SOURCES IN A ROD

The subject of analysis is the random stationary temperature field of one-dimensional problem
under the assumption of external and internal stochastic sources of heat. The correlation method
has been employed to deterrine the moments of the first and the second order of the sought guantity.
(tsmperature in the rod) with given stochastic excitations (internal heat sources, ambient temperaturc)

Correlation functions and temperature distribution dispersions in the rod have been determined
for the given spectrum densities of excitations. The presented numerical example illustrates the
method of proceeding under the assumption of a constant spectrum density (white noise) of external
and internal excitation,

The computations have been performed on a UMC-1 computer in Computer Centre of Silesia
Polytechnics,

POLITECHNIKA ST.ASKA, GEIWICE

Praca zostala zioiona w Redakcji dnia 27 kwietnia 1968r.






