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JERZY BAUER, TOMASZ STRZELECKI (WROCLAW) -

1. Omdwienie zagadnienia

Jako pierwsze przyblizenie rozkladu naprezef stycznych wzdtuZ pobocznicy pala.
w osrodkach spoistych przy matych obciaZeniach mozna uwazaé rozwiazanie uzyska-
ne dla sztywnego preta przy pominigciu jego grubodci i zaloZeniu stosowalnodci
prawa Hooke’a dla ofrodka gruntowego.

W niniejszej pracy zostanie podany sposéb znalezienia metodami teorii spre-
zystosci rozkladu naprezen stycznych wzdhuz sztywnego preta umieszezonego w pok-
plaszczyznie spreZystej i obciaZo-
nego silg P (rys. 1), Jest to jedno
z zagadniett kontaktowych dla tar-
czy mieograniczonej, ktorej po- |
wierzchnia §rodkowa jest pélplasz-
CEYZNg.

Rozwigzanie zagadnienia spro-
wadza si¢ do znalezienia funkeji
Airy’ego F fakiej, Zeby spehniala | |
rownanie réizniczkowe *

Y

(LD AAF =0 L _J

oraz warunki brzegowe

" Rys. 1. Pret w pélplaszczyinie
v=const dla x=0, 0<yp<h,
gdzie v jest skladowa wektora przemieszozenia réwnolegly do osi y. Précz tego-
naprezenia styczne na pobocznicy preta musza sig réwnowaZyé z obcigzeniem
Zewnetrznym:

k
2 f [zyz)z—o-
0

Rozwiqzanie réwnania przy podanych w przemieszczeniach i naprezeniach
warunkach brzegowych nastrecza powazne trudnosei natury matematycznej, pomie-
waz teoria réwnania [1] z mieszanymi warunkami brzegowymi jest jeszeze nickomplet~
na, a zastosowanie metody roznic skoficzonych do przyblizonego okreslenia funkcji
Fjest utrudnione z powodu niecigglych warunkéw brzegowych. Poniewaz w rozwaza-
nym przypadku nie interesuje nas rozktad naprezen w catej péiplaszezyznie, okreslony
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" przez funkcje F, ale jedynie naprezenie komtaktowe na styku: sztywny pret-pdk-
. plaszczyzna sprezysia, wige dla napisania réwnapia okreflajgcego to mapreZenie
skorzystamy z zasady superpozycji.
Metoda rozwiazania bedzie polegaé na wykorzystaniu Scistych wynik6w uzyska-
" nych dla sit skupionych i.zadaniu spelpienia warunkéw brzegowych na podstawie
zasady superpozycji. s
Przy ‘wykonywaniu obliczen korzystano z ‘nastepujacych zaloZen:
(a) polplaszczyzna obcigzona w spos6b poéredni przez sztywny pret jest odrod-
kiem jednorodnym, idealnie sprezystym i podlegajacym prawu Hooke’a;
(b) pret przyjeto jako sztywny, tzn. Ze dlugos¢ jego nie zmieni sie w trakcie
.obciaZenia i nie moZe on ulec wyboczeniu;
(c) w obliczeniu pominigto grubos¢ preta;
(d) pret jest trwale polaczony z potplaszczyzng sprezysta.

2, Sziywny pret w plaszczyinie sprezysted

2.1. Sila skupiona wéwnqtrz tarczy nieograniczonej. Na podstawie pracy [1] mozemy
opisaé stan paprefenia w plaszezyznie spreZystej, obeiazonej sila skupiong, zacze-
piona w poczatku ukladu wspohrzednych 1 skierowana zgodnie z dodatnim kie-
runkiem osi y (rys. 2): ' :

P y o2
S “**’)m}
Pl ¥ 2px2
(2.1) _ Ty = T g L(?)“l-?l) W —(14) m] ’
i x 32 x
B i) iy “*?’)m]'
lﬁ - - . -5 Korzysiajgc z oznaczen Cauchy’e_g‘o
2.2) ox ay

B ou n do
Yov = dy dox
oraz stosujac uogblnione prawo Hooke’a

| | £y = —E-'[O‘a;—“r’(o'y+0'2)],

_ 1
(2.3) ey = 5 [oy — v{ostoa)],

R — SN 2(1+
. . ¥
Rys. 2. Sila wewnairz plaszczyzny £y = —"“E“)— Ty,

otrzymuje sig nastgpnjacy zwigzek miedzy przemieszezeniami a napreZeniami
w plaskim stanie naprezenia:

24 Fu= f Og dx — vf oy dx+D (y)., Eo = f oydy—v j op dy-+¥ (x).
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Po wstawienin do wzorow (2.4) wyrazen (2.1) i obliczeniu z waruﬁkéw brzegowych
dowolnych funkcji @ () i ¥ (x), ktére w tym wypadku sa stalymi, znajdziemy na
skladowe wektora przemieszczenia nastepujaca postaé:

Eu:— [ 4'varctg + (1 -2 2+2]
2:3) _
- P 3—{-1}2 3‘2—1—3)2 y2
Ey = |2 In — {1 —?) 2+2]

gdzie punkty y = 0, x = J-a s ukladem odniesienia, tzn. Ze przemieszezenie tych
punktéw przyjeto réwne zeru i wzglgdem nich obliczono przemwszczeme o calej
polplaszezyzny.

2.2, Obcigienic plaszezyzny spreiystej przez sztywny pret. Rozpatrzmy teraz obciazenie
posrednie tarczy nicograniczonej przedstawione na rys. 3. Sila P obcigzajaca
sztywny pret «wtopiony» w rozpatrywana plaszezyzng sprezysta spowoduje powstanie
napreZzed kontaktowych wzdhuZ preta pe
obu jego stronach. Biorac pod uwage )
zalozenia przyijete w pracy {1] moZna okre- 7 Hy)= 25 F
$li6, ze rozpatrywany uklad po przyloZenin ‘ |
obcigZenia musi spelniaé nastgpujace '
warunki brzegowe: - -

- a. Zewrzgledu na symetri¢ ukiadu skla-
ddwa wektora przemieszezenia réwnolegha
do osi x na prosteJ x =10 ma sig réw-
naé zeru: :

h/2

B2

[tlecg =0 dla —oo <y <Coo.

b. Sktadowa wektora przemieszczenia
rownolegla do osi y na odcinku [—A/2, 7 ,
h/2] ma mie¢ warlo$é stala: L Yy

['v]m:o — const — dla — ? <y< ? Rys. 3. Wykres sit tarcia f na po.vboczrnicy
preta wewnalrz plaszezyzny sprezysiej

c. Wypadkowa napreZzen Scinajacych £(y) powstalych wzdiuz pobocznicy preta
powinna sig réwnowazyé z obcigZeniem zewnetrznym:
- B2
2 [ tGyay =P.
—~h/2
Warunki (b) i (¢) pozwalaja napisaé réwnanie, ktére okredli rozklad naprezen
stycznych wzdhuz pobocznicy pola. Warunek (a) jest spelniony automatycznie,
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poniewaZ jest on uwzgledniony we wzorach na sily skupione. Ze wzoréw (2.5)
mozna znalezé wielko$é przemieszczen prostej x =0 plaszezyzny sprezystej:

P 3+v2 2 ]

(26 [y =0, [Eolo—= — 25 — (1)

A
Obciazenie P zostaje rozlozone w okreélony sposéb przez sztywny pret i przekazane
na nieograniczong tarcze wzdtuz linii styku. Te napreZenia styczne, wystepujace na
pobocznicy preta, oznaczamy przez ¢ () (rys. 3). Dzialajace w punkcie y = £ styku
preta z plasiézyznq elementarne obcigzenie ¢ (£) d&, kibre mozemy traktowaé jako .
sit skupiona, wywoluje wedbug (2.6) przemieszczenie punktdéw tarczy (x = 0, y)
wyraZone wzorem -,

2.7 ' (el = —

(&) dE [3—|—v2] y—&2

—_ —_— 1
> 2 g2 a 1’)]

Calkowite przesunigcie tego punktu pod obciazeniem calkowitej sﬂyP dziatajacej na

pal wynosi zatem

Ri2
1 !

dnE

3192
[tho= — [ A In @

2
AR ~v2)] 1@ e,
§=—"hi2

a wigc warunki brzegowe (b) i (¢) moina wyrazié w postaci

1 Mr3ge 2
@8 I[? In (yag) -(1—v2)]r(§)d§——const
—hi2 B2 P
ft(f)df-?*é".
— B2

Po pomnozeniu obu stron réwnania przez —1/4=E i uwzglednieniu, Ze

hi2

P
f —A—D &=~ 51—
— hi2 -
otrzymujemy rdéwnanie
Rl2 hi2 .
: (yr—28 ' _ P
(2.9) f In— " #(§) df = const, f 1O dE =
- —“ui2

Je_s_t to réwnanie catkowe Fredholma pierwszego rodzaju z jadrem symetrycznym,
stabo osobliwym typu logarytmicznego na miewiadoma funkcje ¢ (£). Rownanie
. tego typu bylo badane przez CARLEMANNA [2]. Jego rozwiazanie ma postaé
HeR O p——— I (&) dé L dh- <<
(2.10). t(y — | ¢ = da— <y <
SRR ay h2 - 4y2 Chp " VR 4y2 2~
- Wz6r (2.10) dla y = 4-h/2 ma nicciaglo§é i teoretycznic naprezenia styczne na kori-
siagaja nieskonczenie wielkie wartosei (rys. 3). -
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3. Sila skupiona wewnatrz pélplaszczyzny sprezystej

Dla napisania réwnania okreflajacego rozklad naprezen stycznych wzdiuz
pobocznicy sztywnego preta potrzebna jest znajomosé stanu przemieszezenia wy-
wolanego sila skupiong przyloZong wewnatrz pélplaszezyzny sprezystej. Zadanie
sily skupionej wewnatirz polplaszezyzny rozwigzal w napreZeniach MELAN, Ponizej

Rys. 4. Sila wewnatrz pSlptaszezyzny

podano rozwiazanic tego zagadnienia opierajac si¢ na wzorach Melana przyto-
czonych w pracy [3]. Przyjmujac oznaczenia jak na rys. 4 MELAN znalazl na.st@pu-
jacg postaé funkcji Airy’ego:

Y
6D 1= |¥orte - 5 = T — 229D,
Stad za$ przy pomocy Wzorow
2F i2F 2F
ay%ﬁ, aw_:—a;;, rzy=5;é;
otrzymuje sig
oy = {(1+ *)[(y P Lo 5)(y+s)2+zys L8 (y:«f) xz]
Fa

=¥ {y—5+3y+§ 4yx2]}

2
2 b

p _ (X24-2£2) — 2EX2 8 B x2
ax=-{(1+u*)[y - DD (22 — 26 &0t )x]
2 1 e _
(32 b — ( Y- y+3§ 4yx2 )}
i

2

0
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(3.2) Px | - (y— &2 y2 =28y— 82 8Ly (y+E)?
cod. Toy = {(1 + “*) [ 13 + 5 "
| Cod—wE[1 1 4y(y+§)]}
T3 [?? B

We -W:z_oi'ach :tych. preyjgto :hastgﬁujq'c.e oznaczenia:
n=Vo—1x, n=Voto+

oraz u* = y dla plaskiego stanu odksztalcenia i u* = ¢{(1-+») dla plaskiego stanu

na.prqzenla
- W plaskim stanie odkszta.kcema zw1qzek migdzy przemleSZCZemaml a naprefenia-

mi jest nastgpujacej postaci:
Bu=(1—+) [oudx—v (1+1f)fa’y dx1+ D),

(3.3) .
Ev=(1—) [oydy—»(1-+%) [ oo dy+p (x).

Précz tego skladowe stanu przemieszczenia # i o musza spelniac¢ poniZsza réwnosé:

ou  ov 2(1-Ly)
3.4 R Al o
(34) _dy 6x Bt
Mozna ndowodni (np. przez podstawienie za F wzoru (3.2)), Ze funkcja Airy’ego F,
opisujaca stan naprezenia w pélp_laszczyz’nic sprezystej, ma nastepujaca wiasno§é:

15 PF ot F 62 F
35) . aet [s =g
Po uwzglgdmemu (3 5) we wzora.ch (3 3) otrzmeJe siQ
' dd a¥ (x)
3.6y i —_ ©) -+ =
dy dx

i dlatego spelnione sg zaleZnodei
(3.7 - P =KtKy, Y= Kz—*Kl x5
gdzie Kp, Ky i K> sa stalymi, ktore nalezy wyznaczyé z warunkéw brzegowych.

Podstawiajac do réwnania funkcje opisujace stan napreZenia 1 wykonujac odpowied-
nie catkowanie, otrzymuje si¢ skladowe wektora przemieszezenia:

, _ x(y—8 x@+& 28 28px(p+E)
= (1 +) {(1 —p2) [— 2?‘% - 272 + 7z — - +
41 1 ( x -E- )]+1—w2[_2xy x +
) arctg o arc tg pEw: 5 27 arcig y—
: (y & x(td | 28xy(yE)
3.8 —
( ) . + 3arctg —i—E] y (1) 27 -+ 27 -+ 2 +
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(3.8) - +1( ™ + )] 1—»
o d. | 2. arc gy £ arctg —i—f ¥ 2 X

X x 2xy
X arcthE“l—arqtg p |+ 2w,

- M{ [ 2 2 by wtE—
?~- onE (14 Inrirmt—= 27 + ey 2 *“r‘?;““'—‘*“*‘“'Tg'—__
Eg+y? {1 L, EEY] ., 121
——rg—ﬁ—v(wilnr%r%”" 2 )]*5" 2 [jln "
2& & 2x2
+— (f+ )+—:"—-*2vlnf ]}—l*?(x).
2 2 -

Poniewaz w rozpatrywanym zagadnieniu sily wewnatrz polplaszczyzny sprezystej
wystepuje symetria wegledem prostej x — 0, wige réwnolegle do osi x przemieszcze-
nie # punktéw prostej x =.0 musi by¢ réwne zeru, [u],_o = 0. Na tej podstawie
otrzymujemy @ (3) = Ko+K, ¥ = 0, co jest réwnoznaczne z warunkami Ko = 0
i Ky = 0. Ze wzoru (3.7) wynika zatem ¥ (x) = K,. Zauwazmy, 7e w tarczach nie-
ograniczonych przylozenie dowolnego skoiczonego obcigzenia skupionego powo-
duje przesunigeie punktow tarczy dla skofczonych wartosci x i y do nieskoticzo-
nodci w kierunku przylozonych sil. Diatego tez w takich ukladach operujemy tzw.
przemleszczemem wzglednym. Stala ¥ (x) = K; = const wyznaczymy zaklada;ac
7o przemleszczeme pionowe v punktdw o wspéirzednych (+d, 0) jestréwne zeru stad

1 g2z
B9 T =(1% {(1+v) ['_" T @+ = fz

— (#11 d2-+ ED - 207 )]—I—ﬁfl#v[.'l} 2L
v > n (d2+£%) P ) —?n(d+§)._

= 242y In (d2+«§2)]}-

Po uwzglednieniu powyiszego wzort w formutach (3.9) otrzymuje si¢ przemieszcze-
nie pionowe:

. nn ¥ x Ey 2EE-)
(310 v = _“J”’){(””’)[ L A TR A Sl
CEE P 282 ( 1, 5 282 ﬁ25(§+y))] N
" 2ie2 - "\ T (@erey 42_|_ g
1— |1 s 25 (E+1) 5 ]}
R l? W@ ey T A 2 e

Dla & =0 powyiszy wzér przedstawia przemieszczenie pionowe wywolane sily
normalng stojacg na brzegu pdlplaszezyzny, a gdy & i y dazy do nieskonczonodct
(ale y, = y — £ ma warto$¢ skonczona), to v (x, y1) przedstawia skladowa wektora
przemieszczenia dla pelnej tarczy przy przyjeciu, ze poczatek ukladu wspOlrzednych
x, y; znajduje si¢ w punkcie przylozenia sily .
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4, Ohcigienie polplaszezyzny spreiystej poprzez sztywny pret

Obciazenie posrednic tarczy nieograniczonej wyznaczonej przez pdlplaszezyzne
sprezysta przez sztywny pret jest przedstawione na rys. 1. Sila P obcigZajaca pret
o dtugosci & spowoduje powstanie naprezen kontaktowych wzdluz diugoéci preta
po obu jego stronach. Utrzymujac w mocy zaloZenia z p. 1, mozna ustali¢ warunki
-ibrzegowe, jakie peowinicn spelnia¢ rozpatrywany uklad po przylozemu obciazenia:

(a) Ze wzgledu na symetrig ukladu skladowa wektora przemieszczenia rownolegla
«do osi ¥ na prostej x = 0 ma si¢ rownac zeru,

[, o=0 dla 0<y<<oo.

(b) Skladowa wektora przemieszczenia réwnolegla do osi y na odcinku [0, /)
ma mie¢ wartos¢ stala,

fv]y.o=const dla 0<y<h,

(c) Wypadkowa z naprezen Scinajacych ¢(y), powstalych wzdluz pobocznicy
preta, powinna sig réwnowazyé z obciaZeniem zewnetrznym,

h
2f t(¥)dy=P.
0

Jak z powyZszego widaé, warunki brzegowe maja podobng postaé jak w zagadnie-
Tiu rozwigzanym w p. 2.2. Przeprowadzajac analogicznie rozumowanie do rozamo-
‘wania dla preta w plaszezyZnie sprezystej, mozna otrzymaé réwnanie okreslajace
rozklad naprezen stycznych wzdtuz pobocznicy preta dla pdlplaszezyzny.

Ze wzoréw (3.8) i (3.10) dla » = 0,3 mozina otrzymaé, podstawiajac x = 0, prze-
mieszezenic punktéw znajdujacych sie na osi y:

[u]x=0:05 ) . =
(y— &2 O+82 y& &
4.1 - _
A1) (9], [063111 Zig o7 prm (+§)2+018 o
1,342 + &2 } P
iz %2 e T Y E

Stosum zasade superpozycii mozna warunek bIZegowy (b) i (c) wyrazi¢ w postaci
nastgpujqce_]

.3
le(ylﬁ)t(é)d§:const dla 0<y<h,
(4.2)

1)
2[t@a=r,
0

gdzie K (y, £) =[9],_, 1 (&) jest poszukiwanym rozkladem naprezed kontakto-
wych. Jadro otrzymanego réwnania catkowego (4.2) jest niesymetryczne, Kj (v, &) #
# K1 (&, »), poniewaZ przemieszczenie jest przemieszezeniem wzglednym i we wzo-
rach na skladowe wektora przemieszczenia nie jest spelniona zasada Betticgo-
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Mazxwella o wzajemnoscl przemieszezen. Jadro Kj(y, &) réwnania (4.2) moina
przeksztalcié. Biorac pod uwage, Ze

)

, » g
(J. ( 2ie 2 02 s PN —07 f(f) d& = const,

mozna stwierdzié, ze réwnanie (4.2) jest w pelni réwnowaine réwnaniu o jadrze

(y—£2 (r+£)2 4 £
“43) K@(3,8H=063h Fie 40,771 RN 1'3(%)2 +0,18—— SIE

Jezeli wprowadzi si¢ wspélrzedne bezwymiarowe oraz przyjmie si¢ stala dowolng
d == h, to jadro (4.3) mozna napisaé w- postaci

0, G=e? o7 Ofop 0o
@Y KO0 =063 o BT

40,18 2
o

gdzie y = 0h, £ — wh, d = h. Poniewaz
1 .
f In (1+2) f (0} do = const,
d :

wiec rownanie (4.2) moze mieé nastepujaca posta

[ K@ o) t(w)do=const dla 0<0O<I,
1]

4.5) 1 " p
f t(w) doo = LT

0

gdzie

K(0, @) = 1,26 In (8 — 0)-+1,54 In (9-) — (B+B o o8 Q—C;—)m
Powyisze roéwnanie okrefla w sposéb jednoznaczny rozklad nap:réieﬁ stycznych
na pobocznicy preta.

Réwnanie (4.5) jest rownaniem calkowym Fredholma  pierwszego rodzaju
7z jadrem logarytmicznym slabo osobliwym. Dla 0 = o, In(§ — o) dazy do —co
i w tym punkcie istnieje staba osobliwo$¢ logarytmiczna. PoniewaZ nie jest znane
rozwiazanie réwnania (4.5) w postaci zamknietej, moZna je rozwigzaé np. nume-
rycznie. W tym celu calkg z lewej strony wzoru (4.5) zast¢puje sig suma skonczong:

1 )
(4.6) [ K@, @) t()do = D KO, i) t (@) ds.
0 fe=1
_Rozprawy InZynierskie — 5

B
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Po wstawieniu tego wyrazenia do wzoru (4.6) mamy

W W

1 1 1 L P
@7 Z K0, ws) ti— = const, Z fi— = s

g==1 i=1

edzie 1; = f (@), dwi = 1/n, oy jest odcigta Srodka przedzialu dow; = 1/n,

w; = 2i+-1)2n oraz i=12,.,mn

Poniewaz réwnanie (4.7) ma byé spehione dla kazdego 6 z podziatu [0, 1], wigc
musi byé spelione w szezegdinodei dla 0; = (27 — 1)/2n. Gdy #; = w;, tzn. ady
i=7j to K(8,w) = oo, poniewaz In (0 — w;) = oo. Tloczyn In (; — @) dwi =
In (8; — w;)/n mozna zastapi¢ w przyblizeniu przez pole zawarte miedzy osia o
a wykresem funkcji In (; — ;) w przedziale dow; = 1/n. A wiec mamy

1 t
2 z P11
In(@—wi)dwiz2f 1nzdz=2zln——f =—In——.
e - n  2ne
¢ 0

Korzystajac z tego wzoru mozna obliczyé wszystkie wartodci Kpy =K (B, 3),
gdy i=J. ‘
Gdy i # j wielkosé Ki; obliczamy wprost podstawiajagc do wzoru 4.5):

2i—1 _2j—1
_cu,:— 2n 17 om

Zamieniajac wiec calke po lewej stronie na sumg skoficzong o n skiadnikach docho-
dzimy do » réwnan liniowych na warto$ci rzednych funkeji #:

n

| 1
(48) Z?KH =1, gdzie i=12.,n, j=12.,n.

=1

Do wyskalowania otrzymanych rzednych # korzysta si¢ z warunku réwnowagi
na linii kontaktu:

1 P
(49) Dl

Macierza Ki; ukladu réwnan liniowych sa wartoSei jadra K (0, w) w punktach
K (6; »;). Wediug wyprowadzonych wyZej wzoréw wykonano obliczenia na maszynie
cyfrowej Odra 1003. Otrzymany rozklad naprezen stycznych wzdhuz pobocznicy
preta jest przedstawiony na 1ys. 5. Odlozone rzedne nalezy odezytywal w skali
P2h, gdzie P oznacza warto$é sily obciaZajacej oraz h dlugosc preta.
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PezioMe

PACTIPEAENEMHE KACATENBHLIX HATIPSDKERWM BAOJL VIIPYIOI'O CIEPKHA,
PACITIONOMEHHOIO BHYTPH VIIPYTOI'O IIOJIVIIPOCTPAHCIBA

B pabore paccMarpuBaeTcs YHPYTroe HONYHPOCTPAHCTRO, 3arpymenﬁde, TIOCPENCTBEHHAD, XKe~
CTXAM TOHKUM CTEPIKHEM, PACIHONOXEHHBIM BHYTPH 3TOTO TIONyIpPOCTPAHCTBA.

Lens paSoTHl COCTORT B ONPEfSNIOHEHA DACOPCNONCHIS KACATENLHBHIX HAUpskeAw#, Ha Go-
KOBROH MOBEPXHOCTH CTEDAIHS, 3ATPYRKECHHOID COCDEAOTOYCHHOH CHIOMN,

3alla¥a peulacTcd, MCHOMNE3YA PCICHAA ITA COCPEIOTOYCHHBIX CHII, IYTEM CBEHEHHA KPacBEIX
yenosmit mua cnabo CHATYMAPHEIX WATETDANGHEIX VpasEendi @pearonsMa Mepsoro poia. DTH

. YDABHEHWS DENIAOTCS YMCIIEHHO, A PE3YJILTATHI OPHBOAATCH HA PHCYHEE 5.
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Summary

DISTRIBUTION OF TANGENTIAL STRESS
OVER THE LATERAL SURFACE OF A PILE

The subject of the present considerations is a semi-infinite clastic plate loaded indirectly, by
means of a thin rigid bar jnside this plate. Our aim is to determine the distribution of the shear
stress over the lateral surface of the bar, which is loaded by a concentrated force.

The problem is solved making use of the solutions for concentrated forces by reducing the
boundary conditions to weakly singular Fredholin integral equations of the first kind.

"This equation is solved numerically and the results are represented in Fig. 5.
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