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1. W pracach dotyczacych tego tematu [1-4] zaklada sig zazwyczaj, Ze poczatko-
wa predkosé preta y (x, 0) jest zerowa, a poczatkowe ugiecie jest bliskie pierwszej
postaci drgan wlasnych. NiZej podjgto '
prébe analizy drgan wlasnych preta ze ‘
stabo nieliniowymi warunkami brzegowy-
mi i przy dowolnych wrunkach poczatko- =4 -
wych. Uwzglednienie wigkszej liczby nieli- g > eyl
niowo$ci w warunkach brzegowych nie LF e
stwarza, zasédniczych trudnosei [5}, dia- ’
tego tez w tym miejscu ograniczymy sig Rys. 1
do jednej matej nieliniowosct.

2. Wezmy pod uwage pret zamocowany jak na rys. 1. Rownanie drgan oraz
warunki poczatkowe i brzegowe maja postac:

&y a2y
(1 K5x4+y 2z 0 y=yn, K=E, p=ed;
2y
y0,n=0, K—b—=0, yx0=9()),

2
] Fyn 0 .
a7 ©.9=0, K———=dy{nl, Ew@@=y@®=¢®-

Rozwiazania (1) z warunkami (2) szukaé bgdziemy w postaci szeregu
(3) yn 0= D Xu(x)Su(),
! il

gdzie X, (#) to funkcje wiasne zagadnienia zlinearyzowanego (¢ = 0) spelniajace
zaleznobci .

0, jesli u#m,

@ -, [0 K £
YK T b, jeSli n=m.

Sy () oznaczaja poszukiwane funkcje czasu, maja‘ce sens wspoh‘z@dnych uogélmo-
nych oraz oy, czestodci wlasne drgan liniowych. :
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Przy takim przyjeciu funkcji rozwiazujacej (3) do prawej strony rownania (1)
nalezy dotaczyé dodatkowa silg o intensywnosci ¢ (x, £); wynika to z niespeinienia
przez (3) warunkéw brzegowych (2). W zwigzku 2 tym zamiast réwnania (1) bedziemy
rozpatiywaé rownanie

64 dy a2y
(3) 6r4 o o q(x, 1.

MnozZac je obustronnie przez funkcje wlasne X; (x), korzystajac z rozkladu (3)
oraz z wlasnofci funkeji wlasnych (4) i catkujac po rozpietodci preta otrzymamy -

. i
. - 1 .
() s () a? 85 (1) :Euf}’s(x)q(x,t) de, s—=1,...

Nieliniowy warunek brzegowy moZna napisaé Jako dodatkowa sile dzialajacg
na konieo pr@ta

() QUh=db( Bl
Wtedy mtensywnoéc sity ¢ (x, ) w przyjetym ukladzie wspéirzednych (rys 1) wyniesie
8 o oqxn =00 f)ﬁ(x—l) = L O10G—D.

Zatem prawa strona roéwnania (6) przyjmie postacd

4 i ) .
O [ K@t hdy=— [ X S @O} (x— D dx'=
D = —eXs (DS & D],

gdzie 8 (x — I) jest funkcjé Di;aca. Uwzgledniajac jesicze w (9) rozklad (3) otrzy-
mamy réwnanie (6) 0 'postaci

(10)  Js (DS (H+ —fflz X (D) Sn (t)] =0, sn=1..

- Przechodzac z kolei do b'ezwy_miarowego czasu Ts = ws f, znajdziemy

G0 et hSe @495/ (St Sn) =0, 5= 1,
gdzie |
X () | |
ys = ;bs R AT :f[_; X (D) Sn (1:)],

Poprzednio zatozyliémy, ze ¢ jest wielkoScia mala, a poniewaz w? 3 1, by 3 1
oraz Xs (I) = 1, wigc wspélezynnik ys jest rowniez wielkoscia mata pierwszego rzedu.
Otrzymany nieskoficzony uklad réwnan rézniczkowych nieliniowych sprzeZonych
(11) okreéla rozwiazanie réwnania (1) z nieliniowymi warunkami brzegowymi
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i dowolnymi warunkami poczatkowymi. Analizujgc zmiang wartodci wielkosci
wspdlczynnika ys, moZna zauwazy¢, co nastgpuje:
Poniewa?

(12)

2}@(1)“4M<oo, be<m<oo, aly>ol, s=1 ..,
T

to dla s — co mamy ys — 0. W zwiazku z tyni rozwigzujac uldad wyjsciowy (11)
mozemy ograniczyé si¢ do badania skoficzonego ukladu réownai, s = 1, ., re
3. Przy powyiszych zalozeniach uklad réwnan (11) przyjmie obecnie postaé

(13) s (29) -5 (T +ys (St s SH =0, 5= 1,01

Poniewaz wyraz sprzegajacy psf (St ..., Sr) jest maly, réwnania (13) zastapimy
w pierwszym przyblizeniu ukladem zlinearyzowanym

(14) S’S (TS)_'—;ﬁ Ss (IS) = 0’ § = 1; PYTT

gdzie A2 jest wspdlczynnikiem linearyzacji, obliczeniem ktorego zajmiemy sig
poZnici. : '

Chcac rozwiazaé uklad (14) musimy ustali¢ edpowiednie warunki poczatkowe.
Z zalefnoéci (2) mamy

20 = D) Xu(®) Sa(0) = (¥,

- [Z X (9 wn S m)] -

=0

= D) @ Xu () $n () = (),

t=0

506 0) = [ PEACE (z}]

stad

RN S
15 HO=5 [e@H@d=r" SO =

: 1

1
_Wwﬂbﬂ,of P6Y X () dx = T
Wobec (15) rozwiazania uk%édu (14) beda mialy postac

Ss (Ts) = {5 COS (ﬁ.s Ts — 95).,

ﬁll/z % tgfs = i s=1
Wspélczymnik linearyzacji obliczymy z warunku minimum §redniej wartosci —
kwadratu odchylenia [6]: R
(17 E {2285 (v) — [S5 (z)+9s f (Sts e, SH]}2 = min, s=1, v T

gdzie E jest operatorem wartosci fredniej.

(16)
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Szukajac minimum (17) mamy

E {f(Sh ooy Sr) Ss ('E’s)}
E {83 (v3)} ’

a
(18} TFE{P:O’ A= 1+ys s=1,..,F.

Z otrzymane] zaleznosci (18) wynika, Ze obliczenie wspdlczynnika linearyzacji
sprowadza sie do wyliczenia wartoéci §redniej kwadratu wspotrzednej uogdlnionej
oraz iloczynu wspdlrzednej i funkeji sprzggajacej. Pierwsza operacja nie nastrecza
trudnosci, natomiast druga wymaga obliczenia $redniej z funkcji zaleznej od wieln

harmonicznych sktadowych, przy czym dla zagadnienia zlinearyzowanego czgstosci
tych skladowych sa liniowo niezaleine:

(19 nw st Fron #1,

gdzie n,m,r,.., I sa to liczby calkowite nieréwne jednoczeénie zeru.
Zakdadajac, ze przy malej nieliniowofci zalezno$¢ (19) pozostaje spelniona,
poszukiwang $rednia mozna obliczyé za pomoca twierdzenia Weyla [7]:

T
1
20)  E{F(@ft.. o N} = lim FIF(wT £ o 0F 1) dt =
0

Tsoo

1 1
= f f F(2nx1, oy 200%7) dxy ... dxy,
[H] 0 '

- gdzie op t = 2nx,. W naszym przypadku o f = Ag T = Ay 0p f = 20Xy -
Korzystajac z (20) wspdlczynnik linearyzacji wyrazimy nastgpujaco:

11

f... ff(Sl Sr) Ss (2:’!5363) dxl oo dxy

0 2= 1—|—y3° 2 ., s=1,..,r.

i
f Sg (25"5'.?6'3) dx;
1}

Majac dany nicliniowy warunek brzegowy (4. funkcje f(S1, ..., Sr)) z¢ wzoru (21)
fatwo znaleZé wspolczynnik linearyzacji 2. Zauwazmy jeszcze, ¥e poniewaz funkcje
podcatkowe w (21) sa ograniczone, a ys — 0 dla 5 —+ 00, to dla tych samych s mamy
/1% -

4, W celu ilustracii powyiszych tozwaZan przyjmijmy nicliniowy warunek
brzegowy (2) postaci

By
Kaa = k.

Wobec tego

F 0= [Z n (1) S (:)]3.
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Pamigfajac, Ze wspdlrzgdne uogdlnione wyrazaja sig wzorami (16), z zaleznodci (21)

uzyskamy

1 1

[
0

[Z X (D) an cos (2oxn — ﬁﬂ)] as <05 (27xs — 05) dxy ... dxy
b

112

2= 1+ys

»

i
| af cos? (2mxs — 05) dx
[H]

a stad
(22) —1+ysxs(:)[ X2 () a2+ — Zxﬂ(nan], S=1, .1

Wyrazajac s zgodnie z (11) mamy

S

(23) —1+ ‘3[ 2+ — ZXZ(I)%], s=1, ..,

Zauywazmy, ze jeSli rozklad (3) przedstawi¢ w postaci
Y@= Y o) = 3 Xa()Sul),
k7 n

to wspolczynnik linearyzacii mozna napisaé inaczej w postaci

cX; (l)
(24) 5 = 1+ [““‘*E U5 L 0}+E (2 (L, i)}]

A poniewaz w naszym przypadku
EpR(L0) = E {2 A t)} < My < oo,

to dla s o0, E{32(/, )} 0 Stad dla duZych s wzér (24) mozna zamienié wzo-
rem asymptotycznym

) eX2 (D
(25) A =1+ o be E{yZ(I 0}, s=n.

Stad wniosek, Ze wspdlczynnik ten zalery przede wszystkim od wartosci §redniej
kwadratu calkowitej amplitudy drgah w punkcie dolaczenia nieliniowoéci.

Dla celow obliczeniowych przedstawmy wspélezynnik linearyzacji w postaci.
rozwinigtej, Wstawiajac (16) do (23) otrzymamy

X2(h (X2 92 Xiq 92
o g AR e ) 3B
=1

2.“(1)3 bs
s=1,..7r.

Jak widaé obliczenie kolejnych wspdlezynnikéw A2 wymaga rozwiazania r réWna_ﬁ;
kwadratowych, Jesli ograniczymy si¢ do wielkosci malych pierwszego rzedu, to wy--
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razenia W mianownikach A2 w? mozna zamienié na o} Wiedy wzor (25) i jego
asymptotyczne przyblizenie przyjma postac

cX? (z) X2 (D # 5 X5 o,
iev s e ) T )

=1

@7 §=1,..r,

2y, X0 X% () 92
M ZMwaSZ: P Gt Wz 1 83 n.

Podstawiajac do ostatnich zaleznodci konkretne wielkodel charakteryzujace badany
pret obliczymy kolejne wartodel wspolezynnikéw linearyzacii A7, A7 oraz czgstosei
drgaf nicliniowych A2 w2, jak réwniez zbadamy wplyw warankéw poczatkowych
na wymienione wielkoéci.

5. OkreSlmy warunki poczgtkowe funkcja postaci dx/l, przy czym amplitudy

10-2dx
_ugigcia przyjmiemy tego samego 1zgdu, co ugiecie statycrne, czyli @ (x) = —

I

[em]. Poczatkowe predkosci wezmiemy w plerwszym przypadko stukrotnie wigksze
dx | cm

od amplitudy vgied, czyli vy (x) v [_S—] , a w drugim wypadku tylko dziesigciokrot-

10-1 g% o :
nie, yp (x) = ; M[T] . Czynnik d, jak wida¢, ma tu sens wspélnej amplitudy

predkosci i ugiecia poczatkowego. Dane liczbowe rozpatrywanego preta przyjmiemy
nastepuiace: dtugosé [ = 100 cm, przekrdj A4 = 11 cm2, modut Younga E =
= 2+10-6 KGcm~2, gestoéé liniowa masy p = 7,8.10-6 KGs?em~2, sztywnost
sprezyny nieliniowej ¢ =1 KG em=3.

Postugujac sig funkcjami wlasnymi badanego preta [8] obhczono wspOtezynniki
wehodzace we wzory (27) dla pigeiu kolejnych rzedéw drgan wlasnych i dwu réznych
-wartoéci predkosci poczatkowe]. Przedstawiajac poszukiwane wspotezynniki lineary-
zacjii w postaci A2 = 14-05, poréwnano poprawki bez uwzglednienia predkosei
_poczatkowej (oss) i z jej uwzglednieniem (o). Ponadto poréwnano wyniki otrzymane
7za pomoca wzoru asymptotycznego (os) z wynikami pierwszego przyblizenia (vs).
Przypadek wigkszej predkosei poczatkowej oznaczono symbolem I, a muiejsze] —
1. Wyniki tych obliczen przedstawia tablica 1.

Tablica 1
s o1 2 | 3 4 | 5
s 2.640,7 | 103.736,0 813.441,0 3.123.850 7.930.789
I O = 0% ©22,5% 22,38% 22,26%, 22,049, 22,04%,
T o = 0% 96,66, 96,64%, 96,62% 96,58%, 96,58%,
I o=uao% 67,12% 96,63% 99,839, 99.97%, 99,984,
T o = 0% 68,15% 98,23%, 98,79% 99,999, 99,999,
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‘Wartosci wspdlczynnika linearyzacji wynosza:

2= 14osd2,
2= 1471,077-10-4 42, 22 == 14-114,507.10-6 g2,
B2 = 1413,856-10~6 42, 72 =114,143.10~6 42
22 = 1+40,401-10-642,

w przypadku 1;

B = 1415960-10-4d2, 2% — 1426,503.10-6 &2,
2= 113,192.10-6d2, 72 — 14-0,045-10-6 42
2= 14-0,092-10—6 d2,‘

W przypadku LR

6. Przedstawione rozwazania ogdine i obliczenia cyfrowe prowadza do nastepu-
jacych wnioskow:

Pominigeie predkoscei poczatkowej w drganiach preta (we wspolezynniku lineary-
zacji) jest mozliwe tylko dla amplitud predkodei rzedu ugieé statycznych. Dla pred-
kodci dziesieciokrotnie wigkszych (II) blad wynosi juz okolo 4 %, & dla stukrotnie

“wyzszych (I) ponad 707;. Wielko$¢ tego bledu jest dla wszystkich czestosci whasnych
§=1,2,... taka sama. A wigc dla duzych predkodci poczatkowych (wynikajacych
np. z uderzenia) wplyw ich na cz¢stoci wlasne uklads nieliniowego. i jego drgania
jest nie do pominigcia. Wyprowadzony asymptotyczny wzér na czestodé drgan daje
poprawne wyniki tak dla duzych, jak i dla malych predkosci juz dla trzeciej czestosci
wlasnej.
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PeswoMe

QIHSIHAE HAYAJBHBIX YCIOBUA
HA CBOBOAHBIE KOJIEBAHUSA HETUHENHO 3AKPENNIEHHOIO CTEPHKHSA

B paGore PaccMOTPEHO BIESHEE HAYANBHLIX YCIIOBWH HA MACTOTS HEeJMHEHHBIX Kosrebaymit
crepxeEd, Vexons w3 TeopeMsl 0 CPeIHCM SHATCHAN T'. Beiiiig, mOAYISRO PABEHCTBO, OTIPCHETATO-
miee YaCTOTH KoNeBamuii mpoussomsHoro mopamka. Ha upEBeReHHOM HPEMEpPE [OKA3aHO, TIo-
NpeReGpEkeHAe HAYATEHON CKOPOCTHI) BOIMOJNHO TONBKC IHANIL KOINE AMIATYARL CROPOCTH
HMEOT TOPALOK AMIVIATYH CTATHYCCKHX HPOrmOO0B CTEPWHA

Summary

INFLUENCE OF THE INITIAL CONDITIONS ON NATURAL VIBRATIONS
OF A BAR WITH NONLINEAR FIXING'

This paper is devoted to the analysis of the influence of the initial conditions on the frequency:
of nonlinear vibrations. Making use of Weyl's theorem on the mean value relations are obtained
for the frequency of vibration of any order. By consideving a numerical example it is shown that
the initial velocity can be disregarded only oif the velcity amplitude is of the order of the static
deflection of the bar. ’
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