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1. Wstep

C. A. Smity, F. K. ITerson i L. B. TURNER w lat ach 19091912 [24, 50 i 53
podali wyniki dotyczace plastycznej deformacii cylindra przy zalozeniu plaskiego
odksztatcenia i warunku plastycznosdei Treski. Od tego czasu ukazala sie bardzo
duza liczba prac dotyczacych grubodciennego cylindra,

Z okresu migdzywojennego nalezatoby wymienié gloéne prace A. NADara
1 W. W. SokoLOWSsKIEGO, W ktorych postugujac sic modelem ciala idealnie sprezysto-
plastycznego rozpatrywano stan sprezysto-plastyczny cylindra obcigzonego cisnie-
niem [34 i 45].

Najwigksze zainteresowanic tematem przypada na okres ostatnich lat dwudziestu.
Z duzej liczby prac wymienimy tylko najwazniejsze. W roku 1947 R. HiLr, B. H. Lee
i 8. J. TuppER rozwigzuja metodami numerycznymi spﬁi;iysto—plastycznq deformacije
cylindra z uwzglednieniem $cisliwosci opierajac si¢ na zwigzkach pomiedzy napre-
zeniami i odksztatceniami Prandtla-Reussa i na warunku plastycznodci Treski [19].
Dalsze ich prace dotycza rury z zamknigtymi koficami przy wykorzystaniu warunku
plastycznodci Misesa [20]. Rur¢ ze swobodnymi koficami rozwiazuja numerycznie
na podstawie analogicznych zalozenn do zalozen w pracy [20] C. W. Mc. GREGER,
L. F. CoFraN i J. G. Fisuer [17). Przypadek obciazenia cisnieniem i sita osiowa dla
warunku plastyczno$ei Treski z uwzglednieniem $cigliwosci dla plaskiego stanu
odksztalcenia i dla odkrytych i zakrytych koficéw rury w formie zamknietych
rozwigzat podaje G. ALLEN i D. N. SorwitH [1]. W latach 1934-1950 G. Cook
interesuje si¢ stanem napreZenia i odksztalcenia w rurach wykonanych ze stali
srednio weglowych przy zaloZeniu niesci$liwodci w strefie odksztalcen plastycznych.
Natomiast P. G. Hopee i G. N. WHITE na podstawie zwigzkéw Prandtla-Reusa
oraz Hencky’ego-Iliuszina pray warunku plastycznodcl Misesa 1 zalozeniu plaskiego
stanu odksztalcenia oraz uwzglednieniu 4cisliwosci rozwiazuja numerycznie rure
obciaZong cisnieniem z podaniem przykladu [21].

Wszystkie powyzsze prace przyjmowaly jako model cialo idealnie spreZysto-
plastyczne, tzn. nie uwzglednialy wzmocnienia materialu. Rézne rozwiazania
zaleZne od przyjetych zatozen (z uwzglednieniem wzmocnienia i bez, z uwzglednie-
niem §cisliwodci 1 przy zaloZeniu nieécisliwosci dla plaskiego stanu odksztalcenia)
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podaje w swoich pracach W. W. SOKOLOWSKI [44 i 45]. W trudniejszych przypadkach,
(np. przy uwzglednieniu wzmocnienia i §ciéliwosci} rozwiazanic ma charakter nu-
meryczny ; W innych przypadkach prostszych (p. bez wzmocnienia i bez uwzglednie-
nia Scisliwodci) rozwigzanie ma charakter analityczny. W. W. SOKOLOWSKI przyjimuje
obcigzenia ciSnieniem na zewnatrz i od wewnatrz rory, warunck plastycz;méci.
Misesa 1 zwiazki pomiedzy skladowymi tensora napreZenia z odksztakcenia
Hencky’ego-Iliuszina.

Plaskim stanem deformacji cylindra zajmuja si¢ A. NADAI [34] oraz W. W.
MOSKWITIN; ten ostatni przy warunku niegci§liwodei podaje teoretyczne podstawy
zagadnienia o wibrnych odksztalceniach plastycznych na przykladzie rury grubo-
§ciennej, poddanej ciénieniu; rozwigzanie ma charakter zamknicty [32]. W latach
pdiniejszych autor ten zajmowad si¢ bedzie sprawg zmiennych obciaze rury pIzY
przekroczeniu zakresu sprezystoscl {331

W latach czterdziestych na Zachodzie uwzglednia sig Scisliwos¢ dla modelu ciala
bez: wzmocnienia, a na Wschodzie w wiekszodci prac przyjmuje sig niedcisliwos¢
i uwzglednia sie wplyw wzmocnienia. G. S. SHAPIRO [48] podaje Tozwiazanie nume-
ryczne przy zaloZeniu niescisliwodci dla réznych przypadkdéw rury Z odkrytymi
i zakrytymi kodcami oraz dla plaskiego stanu odkszialcenia.

Podobnymi zagadnieniami co G. S. SHAPIRO dla warunku plastycznodei Treski
zajmuja si¢ J. A. BoNgs i S. CROSLAND 16,771 8], kidrzy ponadto oszacowali wplyw
wzmocnienia przy powtdrnym obcigZeniu rury na gruncie teorii Mainga. Otrzymane
zwiazki maja postaé zamknigta dla obciazenia cisnieniem od wewnatrz i dotycza
materiatu ze wzmocnieniem., Wyplyw §cisliwosci na stan naprezenia. i odksztalcenia
bada w swojej znanej pracy A. G. KOSTIUK [28] biorac material bez wzmocnienia
i ze wzmocnieniem. Od tego okresu datuja si¢ tak’e zainteresowania wplywem tem-
peratury cylindra na stan naprezenia i odksztalcenia; np. przy przyieciu kryterium
Treski, gdy rura ma réna temperature na powierzchniach, rozwiazanie catkowe
podaje D. R. BLAND [5] przytaczajac przykiad numeryczny dla konkretnego przy-
padku f = 1/4 (por. oznaczenia W tekscie). Cylindrami bardzo krotkimi, obciaZo-
nymi cinieniem od wewnatrz, interesowat sig D. G. CHRISTOPHERSON i G.R.
Hicemson [10], natomiast krzywymi plynigcia rury oraz napreZeniami szczatkowy-
mi J. H. Faueet [13 1 14] oraz R. E. WEIGLE i J. R. PURTEL [54]. W tym teZ okresie
R. HiLL wyprowadza réwnanie rézniczkowe rury przy zatoZenin §cifliwodel, opie~
rajac si¢ na zwiazkach Henckye’go-Tliuszina oraz na warunku plastycznosci Misesa
[18]. Réwnanie to nie zostalo jednak rozwigzane i trzeba stosowad metody numerycz-
ne. Nie daje ono ponadto zaleinosci pomigdzy przemieszezeniami a obcigzeniem.
Dla zakresu sprezysto-plastycznego réwnanie to rozwiazuje N. M. BIELAJEW [9].
W drugiej polowie lat pigédziesiatych W. G. MANING, M. RABOTNOW i F. RIMROTT
[42 i 43] podaja nowe rozwiazania, blizsze danym eksperymentalnym. Notuje sig
te wicksze zainteresowanie napreZeniami szczatkowymi, kryteriami zniszezenia,
niejednorodnoscia materiafu rury. I tak np. dla rury poddanej ci$nienfu (na podsta-
wie warnnku plastycznodci Treski przy uwzglgdnieniu §cifliwoscl i wezmocnienia)
E. THOMSON [52] omawia line plynigcia, réwnania plynigcia i deformacii cylindra
a7 do momentu znieszezenia. P. M. OGiBALOW 1 W. W. MOSKWITIN {33 i 37] formu-
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tujg dla przypadku niescisliwosei catkowe warunki brzegowe dia materiatu o dowol-
nym charakterze wzmocnienia przy uwzglgdnieniu cisnied zewngtrznego i wewnetrzne-
go oraz sily osiowej. Punktem wyjscia sa réwnania Henkcy’ego-Ilinszina i warunek
plastycznosct Misesa.

Wszystkie przytoczone wyZej prace nie podaja pelnego rozwiazania, a jedynie
schemat lub co najwysej przyklady liczbowe stosujac metode kolejnych przyblizen,
inne — metody numeryczne. Ponadto przyjecie modelu ciata idealnic spreZysto-
plastycznego uniemozliwilo dokladne okreflenic obszaru plastycznego plyniecia
rury. Same obliczenie podstawowych parametréw réwnowagi jest bardzo zmudne
mimo specjalnych metod [5 1 18] W tym $wietle zagadnienie, ktére przedstawimy
z punktu widzenia praktycznego, ma szczegdina wage. Zasadnicza rzeczq jest tutaj
odejécie od plaskiego stanu odksztalcenia oraz uwzglednienie liniowego wzmocnienia
materiafu przy zatoZeniu niesci§liwosci. Takie postawienic zagadnienia daje blad
kilkuprocentowy [44 i 28] i pozwala, jak sic okaze, cifle okreslié stan napreZenia
bezposrednio przez obciazenia oraz w pewnym ukladzie wspélrzednym zaleznym
od obciaZen okreslié rodzaj odksztalcert Tury. Dokladnie] méwiac, dla danych do-
wolnie dobranych obciazen zewnetrznych bedziemy mogli z géry ustali¢, czy
odksztalcenie ma charakter sprezysty, sprezysto-plastyczny, plastyczny oraz czy
przy danych obciaZeniach moze nastapi¢ zniszczenie. Efektywne okreélenie rodzaju
" odksztalcenia jest zadaniem potrzebnym dla okre$lenia stanu naprezenia 1 odksztat-
cenia, gdyz decyduje o wyborze odpowiednich réwnafi, okreslajacych odksziatcenia
i naprezenia. Pomadto przyjecie liniowego plastycznego wzmocnienia materiatu
bez ograniczenia si¢ do rozpatrywania tylko plaskiego stanu odksztalcenia daje
dosy¢ dokladne odwzorowanie rzeczywistych wiasno$ci materiaty dla dowolnej
kombinacji obcigzen. i

Efcktywne opracowanic zagadnienia rury grubosciennej moze mieé duge znacze-
nie dla technologii, np. przy reztlaczaniu rur, wilaczaniu elementéw cylindrycznych:
lub ich termicznym osadzaniu.

2, Waranki réwnowagi wewngirznej; krzywe graniczne w plaszczyinie obciazen

Przyjmujemy ukiad wsplhrzednych walcowych r, 6, z; bedziemy rozpatrywali
rurg grubodcienna pod dziataniem nastgpujgcych obciazen: stalego cignienia na pro-
mieniu wewnetrzaym r = a o wartosci Pa, @ na promieniu zewngtrznym r = b
0 wartosci pp oraz sily osiowej P (rys. 1). Oznaczajac odpowiednie skladowe tensora
naprefenia i odksztalcema w punkme zgodnie 7 przyjetymi kierunkami odpowiednio
DIZCZ Oy, Gy, Gz OTAZ &y, 8, 87 — —& = const, przy zatoZenin niedcisliwodci materiaty
ina podstawie zwiazkéw miedzy sktadowymi tensora naprgZzenia i odksztalcenia
Hencky'ego-lliuszina, otrzymamy dwa nastepujace réwnania rownowagi podane
przez P. M, OGIBALOWA i AL A, Tuuszva [23]:

? 0 (20) P o (&g)

@.1) pw—pb=—3” o, ?“02Pu+b2pb~“28f

rdr,
&
3

gdzie C i ¢ oznaczaja stale, a o3 1 & intensywno$é odksztalcenia i napreZenia.
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Py Wprowadzeniu zmiennych réwnania (2.1) mozna napisaé w postac

sign Ap fh oy (&7)

Pa—Pb = ]/§ 1/;3_“_55 &r,

o

P 2:Csign Ay A 04 (81)
2 2 py = — =g,
- 145 PrerJ Po ]/3 Bf ]/(8%752)3 &g

gdzie eiq 1 &p oznaczaja skladowe tensora odksztalcenia na powierzchniach odpo-
wiednio r=a i r=>b, a Ay = pa — Po.

i

7

Rys. 1

Zajmiemy si¢ obecnie rozwiazaniem réwnan zakladajac, ze material wykazuje
wzmocnienie liniowe (rys. 2), dla kiorego naprezenia beda okreslone nastepujaco:

o;=Fg; dla & < &,

{2.3) oi = (1 — ) By rAEes  dla & > &s.

Wracajac do wykvesu na rys. 2 widzimy, Ze przez &; oznaczono odksztalcenie odpo-
wiadajace granicy plastycznoéci, natomiast

(2.4 ' 5= E—F
4) L

oznacza wspoélczynnik wzmocnienia materiafu, wyznaczony empirycznie; wartosé
jego dla wiekszoSci metali i stopéw waha sig w granicach 0,92-0,98.
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Zajmiemy sie najpierw przypadkiem pelnego uplastycznlema ury. Podstama_;qc
(2.3); do (2.2) i calkujac otrzymamy:

2 i o

24—

- ' /3 a2 - - 3 ot
]/3 (pa—pp) = { AEesIn

2 ¢+]/_2+_4 c2
Y3 b2 T3 e

E(l — (C C) sign A
/*( @ B 2

(2.5)

L N ]/ 4 2
?*apq—}—bpb— +”3— pra
—a? 82+ e )-{—EE (1—2)(h2— az)] sign Ap.
Whprowadzajac oznaczenie
2.6 ‘ . 2 C
6) €= V3 a2&’

Rozprawy Inzynierskie — 8
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obliczymy z réwnas (2.5) state & i C w formie
Bsign Ap— (]/-H-cz f4— ﬁzl/ 1+ signe..,..
€5,
1
- = —p2
(-1)a-m

£ =

2.7
: @7 Asign Ap— (arsh ¢ — arsh ¢f2) sign ¢
= : a2 ;.
2 ( 1 1) . "

We wzorach fych wpi'owadziliémy oznaczenia

" P
o5 B_ﬁ Pa—po s s V3 (pa—pv) ﬁ=£

) ) ' o AE{'?,S ? . )LES& ’ b '

Podstawiajac (2.7) do (2.6) otrzymamy rdwnanic
(2'9) A Slgﬂ Ai') =B Slgll Ap+[3TShf(C, ﬁ)_'"f(.c:l ﬁ)] Slgﬂ c,
przy czym
(2.10) fle, ) = cV 1+c2 p* —eprV 1+et.

Nie rozwigzujac réwnania (2.9) wyrazmy skladowe odksztalcenia & i przemieszeze-
nie promienia # jako funkcje wprowadzonego parametru c. PoniewaZ

2.1 '1‘+C H]/‘2+4 e
(‘ ) u_?“ﬂ —.;:_, B‘i:, & ? ,_4 ]

to po podstawieniu (2.7) otrzymamy
Bsign Ay — (]/1—{—02 B4 — ﬁ2]/1+c2) sign ¢
= r
1
—_— — g2
2 ( -1 a—p
[4 sign A, - (arsh ¢ —arsh ¢f?) sign ¢] a2 &5
2 {1 , '
(2.12) g5 7 A=

Es

o= [ ien dy— (VTR VIT O+
B

¥

a 112
F

2
+ (——) [A4 sign Ay — (arsh ¢ — arsh cﬁz)]z}

Nalezy zwréci¢ uwage, #e 4 i B sa zalezne od obcigzenia w stosunku do granicy
plastycznoéci Ee; pomnozonej przez wspdlezynnik wzmocnienia materialu A: sg to
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nigjako wzgledne obcigZenia bezwymiarowe, na ogét zawsze znane. Wprowadzenie
jednej zmiennej ¢ zamiast z i C jest korzysine, gdyz pozwala okreslié wszystkic
sktadowe stanu naprefenia i odksztalcenia jako funkcje wielkosci A4, B i e

mﬁ‘(ﬂn‘f’b)
Afcg

ba

P 2
TR +Bea-pn
T Ale

Rys, 3

Przyjmiemy obecnie uklad wspolrzednych A4, B (rys. 3); bedzie to uklad obcigzef
zewngtrznych. W tym ukladzic réwnanie (2.9) przedstawia pek prostych. Tangens
nachylenia prostej jest wprost wartoscia ¢, a punkt przecigcia osi 4 z prosta okresla
funkcja '

(2.13)  Fe, f) = [arsh (cV/ 142 f*— eV 14¢2) — (cV 112 p* —
— ¢f2V 14-¢?)] sign ¢.
Wykres funkcji F{c, §) przedstawia rys. 4. Latwo sprawdzi¢, ze
g =lmF(, f) =0,
4 0
(2.14) . ! L1,
&2 :ojrfmFFC’ ﬁ) = In ﬁz Zﬁz P ﬁ 3

np.dla §=0,5 go=—049.
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Graniczne rozwigzanie réwnania réwnowagi (2.9) jest mozliwe, lecz byloby to

~ bardzo pracochlonne; rys. 3 podaje wiec jedynie interpretacje réwnania réwnowagi,

co okaze si¢ dalej bardzo przydatne. Ponadto nie wiemy, dla jakiej czesci plaszezyzny

réwnanie byloby prawidlowe, dotyczy ono bowiem stanu calkowitego uplastycznie-

nia rury. Celowe byloby wige sprecyzowanie w ukladzie obcigienia 4, B obszaréw
odpowiadajacy poszczegdlnym trzem stanom rury.

ArFies)

Ge

e

Rys. 4

Rura bedzie w stanie plastycrmym wowezas, jezeli na calym przekroju ulegnie
uplastycznieniu, ale nie nastapi jeszeze zniszczenie; powinny wiec byé spelnione
nastegpujace warunli:

(2.15) Eia S 8R, &b 2 L5

(por. rys. 2). Rura yznajdzie si¢ w stanie spreZysto-plastycznym (uplastycznienie
nastapi od sirony wewnetrznej), jeshi .

{2.16) &p < 85,  Eia Z s
T wreszcie rura bedzie w stanie odksztalcenia.E'S"prqiys:tego, jesh
(2 17) . Eig = = [

Dla zakresu plastycznego skorzystajmy ze wzoru na 1ntensywno§c odksztalcenia
(2.12),; po wykorzystaniu (2.24) otrzymamy

AlBsign 4, — V1t 4 — R V1Tt
U sign 4y — sk e —ash AP < (3~ 1) 0= P,
{5 sign 4p — Viter gt — By —55JZ+
B A sign Ay — st o — arsh BB > (5 1) =,

(2.18)

gdzie £ = gy/e,.
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Podnicémy réwnanie (2.18); obustronnie do kwadratu; przy oznaczeniach

Ap = arsh ¢ — arsh ¢f2,

(2.19) By= V1t pt— p2Vive, .

=7 1)a-me
otrzymamy '

(2.20) (A sign Ap — Agy>-+(Bsign dp — By)2 < R2.

Al A

c=Con

1
//ﬁ % I Krzywa zniszczania ol ’;1

< {
¢
///) = 14

:

o

Bﬂ *-B—L bp : E - vjﬁz){% -1&9}{ bD -8_
a=arigc : Krzywa catkowilego

uplnsiyczniento

Rys. 5

W ukladzie obcigZenia 4, B bedzie to obszar ograniczony punktami P. przecigeia
sie kola o promieniu R z prostg ¢ == const. Srodek kola ma wspblrzedne Ay i By
(rys. 5) i lezy na odpowiedniej prostej réwnowagi ¢ = const, co latwo sprawdzié
podstawiajac dg I By do réwnania réwnowagi (2.9).

Z rys. 5 wynika, Ze

(2.21) A< dotAw, B<BytBax,

a po podstawienin

{1 ¢
Ay = 5(7 - 1)(1 *15)2)71—_‘_-—25,
(2.22)

Bm=(;41)(1—ﬁ2)—]711—_c§




118 JAN RYS

otrzymamy réwnanic parametryczne obszaru

A < arsh ¢ — arsh ¢f2--§ (—‘11- — 1) {(1—p2) rﬁ%;,
e

(2.23)

BS]/1+c2‘64_[32]/1+02_{_§(_i_ul)aﬁﬁz)]/_llg.

Krzywa ta (2.23) przy parametrze ¢ ogranicza obszar od gory (krzywa zniszezenia 1);
Jjest ona bardzo zblizona do elipsy i przecina osie wspolrzednych A, B w punktach

1 1
ag = Aa=w:1nﬁz~ —}_E(T — 1)(1 —5),
{2.24) 1
br =B, o= (1— 2 [1+§(7 - 1)]

Analogicznie réwnanie (2.18); mogna napisa¢ (por. rys. 5) w postaci

c
A = arsh ¢ — arsh ef2+ ('— — 1)(1ﬁﬁ)
{2.25) ]/1+ 254

> Viva = pyied (7o -m

Punkty charakterystyczne krzywej ograniczajacej obszar od dotu (2.25) (krzywa
calkowitego uplastycznienia 3) na osiach wspdlrzednych 4, B beda

] 1 1 1—pe
(2.26) apzA(,:w:(-z———— 1) (——1)+In o bp=B, o= Aﬁ .

ﬁz

Réwnania krzywych 1 i 2 daja si¢ z duzg dokladnodcia aproksymowaé elipsami,
przy czym maksymalny blad aproksymacji jest bardzo maly i wynosi przykladowo
dla § =0,5 wynosi 4,2%,.

Obszary wyznaczone przez elipsy beda okrelone przez nastgpujace nierdwnosei:

. A 2 B 2 ‘A 2 i B 2
(2.27) (~—) + (~—) <1, (—) + (ﬁ) >1.
ag by yp by
Na 1ys. 5 wykres elips- aproksymacyjnych zaznaczono linia przerywang 2 i 4.
Majac wyznaczony obszar odksztalcefi plastycznych mozemy rnaleZé obszar
odksztatcefi sprezysto-plastycznych przez okeeflenie obszaru odksztalcen sprezystych
w ukladzie 4, B [por. nieréwnoéei (2.15), (2.16) 1 (2.17)]. Jezeli do réwnad (2.1)
podstawiamy (2.3); to dla sign 4, = 1 otrzymamy
A

(2.28) ¢C=g, GaT

1—f2
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a po wykorzystaniu warunka (2.17)

1— 82

(2.29) VA B < —

Krzywa ograniczajaca obszar odkszialcen spreZystych 5 jest wiec okregiem o pro-
mienin (1 — §2)/4. l

Na rys. 6 naniesiono wszystkie trzy krzywe ograniczajace obszary: sprezysty -
{oznaczony R), sprezysto-plastyczny (oznaczony R™) i plastyczny {oznaczony RF).
Linia przerywang zaznaczono krzywe aproksymacyjne 2 i 4 wyznaczone przez
réwnanie (2.27), natomiast krzywe 1, 3, 5 odpowiadaja wzorom (2.23), (2.25) i (2.29).
Wykresy sporzadzono dla sign A, — 1; dla sign dp = -~ 1 otrzymamy Zwier=
ciadlane odbicie wzgledem osi B.

faa

ok +&(% 1157

-
. PE )

-1
| o
| T
o=

-

_ il
55wt

O=—-oc
Rys. 6

Nalezy zwrécié uwage na linie stalego parametru ¢. W zakresie R? sg prostymi
przechodzacymi przez poczatek ukladu 4, B, w obszarze R sa rowniez prostymi
7 malym réwnoleglym przesunigciem wzgledem prostej dla R, w obszarze R™
nalezy stala ¢ wyznaczyé oddzielnie dla stref odksztalcen spreZystych i plastycznych
w zaleznosci od zaawansowania odksztalcen plastycznych. '

Znaczenic podanego wykresu jest duZe, gdyz dla dowolnego ukladu obciaZed

zewnetrznych mozemy z gory okre§li¢ obszar odksztalcen, ktére te obciaZenia wy-
woluja. MoZemy wigc przystapié do obliczenia wielkodci interesuiacych nas odksztat- - o

cen 1 naprezen dla kazdego obszaru.
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3. Stan naprezenia i odksztalcenia w przypadku calkewitego uplastycznienia rury

W punkcie poprzednim rozstrzygnigto, w jakim stanic znajdowaé sie bedzie
rura w zalezno$ci od obciazen zewngtrznych oraz kledy nofnoéé zostanie calkowicie
wyczerpana i nastgpi zniszczenie.

Postgpujacemu obcigzeniu towarzyszyé bedzie postgpuiaca deformacja cylindra
i wiazacy sig z odkszialceniami stan napreZzenia. W przypadku catkowitego uplastycz-
nienia rury naprgZenia obliczamy ze wrzordw Hencky’ego-Tliuszina:

4 o C
T OT T e
2 a7 3_ C
(3.1) 61#63:?&;("_2_8'_;3)’
2 o (3. C
BTy, (78*:5)-

Wykorzystujac réwnanie na naprezenia promieniowe

. sign A
(3.2) Oy = —pg — g P f ‘/ — daz
& —

I podstawiajac do (3.2) funkcje (2.3), po scalkowamu otrzymamy

Z.E&'s . az
(3.3) Gr:pu'i-;/—?ﬁgnzlp sign e¢larsh ¢ — arsh s -+

a2

) AEss )
+ t?ﬁz_ (po—po) — T/? sign A » sign c.(arsh ¢ — arsh ¢f2)].

Nastepnie korzystajac ze zwiazkéw (3.1) obliczamy dalsze skladowe stanu napre-
Zenia jako funkcje cifnienia i stalej ¢ okreflonej przez réwnanic réwnowagi (2.9:

a 2
lEEs . 20(?) aZ
0y = —Pg + ]/—— SlgﬂCSign AZ’ —'—:4 -[- arsh ¢ — arsh CE
| . ]/1+c2 (i)
‘ a2 ’
1+ =Y s,
+ 1—pe (pa—pp) — V3 sign Ay, sign ¢ (arsh ¢ — arsh ¢f2)].
(3.4)
a? _
j,E&‘.s A (C—I’E a ]/3) a2
Gz:—pa‘l"?"?_SlgnCSigﬁAp w———_:_q—-{—a_rshc—-arshcﬁ- -+
/ ad
, ‘ oy
| ]/1-1 ¢ ( r)

] — =

AEss
+ “1_-ﬁT {(pﬁ — Py — -1_/733- sign Ay sign ¢ (arsh ¢ — arsh c,82)] .
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Analogicznie wyznaczamy skladowe odksztalcenia:

_ Bsigndp— (V1+4c2 gt —p2 ]/1—{—02) sign ¢

Epp = 1 Eg
2(—;{—1)(1—‘82)
A sipn Ay — (arsh ¢ — arsh ¢82) si 2
- i = o —anh o) sime 2
' —= m—l) 1 fi2
]/3 ( ( )
Bsign A, — (]/1+c2 B4 —p2 VT:I—_CE) sign ¢
&y = — Es .

1 .

e — 42
( 3 1) (1—52)
Przemieszczenie promieniowe wg (2.7) wynosi

_ Bsigndy— (]f 1--c2 g4 — b2 ]/1+02) sign ¢

2l L a—p

Asign Ay — (arsh e — arsh ¢f2sign ¢) o2
2 (1 1)1 ] P
1/3 ( _ﬁ)

Wszystkie podane wyzej wzory movna przeksztakeié do innej postaci za pomoca (2.9)
w zaleznoSci od damych wyjSciowych. Niemniej latwo sprawdzié, Ze dla dwobch
przypadkéw kraficowych, tj. plaskiego stanu odksztalcenia, gdy ¢=co, & =0
oraz B = 0, jak réwniez dla rozciagania przy obustronnym $ciskaniu pg —~ pp — 0,
A = 0. Powyzsze réwnosci wtedy upraszczaja sie i zgodne sa z literatura [23, 321 18].
Dla kazdego innego przypadku zachodzi koniecznoéé obliczenia jednej nieznaneg,
stalej o zalezno$ci od obeigzenia, materiatu i ksztaltu rury. Aby ja blizej sprecyzowad,
wyrazamy ja w odksztalceniach i naprefeniach zgodnie z (2.6), (2.7) i (3.5):

&4 — &y 1 8y — &
G- o [ l/§ € ]rma ]/? [88 + 31‘]r=a. -

Wynika stad nastepujacy wniosek: rozklad naprezen i odksztalceh w rurze zaleZny-
jest od stosunku réznicy do sumy odksztalcenia obwodowego i promieniowego-
na wewngtrznej powierzchni rury. Warto$¢ stalej ¢ zgodnie 7 (3.7) mozna wyznaczyé
réwniez empirycznie wyznaczajac stan naprezenia lub odksztalcenia rury. Stala ¢
Jjak widaé z podanych wrzoréw, charakteryzuje jednoznacznie {poza obciaZeniem,.
statymi materiatowymi i wymiarami rury) Wykres naprezen 1 odksztalcen w przekroju,.
Dla ptaskiego stanu odksztalcenia otrzymamy & = 0, co daje ¢ = oo, a dla prostego-
rozciagania z hydrostatycznym cisnieniem Pa = Pp MAMy &, = & 1 w konsekwencji:
¢ =0, co mozna udowodni¢ na podstawie wzoru (2.9). ZaleZno§é (2.9) podaje bowiem:
zwigzek miedzy stala ¢ a obciaZeniem, tj. bezposrednimi przyczynami powstalych
odksztalcen. Dla réznych obceigzed, dla kidrych stosunek (3.7) jest staly, charakter

(3.6)
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© zmiennodci napreien w rurze jest podobny. Korzystajac z graficznej interpretacji
-przedstawionej na rys. 5 mogliby$my dla danych obciaZefi w obszarze R? odczytad,
jaki jest obszar zmiennofci ¢. Opré6ez graficznego rozwiazania, ktére moZe byé
mato dokladne, podamy metode obliczan_ia state] c. W ogélnym przypadku nalezy
-parametr ¢ okreslié z rozwigzania réwnania pizestgpnego (2.9). Dla uzyskania
efektownych rozwiazaf postuzymy sig szeregiem potegowym. Zalozymy obecnie,
e stan odksztalcet odbiega w pewnym stopnin od plaskiego, tzn. Ze

1 ]/? e
. 3.8 T e T e — 2 .
(3.8) n= 5 T¢< 1
Aby obliczyé ¢, postuzymy si¢ réwnaniami calkowymi (2.1) catkujac wzgledem bez- '
-wymiarowego promienia o = rfa; podstawiajac (2.3)z i (2.11);, w pierwszym etapie
LOtrzymamy .

2 ¢ (1 W
% T(“z: - 1)“ -2 | Vet it’
{(3.9) ] ” ! |
s {1 o3 dp
=;—;(7 - 1)(1 - 62)+2nﬁ21f e

.gdzie 4 i B okreflaja wzory (2.12) i (2.13).
Z réwnan (3.9) obliczamy C i & i podstawiamy do (3.8), a nastepnic rozwijajac
“W szereg poiegowy wyraZenia podcatkowe znajdziemy

1 1 1 1 1
£3.10) Bt( —~In—+ M_Mﬂz)n_k(.__mﬁ—ﬁ_;___ﬁ_-im
ﬁ2 282 2 )
1 3
_— ﬂz 3 |{—pg-10— —_g-3 -—-———-2 5
5
14 —12 e e 7
+( 28 P +96ﬁ +128 )”“““
‘Po odwrdceniu szeregu wrzgledem #, znajdziemy
. B B 3 2 B 5 '
«3.11) 7 =— _ﬁ(_) + [3(3&) — _ai] (_) 4o,
a a i a4 arlva
gdzie :
‘ P
—;§+ﬁ2pa~—pa
B o Eﬁs ’
]/3(10&”“']35) 1 1
3.12) A T lnﬁf+2_52 L
1 1
= — — -6 — —4——~H — 2
BT g et i + s P
L TPRE B SO

32 32 16
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Praktyézhie biorac szereg (3.11) jest bardzo szybkozbieiny, jezeli

B

(3.13) <1

Odpowiadajace temu obciazeniu sktadowe naprezen weg (3.1) jako funkcje stalej
# (3.11) i bezwymiarowego promienia ¢ wyniosa

ZAESS ')72
0‘,~=-~pa+——‘ﬁ anﬁ?g—l)-I- (93—1)—

1"9_2 ZXEES
T T Y

oy 2 2l ol

2AEe;
G1) a=pet s 1+me“““{®-0+~m—@@—d)“

5
— e 812
mn@2n+4+

6

_ 5y ] 1+9—2{ 20Ez;
— 107 3¢ =D+ .|+ Do

T e
) ) e b))
X[lnﬁ _8'_(18—4 1 +_67(ﬁ—1 ETTY B—I?e_l + i
2iFEss| 1 3 3
Oy = —pq +~]—/-§'g—s[7+lng— 1/2 ?792—-—(394—1)+Ln395+

—V 3y 22E¢;
Py

-[—3174 8—1 ]-]— X
64 (SQ - )+u- _T_E—_ Pa —_l/'?_

b= G 2 ) - )

Analogicznie, rozwijajac funkcje podcatkowe (2.1) wzgledem zmlemlej ¢, €O

odpowiada przewadze obcigzenia spowodowanego sila osiowa P, otrzymamy

4 b b3 bs
G139, =55 () L) -3
gdzie
A ]/§ o — 1 .
{3.16) ria & P”I), s by= o (1—3p21 354 — 86),

%y o e
ﬁ Pa—Ds b2

bs = 4 (3 — S-S5 — 361,
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S 'S_:I{.ladcmr'e' napreZen odpowiednio wyniosa
AEes]c|
oy == —pa + ]/% {1——@ 2ﬁf(l—g-ﬁ)ul— (1_~Q 10y —

b lﬂg—Z{ /’lEeglcl
(] —p—14 PR S
24 (1—p )—I~..] [ Pa—py — ]/3

[ 2 ¢ & 3et 10 o 14y ¢ ]
|i-p—Ca—potSpa—py-sra—po .,

AEsgs e
(3.17) 0’5=—Pa+_l/7? 1+e- 2*—(1+59 6)+ (1+9g—10)-
| cb 1+Q-2{ AEgs el
— —14 s . _
24(1+139 )+...]+1Mﬁ2 Pa— Py 73 X

[I—ﬁz_w(i *ﬁ)+ (1 A1) — g‘(“ﬁl‘“'"“’

Bl ], V3 Y5

i ) +M—cg“~~(l+2 )Ty eh

L

AEe; |c|

T:E?{m—r’a TR
[1 2 & 6y 36_4_ 10 ___ci 14 ]}
liep—La—pot o py - oa—pe .

4
-+ —%(1+49—10)+ ] — AFes +

Naprefenia mozna wyrazié wprost przez cobcigzenia, jednak otrzymamy w ten
sposéb bardzo zlozone wzory. Np. na podstawie (3.11) i obliczenia naprezeh
Z (3.14) (tj. dla przypadku pIZeWagi obcigZenia réznicq cinien pg —— py) otrzymamy
nastepujace wrzory: |

2AEes B\ B\ B4 B\$
Ore —Pat ln@+w1~a; twalg) s el T

V3
"PS?’II ﬁz — P 1/? n B Y1 a]
B\* Bt B\S BS
vl ey 2 < +w57+ .. R
1 =18

1 3
= (1 — o4 = — (8 —
n=goed, =@ =1,

1
(3.18) %P_s:5(—ﬁ-ﬁ+85-4~8+ﬁ%(e“~1), w—m =),
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(3.18)

125
&, Ty

B BV* B4 B\®
]/w HIn gt — +¢z ) toa +9?4 —1) +
B Io2 . 2AFEzs 1 B2
Ty | P g e e Nl SR A
B\ B4 B\S . B
~Hvz( )Jr%-'*“?w("'—)

+ +] !
ws“l o=t

1
= —(] — 5p4 == 3 _

' 5
__4-6 -4 _ 2) (504 — | - 2
3 CBTOTRT B (St — 1), gu=or (1302 1),
Przykad. Dane obciazenie Tury: pg = 12Ee; i p, — 0,3Ess, PJb2 — 0,2Es;.
Okreslié stan, w jakim znajduje si¢ rura. O ile nalezy zwigkszy¢ obcigzenie Pfab?,
aby doprowadzi¢ do zniszczenia, Wyznaczyé napr@zenla i odksztalcenia dla danych
obcmzen oraz w momencie zniszczenia.

o 0o O bt &
fes Les Les £ L5 &g
16
12 60
4205
a8 anR
¥ | == ! A
. o7 008
S N
/r [ &a
0.4 |—p] o 20
' -
s % ) i 0965
L7 r E; 1053 —
/ d
1 :g/’ 14 T3] 20 2. Tt 15 he  leo
A
G30 1495
/ L ; ") ]
014/ . L 7,0 , - 1
0508 fr,/ : &
g /
a8 / 40 yd
//
1875
12 57
Rys., 7

Wspotezynnik wzmocnienia materialu A = 0,95, a wspolezynnik & == 20

Rozwigzanie: 1. Stosujac kryterium (2.27) i (2.29) wyznaczam obszar R2.
2. Przyjmujac znak réwnodci zamiast znaku nieréwnosci (2.27); obliczamy
Plnb? = (,91Es; w momencie zniszczenia

3. Przy pomocy szeregu (3.'1'1) dblic_zamy 1 dla danych obcigzent n = —0,09935
stad na podstawie (3.9); ¢ = —10,05
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4. Obliczam napreZenie 1 odksztalcenie na podstawie (3.3), (3.4), (3.5) i (3.6).
Zmiennosé naprezen i odksztalcen w przekroju rury ilustruja wykresy 7.
5, Analogiczaie dla obciazefi w momencie Zniszezenia znajdziemy pa = 1,2Ees,
py = 0,3Egs, P/nb2 = 091Ees; na podstawie (3.11) obliczam % = —0,510; stad
. ¢ = —1,96.

6. Stan naprezen i odksztalcen w momencie zniszczenia ilustruje rys. 8.

o G O L Ebs
Ee, Ezs "Ees £5 [
16 1,46' -
T R Py
[ .
42 ___.i)-__7/__‘,i.___..ﬁ
. Pd 1 .
-
ton V7
Q&’%;A - . e—
0666 S
--_1—-_._______3__ [ et
64 T \
o
— 1 1 | T ) \ aL
i [ A DU NS N S i PSS 7
MK TR T I T TR Y] 4 75 114 |46 [E |
\ .
=
-04 T
(A A f——
S *_7/ I A E) LT 4075
-08 .. — /
- ii [ I S SRR _og _/1,_ SR SO SRS
-4 T T 7,22
-6 IV SRS _gpl—i—
Rys. 8

4. Réwnanie réwnowagi dla obszaru sprezysto-plastycznego rury R™

Jezeli obcigZenia zewnetrzne mieszcza sig w strefie R™ (rys. 6), okrelamy obszary
opisane réwnaniami (2.27), i (2.29), zmieniajac znak nieréwnosci zgodnie z dokonana
aﬂalIZEL tych wzoréw w p.2. Okreflenic obszaru odksztatcenia R™ jest wige (z powodu
WPIOWadzone_] aproksymacji) proste i latwe. Obeenie zajmiemy si¢ wyznaczeniem.
réwnan, ktére blizej beda charakteryzowal strefy zaawansowanych odksztalcets
plastycznych oraz wiagzaé stan naprezefi i odksztalced w obu strefach. Rozwigzanie
ostateczne otrzymamy przez «zszycie» odpowiednich rozwigzan dia strefy odksztal-
cefh sprezZystych ze strefa odksztalcen plastycznych stawiajac odpowiednie warunki
brzegowe. Tak samo tutaj jak i w rozdziale poprzednim wprowadzimy w koricowej
fazie odpowiednie aproksymacje w celu otrzymania praktycznych wzoréw z mozli-
woicia dokladnego sprawdzenia.
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Oznaczmy wzgledny promien rozgraniczajacy strefy plastyczna -od sprezyste
przez rs. Wowcezas bezwymiarowy promien
a
@.1) £ =
rs
Przyjmujac na granicach stref warunek
(4.2) . [orlrar, = .“"Ps

i wykorzystujac wzér na maksymalng réznice ciSniefi, kt6ra rozpocznie uplastycznie-
© nie, zgodnie z (2.29) i (2.28); znajdziemy

Egs e
4.3 Po—pp = ]/—?(1 —£2) 1T & sig dyp .

Wprowadzajac za pg i § wielkoSci ps i B/ otrzymamy

{4.4) Ps—pp— fs_s (1—p27-2 l/ % sigAp.
V3 14 ¢

Dla strefy odksztalcen plastycznych

(4'5) [8i1r=rs = &

zgodnie z (2.12) analogicznie otrzymamy

Ay —arshey — arsh 2 ¢p 1-4-c3 2

e s

a po przeksztalceniach

(4.6)

3

F)
Cp

. ;LESS ].
(4.7} Pa—Ps =

2
C.
Y — "l/mi__ :
ERY Jo-2 Iy et
AEes
+WI/? (arsh cp — arsh ¢, £2) sign Ay sign ¢p ,

gdzie c: i ¢, wg (2.28) i (2.29) majg postac

Ps )
- — 2% 4 preag
o == A 4= ]/3(ps—pbl B — ab2 _]_ﬁ { Ps— Py
By 2 AEes 2T "~ AEes ’

(4.8) Ay sign Ap = By ¢p sign Ap-i-[arsh f (e, &) — f (e, £)] sign ¢p,
Flep, ) = e VIFET —cp 2V i3,

_ P

V3 (pa— 9 pro

Ay

, B
AEss 1 AEes
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'_-.'Caﬂcowﬂa sita P rozlozy sig¢ na strefe odksztalcen sprezystych i p]astycznych

S przeto

P, P P

wb2 | b ab?’ §

Aby stan deformacji cylindra na granicy r = rs byl identyczny dia obu stref
odksztatcen trzeba, aby [gl=r, 1 [Cli=s, bylo dla obu stref jednakowe. Zalozenie
[es (&, C)lr=r, jest niewystarczajace, gdyz moze by¢ spelnione dla nieskoriczonej
kombinacji ¢ 1 C; stad dodatkowy warunek dla strefy odksztalcen sprezystych
otrzymamy przez poréwnanie wartofci C obliczonych dla poszczegolnych sfer.

Dla strefy odksztalceft spreZystych

\' 3 s —DPp P

4.10) C=E W's

a dla strefy odksztalcen plastycznych zgodnie z (2.7),
4 sign Ap — (arsh ep — arsh ¢y £2) sign ¢p

oo
Al )a-o
Po przyréwnaniu tych wielkosci i po praeksztalceniach bedziemy mieli

41D pe—ps= ]/4 {arsh ¢p — arsh ¢, {2) sign cp-+ W (ps—py):

- &g .

W ten sposdb otrzymalismy sze§¢ réwnaf niezaleznych: (4.4), (4.6), (4.7), (4.8),
{4.9) i (4.11) na obliczenie szesciu niewiadomych: £, Cps Cs, Ps, Pplab? 1 Ps/ab2,

Obliczenia te bardzo mozna by uproécié, gdybysmy potrafili okre$lic parametr £
charakteryzujacy stan zaawansowania odksztalcen plastycznych, bowiem ilodé
réwnan ostatecznie mozna by redukowaé do trzech eliminujac dwie stale, np. ps
t Pofmh? lub ps i Ppfrch2. W tym celu dodajac stronami réwnania (4.4)i (4.7) otrzymamy )

/3 (py — _pr -2 2
@12) V3 {pa-ps) _ =21 l/ Cs2 o
AEES 2‘ 1+cpc

1
+(———1)(1 C)]/H_ C4—i—arshcp——arshcpé'i’v

J esh przyjmiemy plaski stan deformacji (cp—> oo oraz ¢s— 00), to rownanie przejdzie
W zhane z literatury [23] réwnanie

]/3(}’@ Pb)

1
1Fss — A2 111

(4.13) =1+

CZ

Aby rozwigzaé réwnania (4.12) nalezy wyliczyé cp i ¢s, co nie jest latwe. Wykonu-
Jjac natomiast oméwiona poprzednio (w p. 2) aproksymacje, réwnanie linii & =
= const w ukladzie A4, B przyjmie postaé

) 2 2
@.14 | | (i) + (3) —1

Iz bz
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gdzie
1—p82
{4.15) by = “*EP;

zgodnie z (2.26) i rys. 5 dla C,s~"5" 0, cp—> O oraz
: 1
(4.16) =1t = (1—A—5%-} In—

5152 2
zgodnie z (3.13).
Po podstawieniu (4.15) i (4.16) do (4.14) otrzymamy

3 — ign A
I/_(Pa Py) sign Ap et

1
P > iz
‘l/ chz ﬁ pﬂi_]"pb
REES 1— (1 _ ﬁz) ESg

Sprowadza to nasze zagadnienia do zagadnienia plaskiego, znanego w literaturze
23 i 44]. Porostale réwnanie rozwigzemy latwo wiedzac, Ze na podstawie (4.7),
(4.11) i (4.4) mamy

“.17) —i—Ptng L

Cs
—| =2,

Cp

(4.18)

5. Stan napreZenia i odkszialcenia rury czeSciowo uplastycznionej

Wyjdziemy z rownaft rury w przypadku odksztalcen sprezystych, ktére (procz
réwnan (2.39) i (2.41)) pedamy bez wyprowadzenia. Przy przyjetych zaloZeniach,
znajdziemy nastepujace wzory dla skladowych tensora-naprezenia i odksztalcenia

{231:
a2
2
oy = —pat(pa ""Pb)_l-_:'ﬁ—z_’
az
5
gy = —pat (Pa ﬁva)l—m‘gg* .
Y
(.1) 9T a2 (L - B2’

P
'ﬂ.‘bz ﬁ pal_i_.pb N 3(Pﬂ_pb) a2 ‘

0T T TR ) T 2EQA—p) 2°

P
ﬂ.'bz ﬁ .p@_*—.pb
EQ—p

Ez —™ ~UE =

U= ggF.

Rozprawy InZzynierskie — 9 -
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Dla obszaru odksztalcenia spreZystego, tzn. dla przypadku
b=rzis

skladowe tensora naprezenia znajdziemy ymieniajac w réwnaniach (5.1); i (5.1)2
pa ma ps, f na B/, P na Ps oraz a Na rsl

2 @
- 1-—¢
or = —pst(Ps—P) 3 7 (PP Tz
11— =
&2
(5.2) . i3 ' . @ .

oo = —ps+(Ps —pﬁ)m = —=psH(Ps =P T2 Bz

P
ab? (1 — f20-2)

Oz =

Analogicznie skladowe tensora przemieszczenia:

Ps )
__“ b2 — 2572 pstpy N i Ps—Db a2 -2
G T oR(l—pri-2) 2 E(—fKy 2

(5.3)

Py
o B2L2pstpy

BT EA—pD)
Stan naprefenia dla cze$ei rury uplastycznione], tj. dla przypadku rsz r 2 g
znajdziemy wykorzystujac wzory dla rury catkowicie uplastycznionej (3.3), (3.4),
(3.5) i dalsze. Zmiefimy symbolike nastgpujaco: pp na ps, fnal, PnaPyorazbvars
Po tych zmianach ofrzymamy

AESS a 2 . .
Or = —pa T+ 73: arsh ¢p — arsh ep | —] | sign Ap sign ¢p +

¥

._|_

i—_(ji_.)_z[ ABes p]{

- Pa—Ds —]"/3?(8,1‘311 ep— arsh ¢ep £2) sign Ay sign ¢

( a\?
I‘LEE{; -2013 T) a 2 . N
—————tarsh¢p —arshep ] |sien Ap sign ep+

G’e:“Pw“l' }/g e
1“33(?) |
)2

(5.4) L+ (_ |
ﬂ.ESs ) .
e [pa —Ps ]/~3— (axsh cp — arsh ¢p £2) sign Ay sign cp],

[4]
;
1—¢2
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(54)

. e B

e.d, 2 Esg Cp (T) - ]/3

Gy = —pg + ]/E _—Ta—z
| Vsl

)
AEes ]

¢
+ 1 — Cg [Pcs —ps— /m (arsh ¢p — arsh ¢,{2) s1g11 Ap sign ¢y

2
: a
+arsh ey — arshep (—]—) signApsignep+

Analogicznie odksztalcenia prowadza do wzordw

By sign A, — (V 142 i* g2 ]/l—i—cf,) sign ¢y

Eppg T 1 g5+
2(7—1)(1-42)
Ay sign Ap — (arsh e¢p —arsh cp 2 signep { a\2
52 S R L R P e
rlrija-e

B sign Ap — (]/I+c -2 ]/l—l—ci,,) sign ¢y
&z — 1 88;
B P

gdzie A; 1 B) wg (4.8); i przy przyjetych obcigzeniach majg warto§é stala.

Jak wida¢ z podanych wzordw, aby okredlié stan napreZenia i odksztatcenia,
nalezy wyznaczyé stale réwnowagi podane w . 4, ktore po podstaw1en1u do wyzej
podanych wzoréw daja gotowy wynik. _

Przyklad, Dane jest nastgpujgce obciazenie cylindra swobodnego:

i p

rpG:094E885 Po :;;b—zzov

Stawiamy pytanie, o ile nalezy zwigkszyé ciénienie pw, aby rura uplastycznﬁa sig
&= 1/16, jezeli f=1/2, a 1=.0,95. Obliczy¢ pozostale parametry réwnowagi
w stanie czgSciowego uplastycznienia, tj. ¢y, €5, ps, Pp/nbz i Ps/fcbz Okreshc sta:n
naprezenia i odksztalcenia 'w cylindrze. : :
Rozwmzame 1. Stosujac kryterium (2.29) stwwrdzamy obszar Rs.
2. Z réwnania {4.17) obliczamy Po= 0 789Ess dla r: =1 / 16 (dla ca.lkowﬁego
uplastyczmema Pe = 0,852E¢;).
3. Z réwnan (2.28) ¢s = 6,92, a na podstawie (4.18) — ep = 1 A v
4. Ciénienie na granicy stref ps =0 356 Ees wyliczcamy 7z (4.4) 1 sprawdzamy
z (4.7).
© 5. Zrownania (4.8); By == 0,336, a stad Py/nb2 = 'wO ,032Ees wg (4.9) Ps/?!?bz ==
='0,032 Ee;.
6. Na rys. 9 mamy wykresy skladowych naprezenia i odksztalcema wg (5 4):

(5.1).




JAN RYS

o Gg G L B &
£eg Egs "Ees & & &
48
12 : — ,5‘3'_. N
08 i 48
g6w__| % 0635 \
20 \-
L L
zoﬂ i 4z 4 s g & -
R 7]
32 ’
3] — /
- qp38?
-1z : 60
Rys. 9

Literatura cytowana w tekscie

1. G. ALLEN, D, N. Sopwrrh, The stresses and straitts in a partly plastic: thick tube under
internal presure and end load, Proc. 7 Int., Congr. Appl. Mech., Cambridge 1948, 403.

2. M., Bmnier, M. SHINZUKA, A. FREUDENTHAL, Case baundet elastic-plastic and nonlinear
hollow cylinders, AIAA Journal, 1, 8(1963), 1828.

3. N. L Bwrzuchow, Teoria sprezystofei i plastveznosci, PWN, Warszawa 1957,

4. C. A. Boraposa, Hanpancennoe cocmoanne mpybu naxodaweiica nod Oeficmeuem pasHomep-
HOZO OaGAeHuA 1t HPOOOISICHON ClUAbl NI Bossuuy. nagemuseckux degopmanuax, Pacy. Ha npoIH.,
9, 1963, 196,

5. D.R. BLanp, Elasto-plastic thick-walled tubes of work hardening “material subjected fo
interigl and external presure and to temperature, J, Mech. Phys. Sol., 4, 1956, 209.

6. 1. A. BoNEs, S. CROSLAND, The strength of thick-walled cylinders, Paper. ASME, 20, 1958, 72.

7. J. A. Bones, 8. CrROSLAND, Behaviour of thick-walled steel cylinders subjectet to internal
pressure, Proc. Inst.. Mech, Engen., 172, 1959, 777.

8. J. A. Bongs, 8. Crosianp, Thick-walled cylinders under internal. pressure, Engin,, 180,
1955, 4677.

9. H. M. Bemacs, Tppdut no meopun ynpyzocmu r niacmuunocmy, VIATTIL, Mocksa 1957,

10. D, G. Crristopaerson, R. G. Hicemson, The strengih of short cylmders under  infernal
pressure, J. Mech. Phys. Sol., 2, 1954, 217,

1. G. Cook, The stresses in thick-walled cylinders of mild steel overstrained by internal pressure,
Proc. Inst. Mech. Engen., 6, 1934, 407,

12. 1. Heammnon, 1O, Juvurpora, Hexomopsle OCOOeHHOCHIL HDH 0CAdKe YUAMHOPUNECKHX Hied,
T'om. Maor. m MeranooGpa6., 1962, 7-21.

13. 1. H. Fauveer, Yeld and bursting chavacteristics of heavy-wall cylinders, Trans. ASME,
5, 78 (1956), 1031,

14. J. H. FAUPEL, Residual stresses in heavy-wall eylinders, J. Franklin Inst., 5, 259 (1955) 405.

i5. A. Green, Hypo-elasticity and plasticity, Rat. Mech. and Apal. 5, 1956,




16,
17.

18.
19,

20.
21,

22,
23,

24,
25,

26.
27.
28.

26.
30.

31
32.

33.
34,
35,
36.
37.
38.

39.

43,

44,
45,

46,
47,

48,

OBLICZANIE RUR GRUBOSCIENNYCH 133

JI. A, T'maxvan, A.H. Babaes, Paynonaivnoe npumenenne cnocoba 3Jaxca o noawsix yi-
amopax, 3as. JIa6., 4, 22 (1956).

C. W. Mc. Gregor, L.F. CorriN, J. G. FHER, The plastic flow of thick-walled tubes
with large streins, J. Mech. Phys. Sol., 3, 1948, :

R. Hitl, The mathematical theory of plasticity, przekl. ros., GITTEL, Moaskwa 1956,

R. Hur, E.H. Lzx, S.J. TupPPER, The theory of combined plastic and elastic deformation
with particular reference to a thick tube under internal pressuve, Proc. Roy. Soc., 4, 1947, 191,
R. HiLs, B. H. Leg, S.J. Tupeper, Plastic flow in a elosed-end tube with internal pressure,
Proc. Roy. Soc., 4, 1947, 191,

P.G. Hopoe, G.N. Wuire, A guantitative comparison of flow ~and deformation - theories
of plasticity, J. Appl. Mech., 17, 1950,

A. Wnewonme, Iagemuunocms, TUTTII, Mocksa-Jlemmnuarpay 1948,

A, Unsrommmn, 11 M. Orubanoe, ¥Yupyeo-naacmmueckue dedopmayun noanuix  yuaundpos,
UMY, Mockpa 1960.
F. K. ItersoN, The strength of thick hollow cylinders, Engin., 1, 5 (1912).

H. Jung, Uber die Spanmungen in dickwandigen Rohren bei elastisch-plasticher Beanspruch-
ming, Springer-Verlag, Berlin 1950.

W. Krzv$, M. ZyczrOwskl, Sprezystosé | plastyeznosé, PWN, Warszawa 1962,

M. Kazanos, Ocnoas: meopun nagemuynocmuy, UITTIL, Mocksa 1956,

A.T. Kocriox, Hanprowenusn & cusomnom epowjaionjelicn yuaunope 3a Hpedeaom yYnpy-
20cmy, TEpern, Mar. Mex., 4, 18 (1954).

B. A. JTomaxnu, Hoasvuue Oegﬁo,vaﬂm mpyOut u noanoezo wapa, Aex. Coopm., 12, 1955

T. Maxonay, [ pac)uqecrcuu CHOCOB  pacuema  HMOACHOCINEHHBLY mpyD 30 npedesosm. yupy-
z2ocmy, Mammus, Mocksa 1958,

W, R. MANING, The overstrain of tubes by internal pressure, ¥ngin,, 101, 1959,

B. B, Mocksutng, O smopuyneix  naacmudeckux oegiopmanguax, JIMM AH CCCP, 3,
16 {1952). .

B. B. MoCKBHTHH, H.r:acmuwmcmb npi nepemennolx Hazpyorcennax, UMY, Mocksa 1965,

A, NADAL Theory of flow and fracture of solids, Mc. Graw-Hill N, Y., Toronto-London 1950.

1. NowiRskl, Podstawy teorli plastycznosci, Rozpr. Tniyn.t 1, 2(1954),

B, Hemuporckuit, O6 ynpy2o-nadcimuuecrkix paehosecusx’ u wecyupeil crocoduocrmu noanolt
spawaiomeiics mpyosr, Mammzoctp,, 2, 1959,

IL. M. Ormbanos, besslilic YRPY2o-HAGCHIHYECKHE ctMiMcmpulmble defopmayun moAcno-
cmennoit mpyoer, Hays. Joxn. Beicm., Ilkomss, 1, 1959,

W, Orszax, W. URBANOWSKI, SpreZysto-plastycziny grubodcienny walec niejednorodny
pod dzialdniem parcia wewngtrznego § sily podiuinej, Arch, Mech. Stos., 3, 7 (1955).

E. PesmNa, Elastisch-plastischer Spanungszustand eines dickwandingen Rohres, Wiss, Z. Tech.
Hochschule Dresden, -2, 9 (1959).

. A. Pucres, Introduction to plasticity, Ronald Press Comp., N.Y, 1956,
41.
42,

W. PrAGER, P. G, HopGE, The theory of perfectly plastic solids, Wiley, N.Y, 1951.

F. RIMOROTT, Le compartment plastique des tubes awverf & pavois sumis a des presiyos
interienrses, Ing., 46, 1960. :
M. PaGotroB, Modeds. HAMOCHPUPYIOWI . HEROMOPYe coolicman ynpoungionezocs nag-
ermuyeckozo meaa, Hpaxn, Mar, Mex,, 1, 18 (1954). : :
W. W. Soxotowskt, Teoria plastycznosei, PWN, Warszawa 1957. T
B. B. Coxononcknii, Yupyeo-nadcmiuueckoe pagnogecte HUANNOPUURCKOT mpyébt ‘npu’ Ha-
awuun ynpounenun mamepuaaa, Tpuxit, Mar, Mex., 4, 7(1943).

M. C. SteEL, Partial plastic thick-walled cylinder, J. Appl, Mech.,. 19, 1952,

W. Sturver, P. E. ToMauy, The failire of fubes under combined exsternal pressure and
axial load, Proc. Exptl. Stress Anal., 1, 16 (1959).

T. C. Hlammapo, OO uittnezpuposantiy 8 Keaopamypax Ypaguenini naocxoi 0OROMepHOl saaaw
Meoptl NAGCIMUUROCHI ¢ YuemoM Yapounenis mamepuada, Hpuxn, Mar, Mex., 2, 13 (1949).



134 JAN RYS

49 N. L. Svensson, The bursting pressure of cylindrical and spherical vessels, J. Appl. Mech.,

25, 1958,

50. C.-A. Swmrre, Engin., 3, 1909, 307.

51. E. Tuomson, Plasticity equation and their aplication to working of meials in the work
hardening range, Trans, ASME, 2, 1965.

52. E. THoMsoN, Fracture of circular pipes by internal pressure, J. Math. and Mech. 6, 1957,

53. L. B. TurneRr, Trans, Camb. Phil. Soc., 21, 1909,

54, R.E. WriGLs, J. R. PUrTEL, Pressure fechuique for determining residual stresses in cireular
tubes, Pergamon Press, Oxford London-N.Y.-Paris 1963.

55. M. ZyczrowSKI, Combined loading in the theory of plasticity, Pergamon Press, Oxford
MN.Y. Paris 1967,

Pesrome

DOOEKTUBHLINA PACUET TOJICTOCTEHHBIX TPVE
JULSE CIIVYIAS JIMHEWHOINO ITACTHUECKOTO YIIPOYHEHMA

Heronesys @uTerpanbHple YPApHEHHS DABHOBECHA IUTA TOJICTOCTEHHOHM TPYOHI, 3arpy:ReHHOM
JAABICHUEM ¥ OCEBOH cHIoH, IPH LDPeANOHOKCHHH HECKUMAEMOCTH M JNAHSHAOTO YOPOYHESHHS
MaTepHaNa, ONPENEIeHO B HEKOTOPSIH crnocod, spibpannoil- KOOpIHEHATHOR CHCTEME 3aBHCHMON OT
Harpy30K — 00aacTy AedopManma TpyOst, biarofaps almpoKCHMALHY HPENEIbHRX KPHBEIX 31~
CaMM, 3 Talke 3HAA HarpY3XH, MOXHO APHOPH HAHTH OTBET HA BOLPOC, HAXOAHTCH JM Tpyba
B YIOPYIOM, YIPYTONNACTHYECKOM WHH B HIACTHUCCKOM COCTOAHWH, BIIOTH A0 MOMEHTA paspy-
menrd. Mg obmacTh miacruveckolt medopMaiA NONYUEHO OHO YPABHEHIE PABHOBECHA H JAETCH
PelIcHHEe ANK HPOH3BOILHBIE HATPY3O0K, 4 TAKKe XatoTcsa OPMYIE VN COCTABIIROMIEX TCHIOPA
Hampsexenwg u pnedopvanmm, Tas o6nacTW yOpyro-MIACTEYMCCKEX Medopmarmii TpyOs macrcs
LIECTh YPAaBHEHHH PABHOBECHS, CBOMA 3aTeM 3afady K INTOCKOH 3agaue. Besoparcs xpome TOrO
dopMymsr s BATIDDREHAT H medopmamer B oberx obnacTax: yopyroift 4 mnacTHYeckoi,

Tlpuneaennrie TPAMepH, WLTOCTPHPYIOT CMOc0B MCIONB30BANFMA NPHBEHCHHBIX YDABHCHMI
A dropMyr.

Summary

EFFECTIVE COMPUTATION OF THICK-WALLED TUBES -
IN THE CASE OF LINEAR PLASTIC STRAIN HARDENING

Making use of the integral equations of ethbnum fora thlck-walled tube loaded by a pressure
and ‘an axial force, assuming incompressibility and linear sfrain hardening of the material, the
strain regions of the tube are determined in a system of coordinates selected in a certain way,
depending on the loaded. By approximating the limit curves by ellipses and knowing the loads,
we can answer beforehand the question as to whether the tube is in the elastic, elastic-plastic of
plastic state up to the moment of collapse, For the region of plastic strain a single equation of
equilibrium {3 obtained, its solution being found for any lead. Equations for the components of
the siress and strain tensor are also given. For the region of elastic-plastic strain of the tube six
equilibrium equations are obtained. Then, by approximation, the problem is reduced to 2 plans
problem. Bxpressions of the siresses and strains are also derived for both regions: elastic and plastic,

The examples given illustrate the way in which use is made of the equations obtained.
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