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NIESTACJONALNE PRZYPADKOWE POLE TEMPERATURY I NAPREZEN
W NIESKONCZONYM PRECIE

A, TYLIKOWSKI, T. CHMIELNIAK (GLIWICE)

Na potrzebg zastosowania aparatu proceséw stochastycznych do analizy pola
temperatur i napreZen wskazano w pracach [11 2]. Problemowi temu w zastosowaniu
do plyt i powlok podwigcone sg migdzy innymi prace [41 5]. Praca niniejsza poswigeo-
na jest wyznaczeniu w ramach teorii korelacyjne; [8] charakterystyk pola tempera-
tury i naprezen w nieskoficzonym precie umieszezonym w ofrodku, ktdrego tempera-
tura jest czasowym stacjonarnym procesem przypadkowym. Zalklada sie, Ze wymiana
ciepla miedzy ofrodkiem a pretem scharakteryzowana jest prawem Newtona przy
stalym wspélczynniku wnikania ciepla. Na skutek skoficzonego czasu trwania
wymiany ciepla pole temperatur w precie, a wige réwniez pole napreZen, jest nie-
stacjonarnym czasowo-przestrzennym procesem losowym. Pole to scharakteryzowa-
ne jest funkcja autokorelacyjna ke (x1 x2, Y1, y2). W dalszej czgdel pracy zajeto sig
wyznaczaniem funkcji korelacyjnej napreZefi W OpArcin 0 Uproszczone zagadnienie
deterministyczne [7]. Rozwiazanie wyspecyﬁkowanq dla uproszczonego modeln
lopatki turbiny gazowej umiejscowiong] w jedno-

rodnym oérodku’o temperaturze zmieniajacej sie y
w sposdb przypadkowy. : B )
1. Rozwiazanie zagadnienia deterministycznego = gg:g; S ';
Rozpatrzmy nieskoiiczony pret jednorodny 5
o przekroju prostokgtnym- 2BX2S (rys. 1), wspbt- . ' ‘
czynniku przewodnictwa cieplnego 4, cieple -wlag- Rys. 1

ciwym ep i gestosci p. Temperatura. otaczajacego _
ofrodka jest z gory dang funkcja czasu v i stala w przestrzem Wymiana ciepla
miedzy ofrodkiem i powierzchnia preta okreslona jest prawem Newtona przy stalym
wspGtezynniku wnikania ciepta. W chwili poczatkowej za.klada suz, ze pret znajduje
sie w rownowadze termicznej z osrodkiem.

Rozklad temperatury w precie spelnia réwnanie przewodmotwa cieplnego
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gdzie a = Mep o oznacza wspolezynnik przewodzenia temperatury, a réwnanic
spetnia warunki brzegowe '

6:“ =18 ’
(1.2)

z[ﬁ] ' = t 7]
M) LT da [t(r) —

1 warunek poczatkowy
{1.3) (0, x, y) =1 (0).
Rozwiazaniem zagadnienia brzegowego (1.1) i '(1.2) jest funkcja [6]
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(1.4) (v, x, 5) = £(T) — 2 ZA'EBmCOS Vi
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gdzie
2 2
L4 Hm
kim=a (E -+ ”EE“) )
. 2 sin v ' 2 sin ptm
Ay=— By =

’V,:—I—Sin VI COS ¥g ’ ,u-gn"}“sin Han COS Um ’

przy czym v; i um sa pierwiastkami nastgpujacych réwnan przestgpnych:

A A
—n=cigy, :ﬁ—,umzctgjum.

al
Nieréwnomiernoéé rozkladu temperatury w przekroju poprzecznym preta, powsta-
jaca wskutek zmiany temperatury ofrodka, wywoluje napreZenia termiczne. W celu

uproszezenia rozwazan zakladamy za [7] jednoosiowy stan naprefen. Normalne
naprezenia wyrazaja sie wowczas prosta formula

1 oy Xx 7 _
(1.5) o‘zzzE(-Z- Af EBOdA+ - Af EBdy dA+ - Af EpdxdA — ﬁa),

gdzie

4= [ Edd, Bo= [Eyrda, By= [ExtdA.
A A A
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W dalszym ciggu zakladaé bedziemy, Ze modul E i wspélczynnik rozszerzalnodci
cleplnej f sa state, czyli, Ze
' B8

1
(1.6) o ﬁ(4BS f fﬁdvdy+ 55 f fﬁyduzy
—B -5 -8B -9
B &
T dxdydx — 9).
4BS3 f ! xaydax —
—B -

2. Zastosowanie analizy korelacyjnej

Zakladamy, 7e temperatura o§rodka jest stacjonarnym przypadkowym procesem
o znanej funkcji korelacyjnej:
2.1 Feee (71, 72) = Kt (71 — w2) = M [£° (z1) £° ()],

gdzie
°(7) = t{x) — Mi(7).

W powyzszych zaleino$ciach M oznacza usrednienic po zbiorze realizacji funkciji
losowych. '

Zaleznobci (1.4) i (1.5), wiaZace ze soba funkcje «wejsciowe» i «wyjiciowen,
stanowigce podstawe dalszych rozwazan, maja charakter liniowy, a wspolczynniki
w nich wystepujace sa deterministyczne. Z tego powodu formuly wigZace ze soba
wartodei oczekiwane «wejSciowych» 1 «wyjéciowych» proceséw otrzymuje sie za po-
moca. ufrednienia odpowiednich réwnan po zbiorze realizacii. Otrzymane w ten
sposéb zaleznodci maja takg sama postaé, jak 0dp0W1edme Zaleznodci w zagadnieniu
deterministycznym. Dlatego tez w dalszym ciagu nie ziniejszajac ogolnosel rozwa-
zan bedziemy zakladad, Ze wejéciowa funkcja losowa ma warto$é oczekiwana réwna
zeru, Mt (7) = 0, a ze wzgledu na liniowy charakter (1.4) i (L.5) mamy rowniez
MP=01 Mo=0, _

Funkeje korelacyjng temperatury ¢ wyznaczamy ze zwiazku

koo (71, T2, X1, X2, Y1, Y2} = M [D (71, X1, 71) ¢ (22, %2, ¥2)].

Podstawiajac (1.4) do ostatniej zaleznosci oraz korzystajac z wlasnosci operatora M
8] otrzymujemy

_ e o x1
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gdzie
6k,;.; (’61, ‘L'z)

k&ﬁ" (Ila 1‘-2) =M [t (7:13 X, J’1) £’ (72: X2, yZ)] = T s

{2.3) , ’ 2 kg (11, %2)
Ty Ct1, 72) = M [t (vg, %1, 1) ' (72, %2, )] = Tan dn,
Wprowadzajac oznaczenia
2
(24) Hig (11, 79) = A By e 0 [ 08 kyy (1, £5) dp
0

T4z
Ty ¥z

(2.5 Giymi (71, 72) = A Bj Ay Bm =9 watkim i) f f glubatméay
0 9 /

s ktf;r (Els 52) dEl dEZ’

przedstawimy funkeje korelacyjng temperatury w sposdb nastgpujacy:

o0 [24]
oo (1, T2, %1, %25 1, 79) = Kat (71, 72) — ) ) Him (72, w0 ¥
. =1 I=1
2.6 % | 1 fi_ Y H ) _Y:o‘_ .Eﬁ{q
{(2.6) cos 1 S COS thm B .v,; j; 41 (T, T2) COS ¥; S 'cos By

i=1 j=1 I=1 m=1

. R R x1 Y1 X2 »

2 2 Z Gijim (*1, T2) €OS ¥y 5 €OS fim COS ¥; S COS ¥j B
Wzor (2.6) pokazuje, Zze rozklad temperatury w przekroju poprzecznym preta jest
czasowo-przestrzenaym niestacjonarnym procesem losowym. Fakt niestacjonarnodci
«wyjécian mimo Ze «wejécien jest stacjonarne tlumaczymy skoficzonym czasem
trwania wymiany ciepla (do chwili T = 0 prgt znajdowat si¢ w réwnowadze termicz-
nej z ofrodkiem). '

Funkcje korelacyjng naprezen definiujemy w podobny sposdb:

(2'7) ko’o' (rln T2, X1, X2 Vi» yZ) =M {0‘ (TI: X1, yl) o (T29 X2 y2)1‘

Korzystajqc z (1.6) i (2.6) i wykonujac operacj¢ usrednienia catkowania Otrzym'ujemy

) [=+] [=8] o0 =}
2.8) koo {71, T2, ¥1, X2, Y1, y2) = P2 B2 2 N Gigim (71, T2) %
' i i=1 j=1 i=1 m=1
><l X3 v n sin vy sin g ‘X1 yi o sinovzsin g
COS ¥4 —COS - —————]{ C08 ¥{ —5 COS e — ]
‘ Ml ‘u'j_ B ¥y ) ts Hm g Vg fane

Otrzymane wyniki -(2.‘2) i (2.8) pozwalaja wyrnaczy¢ Srednic kwadraty temperatury
i _n_apr@_ienia. W tym celu nalezy podstawic w tych gwiazkach 7y = Tg = T, X1 = X3 =
== X OFQZ Yy = Y2 = ¥V: . .
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055 (T, %, ) = 0% — E E Hin (7, %) COS 9 COS i — +
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o0

.= 2 Hi; (T, T) cos 7~ €08 ME+
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o0

2.9 + 1;2; 12; Z Z Gigem (T, T) COS 7 g CO8 Vi COS g COS i
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T - ) ' . ' x y
2 = B2 E2 i S
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Vi g

Wzory (2.9), okreSlajace dyspersje temperdtury i ﬁaprgiehja, stanowia punkt wyjicio-
wy zastosowafi. Poslugiwanie sie tymi zaleznodciami wymaga jedynie znajomoéci
funkeji korelacyjnej temperatury osrodka.

3. Przykiad zastosowania

Eksperymentalne badania procesu spalania w komorze spalania turbiny gazowej
na paliwo plynne [2] wykazaly znaczne wahania temperatory strumienia gazu za
komorg o maksymalnych odchyleniach od fredniej dochodzacych do 159 tempera-
tury nominalnej. ;

Zarejestrowane przebiegi temperatury (rys. 2) wykazuja nieregularny charakter.
Nie ma potrzeby wykazywal, Ze wahania temperatury w strumieniu gazu w stanie
ustalonym nosza przypadkowy charakter. Dlatego te zagadnienia zwigzane z ocena
rozkladu temperatury i naprezed
w elementach konstrukeii, wmiesz-
czonych w strumieniu ceynnika ga-
ZoWego, powinny by¢ rozwigzywane
na podstawie teorii proceséw sto- -
chastycznych jako aparacie mate- ¢ a3 W0 1fs]
matycznym najbardziej przydatnym Rys. 2 '
do tego celu. '

Zakladajac, Ze temperatura jest stacjonarng ergodyczng funkeja losows, funkcje
korelacyjna moina wyznaczy¢ poshugujac sie jedna dostatecznie dluga realiacja
procesu [8]. Mozna do tego wybrad nastgpujace przyblizone formuly [91: '

n—m

T 1 n—m )
G.D) e (-”;—) = N ram) — ml ) — ],
‘ re1
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gdzie T oznacza obserwowany cZas trwania realizacji, n ilo§¢ przedzialdw, m czas
dyskretny przyjmujacy wartodci 0, 1, ..., nf4 oraz

1«
(3.2) = — Z ().

Uzyskang na tej drodze funkcje korelacyjna podzielona przez jej warto$¢ dla m =
= 0(D), czyli tzw. unormowang funkeje korelacyjna temperatury, przedstawia

rys. 3.

" Kt
T xx % Punkly okreslong Formulami
fa1)i{32)
oa \ —— Kreywa okresiona frmulg
0.6: .\ (33) z «=536 y=163 - .-

0.4: —
U.Zh- \ /x/ \
5 . "
0 ““é"‘ﬁs'”é%—ﬁ'ﬁ
~oa| \ / _ 7
¥ .

quE \/

Rys. 3

Unormowane funkcje korelacyjne wielu rzeczywistych fizykalnych procesow
losowych moga byé aproksymowane fomulq

(3.3} kst (). = ef"‘i" ((cos 74 ; sin y ]r]) ,

przy czym stale o iy dobiera sig tak, aby krzywa eksperymentalna miaka mozliwie
zblizony przebieg do krzywe] teorctycznej, uzyskanej z zaleznodei (3.3). Np. dla
krzywej z 1ys. 3 a iy wynosza odpowiednio 5,36 1 15,9.

Przyjmujac, Ze aproksymowana przez nas funkcja korelacyjna ma postaé (3.3),
otrzymujemy dla wzoréw (2.3) zwiazki . '

22
ke (71, T2} = Dﬁj“‘ e~dn—ml siny (13 — 71),

(3.4) ‘

kpye (71, T2) = D (02492 gl [cos vyt —712) — :Sin |7y — Tz?] )

Funkgje (3.4), podstawione do (2.4} i (2.5), pozwalajg na obliczenie pomocniczych
funkeji Him (, 7) i Gijim (1, 7), koniecznych do okredlenia dyspersii {emperatury
"(2.9); i naprezen (2.9);:
k-t

1 — e tFm) (cos yrt

sinyr)
Hip (7, 1) = A1 Bm

- (kimt a2y ’

Gigim (1, %) = Ai A1 By By [(1 — g~ Wt mdry 5
' - ' . —aki?

X Tt erm] Ktk 1 2] kg — @R +72)

3.5)

o+
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a2
+ {[( ) (ki — k) — — (kw kzm —a?— yz)] sin yr+-(kij kim+02+y2) cos yr}

{ o~ Hm+a) e gyt e }
[(Kimt a2+92] [(is — @2+92]  [(kiy+e2192] [(kim — a)2-1 72]
Feum k- o242 g Esmye keum kij+ o2 +y2 ]
—_— e m. —_— R
[(kim — 0)2492] [(kij+ )2 +92] [(km~+ a2 +92] [(kis — @)2+92]

Rozwiazania (3.5) posiadaja dwie interesujace wlasnosci:

Hip— 0,  Giim—0,

(3.6) - e

' ﬁg(’f’xa.}")“}os :’Eg(?«',x,y,z)—)-o
oraz '
(3.7 . ;H{.T_% Himis s (iﬁg,,—> Giflmioo »
przy czym

X y
€08 ¥ (,COS phan

‘Tﬁa (7, x, y)—~ 6129800 = (’%t — D{a2+y2) {2 A1 B (ki a)2 -2 +

T—>0Q

=1 1—1
x
€OS ¥;~o COS i 3 w . w  w oo
- \!
+ Z Z 4B Ceig-ta-4y2 } 2 2 e Z A A By
{ K kg o2-H92° dak’; m} y
[kim+aP+y2] [hig—a+92] (ki) ey a2] [Geg—a2) 2]
x X y
(3.8) _ X ¢os viTg Cos % g cos i B COS s

[e+] oo o0 oo

3
Tho (5%, ) > Ol = 22D (02472) 2 D Z s s By Byx

f=1 J=1 =1 I=I1

« {M kim kig+o2-y2 _
kit a2+ [tk — o)+
4okl : }
(kim k) (oo 2+92] ey — WP+y2]

X ¥y sin #; sin gy x y sy sin Hm
X1cos WECOS ‘uj—E + T COos W"“ECOS ‘um—E + ““;‘;;r .

Rozwiazania (3.8) sa réwnowaZne ze stacjonarnymi rozwiazaniami problemu.
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- Wzory (2.9) wraz z (3.5) ub wzory (3.8) daja catkowita charakterystyke sto-
chastycznych pol temperatury i naprezef, jesh zaloZy¢ normalny rozktad prawdo-
podobienistwa (dla celow praktyczaych wystarczajacym jest znajomos¢ wielkodcl
dyspersji).

Postgpujac podobnie mozna uzyskac wzory na interesujace nas rednie odchylenia
kwadratowe dla nieskoficzonych pretéw o przekroju kotowym lub dla elementow
skoficzonych o odpowiednich prostych przekrojach, dla ktérych znane jest TOEWig~
zanie zagadnienia deterministycznego. Rozwiazania dla elementdw skonczenych,
prosto otrzymywane z rozwiazania zagadnienia dwuwymiarowego, beda oczywiscic
bardziej skomplikowane.
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Pe3tomMme

HECT ATIHOHAPHOE CIIYYAMIGE i'IOJIE TEMHEPATYP ¥ HAIPSDKEHUWI
B BECKOHEYHOM CTEPXHE

B paMxax TeopEm KOPPENfAIEM PACCMATPUBAETCA HECTAMHOHAPHOS TEMIEPATYPHOE MNONS
# nore pedopManEi B GeCKROHETHOM CTEPXHE, PACHONOKCHHOM B CPEe, TeMIEPATYPa KOTOPOro
ABIACTCA CiyYalkgeM mponeccom. TeMmepaTypHOe IONE XaPAKTePH3YCTCA BEEYNHAME ARTO-
KOPPeTmOaEOH Gyt ke (X1, Xp, Y1, ¥2) B QECHEPCAAMH, OIPENSNCHHBIMA NPH TPSIIOIO-
IEHHF MCCTOSHAOTO KoadHhAIEeRTa TPOHBKHOBEHAS A3y ernd Tenna. KoppensuuonHas QyHrms
B JIECHEPCHS HAIDSXCHHE OnpeneliieTes Ha OCHOBe YIPOINSHHOH JeTepMUHEUCTHYeCKoH sanaym [7].

B xavecrse mpemMepa, AaercA noppobHoe PeIICHHS AN TeMIEPATYPHOTO MO H I Baops-
JKEHIH B CTEPIHES, PACIONOKEHEHOM B TOTOKE TA34 32 KAMepOil TOPeHHs, MCIoIb3ys HOCTATOTHO
AIMHHEYI0 peamEsalidio Upolecca ropemms, Kpome Toro, pemraercd 3amaua s CTAHMOHAPHOTO

CIyas,
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Summary

NON-STATIONARY RANDOM TEMPERATURE AND STRESS FIELD
IN AN INFINITE BAR

The non-stationary temperature and stress field in an infinite bar contained in a medium, the
termperature of which is a random phenomenon are considered within the frames of the correlation
theory. The temperature field is determined by the value of the autocorrelation function
ke (x1, X2, y1, ¥2,) and the dispersion which are determined assuming constant coefficient of heat
absorption. The correlation function and the dispersion of stresses is determined on the basis
of the simplified deterministic problem {7].

As an exaple of application a detailed solution is obtained for the temperature and siress
ficld in a bar located in a gas stream leaving a combustion chamber assuming a sufficiently durable
combustion process. In addition the problem of a stationary case is solved. :

POLITECHNIKA SLASKA W GLIWICACH

Praca zostala zlofona w Redakcji dnia 11 lipca 1968 r.





