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Omaczenia

a  wspOlczynnik dyfuzji cieplnej,
A, B, C stale wprowadzone w rownaniach (3.8) i (4.3),
g przy$pieszenie grawitacyjne,
(Gr), G liczba Grashofa,
K stala wprowadzona w rownaniu (3.16),
I charakterystyczna dhugosé plyty,
n parametr powierzchniowego gradientu temperatury,
(Nu) liczba Nusselta,
P, 0, R bezrwymiarowe funkcje zmienne] » wprowadzone w (3.14),
g lokalny wspélczynnik transportu ciepla,
t czas,
T temperatura,
u, v skladowe wektora predkosci,
x wspblrzgdna wadla? plyty mierzona od krawedzi natarcia,

y wspblrzedna normalna do plyty,

X, ¥ bezwymiarowe funkcje zmiennej n wprowadzone w réwnianiu (3.7),
a dowolna stala dodatnia,
B wspblczymnik rozszerzalnodci objgtosciowsj,

%, 7 Zmienne,

95, Oy, &1, {» bezwymiarowe funkcje zmiennej #,

wspdlczynnik przewodnictwa. cieplnego,
wspblczynnik lepkodei kinematyczngj,

gestoss,

liczba Prandtla,

tarcie powierzchniowe,

wskainiki u gbry oznaczaja zmienne bezwymiarowe,
pochodne wzgledem 17, ’
wskazniki u dolu oznaczaja wartmek odnoszacy sie do stanu ustalonego,
liczba aproksymacii,

indeks sumacyjny,

warunek na Sciance,

warunek w nieskoriczonodel.
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. 1. Wstep

Badania dotyczace analitycznych rozwiazaf zagadnienn laminarnej konwekejt
swobodnej byly w ostatnich latach przedmiotem duzego zainteresowania. W szcze-
gblnodci problemom tym poSwigcone sa prace R. SiEGELA [1], A.S. Gupty {2,
E. R. MenorDA i K. T. Yanca [3], K. T. YANGA [4, 5] i wielu innych. Matema-
tyczne rozwigzanie tego problemu, waznego z punktu widzenia zastosowan prak-
tycinych, sprowadza si¢ do rozwigzania vkladu rownaii rézniczkowych czastkowych.
Uzyskanie dla tych réwnan rozwiagzaf Scistych mozliwe jest jedynie dla nieskoficzo-
nej plyty pionowej, liczby Prandtla réwnej jednosce i przyjecia krétkotrwalych obcia-
et skokowych w postaci temperatury powierzchniowej bad# powierzchniowego stru-
mienia ciepla. Czesto przyjmuje sie w praktyce, Ze uzyskane przy powyZszych zalo-
zeniach upraszezajacych rozwigzania asymptotyczne shuszne sa nie tylko w duZej
odleglodci od krawedzi natarcia plyty, lecz réwniez odnosza sie do krotkiego prze-
dzialu crasu od chwili rozpoczecia przeptywn swobodne] konwekeji wzdluz plyty
o skonczonych wymiarach. Ogélna analiza $cistych asymptotycznych rozwigzan
dla nicustalonej laminarnej konwekeiji swobodnej na pionowe] nieskoficzonej plycie
przy dowolnych zmianach temperatury powierzchniowej lub strumienia ciepla
i liczbie Prandtla réwnej jednosci byla przeprowadzona w pracy [3). Efekt odsysania
nicustalonego laminarnego przeplywu ze swobodna konwekeja na pionowej, plaskiej,
nieskoficzonej, porowatej plycie byl przedmiotem badaf R.S8. NanDY i V. P. SHARMY
[6] i autora [7]. Stosunkowo mmiej prac poswieconych jest nieustalonej swobodnej
konwekcji wywolanej ogrzaniem ponieskonczonej plaskiej plyty bad# dowolnych
powierzchni. J. MADEISKI [8] ostatnio przedstawil ogélue sformutowanie problemru
niestacjonarnej konwekcji od plaskiej pionowej plyty. Strukturg laminarnej warstwy
przysciennej w tréjwymiarowym przeplywie z udzialem sit unoszenia zajmowal sig
ostainio R. ASkoviC [9].

Przedmiotem niniejszej pracy jest zbadanie nieustalonej laminarnej konwekcii .
swobodnej, wywolanej ogrzaniem plaskiej pionowej plyty o diugosci réwnej 1.
Rozwigzania analityczne w postaci zamknigte] uzyskane zostaly dla skokowej
zmiany temperatury powicrzchniowej i liczby Prandtla rownej jednofei. Wyprowa-
dzone zostaly wzory dla rozkladu predkosei i temperatury.

Szezegolny charakter tej pracy polega na poszukiwaniu formalnie $cistych rozwig-
zah TOwnan warstwy przy§cienne], zaleznych od czasu. Rozwigzanie §ciste rozumia-
ne jest tu w sensie H. ScALICHTINGA [10], Ze wszystkie wyrazy w réwnaniach warstwy
przyéciennej znikaja tozsamosciowo Tub sa oszacowane, natomiast Zaden z wyrazéw
nie jest pomijany a priori.

2. Rownania podstawowe

Przyjmujac poczatek ukladu wspolrzednych w dolnej kiawedzi plyty, o8 x wzdiuz
plyty oraz of y w kierunku normalnym do plyty, réwnania wyjsciowe wyraZajace -
prawo zachowania masy, momentu i energil cieplnej dla nieustalonej laminarnej




MNIEUSTALONA LAMINARNA KONWEKCTA SWORODNA NA PLABKIES PLYCIE {75

konwekeji swobodnej na ogrzanej péinieskoficzonej plycie pionowej przedstawiono
nastepujaco {11]:
' du L v 0.
ox ay B
ou 02 Pu
o T
or T oT T

2.1)

u o ﬂa—y =ua ayz .
Warunki brzegowe maja postaé
y=0: u=o9=0, T=1T,,
2.2) Y
y=o: u=0, I=T,,

gdzie (T — ) jest dana funkcja czasu ¢ i wspdhrzednej x. Wprowadzajac naste-
pujace wielko$ci bezwymiarowe:

X y
xt :T’ y+ :T’ tt ='Vf/lz,
2.3)
ul ol
ut = " s ot x——v s G+ ﬁgﬁl?’ (T_Too)/b'z:

réwnania (2.1) przedstawié¢ moZzemy

du dv
% +m:0’
ou du 5u &2y
_(2.4)' - '“at—‘l—ua"}'?)“é“;:(}'kﬁ,
G oG G . 1 #2G

—g + u'é");" k4 —a—y— = -:T‘ ““é“}“;?“,
gdzie dla uproszczenia krzysyki zostaly pominigte, a przez ¢ = v/a oznaczono
liczbe Prandtla.

Zgodnie ze zwykla procedura stosowang w zagadnieniach konWekc,jl swobodnej
przyjeta zostata aproksymacja Boussinesqua polegajaca na tym, Ze zmiany gestoel
sa uwzgledniane tylko wtedy, jedli powoduja powstanie wyrazu unoszenia.

Pomija sic wariacje wszystkich wlasnoci fizykalnych, tzn. przyjmuje sig, Ze wspol-
czynniki przewodnictwa cieplnego i lepkosei kinematycznej sg wielkosciami statymi.
Pomija sie Téwniez dysypacje lepkodciows i prace wykonana nad polem grawita-
cyjnym. Warunki brzegowe teraz mozna napisaé w postaci '

y:0; u=192=20, Gsz(x,t):z“ng(x),

2.5
@) y=o0: u=0, G=0,

gdzie Gug{x) nie jest jeszcze sprecyzowang funkcja x.
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Do rozwiazania réwnan (2.4) z warunkami brzegowymi (2.5) postuzymy sie
technika rozwiniecia niewiadomych funkcji w szeregi skonczone. Ciag funkeji
aproksymujagcych konstruujemy tak, aby zagwarantowad istnienie rozwigzania.
Zatem zgodnie z [12] rozwiniecia funkcji u, ». 1 G sa nastgpujace:

N N N
(26) U:Eug, 2?=Z‘?)i, G:ZG“
i=1 f=1 i=1

gdzie uy, vy, G) sa przyblizeniami pierwszego rzgdu, opisujacymi przeplyw po
uplywie krétkiego czasu od jego rozpoczecia; wm, vi, Gi (i22) aproksymacjami
drugiego rzedu, ktére uwzgledniaja wplyw wyrazéw nieliniowej konwekcji.

Podstawiajac (2.6) do (2.4) otrzymujemy nastgpujacy uklad réwnan rozniczko-
wych czastkowych dla pierwszych dwoch aproksymaciji:

6u1 67}1
Fr T
oy 0%y
2.7 Y “ﬁ— =Gy,
Gy 1 2G;
R

7 odpowiadajagcymi im warunkami brzegowymi

y:{): uiZ‘Ul:O, Glzta G’wg{X),

(2.8
) y == O iy = Gl = 0
oraz
Cu ov
2 2 0,
ax oy
5!12 o2 Uy 6u1 . _@ul
(2.9) T a2 = Gt — i
8G, 1 &Gy - 0G, aG,
a8 o ap  MTax Yoy

z warunkami brzegowymi

=0: wm=0,=0Gy=0,
2.10) ‘ 27— 2T
' y = 00! Uy = Gy = 0.

Ogblny dowdd zbieznoéci szeregdw tej metody dla N —- co nie istnigje. Mozna
jednak mieé nadrieje, Ze wielkosci ug, us, ... staja si¢ szybko pomijalne dla bardzo ma-
Iych ¢ nie tylko ze wzgledu na male wartodci wyrazdw konwekcyjnych, lecz rowniez
dlatego, ze warunki brzegowe sg spetnione tozsamodciowo dla w, vi i Gi (i = 2).
Na ogét w zupelnosci wystarcza uwzglednienie tylko pierwszei i drugiej aproksymacji
w,v 1 G, o ile dla nich zachodzi w3 < w (@@= 1)
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3. Rozwiazanie problemm

Wyzej sformulowany problem rozwigZzemy dla przypadku a = 0, kiéry odpo-
wiada skokowe] zmianie temperatury powierzchniowej i o = 1 (jest to przypadek
czesto spotykany w zagadnieniach praktycznych). Przy. splenieniu powyzszych wa-
runkéw rozwigzania réwnania (2.7); poszukujemy w postaci

(3.1) G1 (%, 1, 1) = Guyg (%) 8; (1),

gdvien = y/?.]/ i jest zmienna podobiensiwa. Borge pod uwage (3.1} 1 (2.7); widzimy,
ze nieznana funkcja 6 (i) musi spetnia¢ réwnanie

(32) 0}’ 1246, = 0

z warunkami brzegowymi 6; (0) =1, 6;(c0)=0.

Rozwigzaniem réwnania (3.2) jest funkcja

7

2 - '
61 (n) :.1—Vﬁj;fe“"adn=l—erfcn=erf17.
g | _

Podstawiajac teraz (3.1) do {2.7); znajdziemy

duy 8% uy

(3.3) o e Gmerer,

skad otrzymamy réwnanie na nieznang wielko$¢ #;. Rozwigzania réwnania (3.3)
poszukujemy w postaci '

(3.4) uy (3,9, 1) = 1Guo (%) &y (1),
gdzie funkcja £ () speimia réwnanie

(3.5) &y 2ty — 48 = —derfey
i spelnia warunki brzegowe

(3.6) £1(0) = L1 (0) = £y (o0) = 0.

Zajmijmy si¢ teraz réwnaniem (3.5). Bedziemy poszukiwaé rozwiazania szczegdlnego
réwnania (3.5} w postaci

(3.7 Lip ) = X () exfe n+Y (),
gdzie funkcje X () i ¥ (n) okreslone réwnaniami
X' 42X —4X = —4,
Y'Y —4Y = %X’ e ",

maja postac

2
X)) =—22, Y@= "‘"/"gﬂe""-
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Rozwigzanie szczegélne (3.7) przyjmie teraz postad
2
! s 2 Er— “’72,
Linlm) 2 erfcn-k]/ﬂ he

Dwa szczegdlne rozwiqzénia jednorodnego rownania (3.5) sa nastgpujace:

Lin () = 14202,
o Lt = +2?) erfern — ]71—“ ne”",
a rozwigzanie ogdlne rédwnania (3.5) przyjmuje postaé
(3.8) L =A(1+22+B [(1 +292) erfc oy — 1/—2—9_{ ne"?z] — 22 erfcy + % ne~ ",

Do okreflenia stalych 4 i B wykorzystamy warunki brzegowe (3.6). Mamy
A= B=0 i dlatego (3.8) prowadzi do zwiazku

2
Ly = —2n2 exle -+ V—;ne"“a.
Z rownania (2.7) wynika, Zc

dG
(3.9) C nlen )= =2 (),
gdzie
| 2 ot o — D e
L) = — g erfey 3]/5(17—).9 T

Wykorzystanie teraz pierwszej aproksymacji réwnania (2.9); daje

(3.10) G 2% _ 6 (x) -@-(C 0, — &) 61)
. ar 6y2 S Fo1) dx 1Y 1 Y1)
Jedli zalozymy

dGup
(3.11) Gy (x, 9, D) = 12 Gyy (x) e 0z (),

to réwnanie (3.10) moze byé sprowadzone do lintowego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego drugiego rzedu o zmiennych wspdlezynnikach i z nieliniowymi funkcja-
mi reprezentujacymi sily wymuszajgce:

g 2
(3.12) 6;' —i—znﬁé - 8y = — 8nZ erfc? n+ 7; (1'] — ?Tﬁ) e erfc -1

4+ i(z 2 __ 1) e—2n2+ _E_ P
3 3n ’

gdzie 65 () jest nieznana funkcja. Warunki brzegowe dla tego réwnania sq nastg-
pujace:
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Dwa rozwigzania szczegolne jednorodnego réwnania (3.12) maja postac

4
O ) = L+ dg2+

4
o (1) = (1 +-dn2 4 3 174) erfcy — 3 l/_ (5423 e ™.
Okredlamy rozwiazanic szczegdlne niejednorodnego réwnania (3.12) w postaci [13]

(3.14) by () = P () exfc2 90 (.n). erfe R (%),

gdzie dla funkcji P (x), @ () i R{n) dostajemy nast@pujacy uklad réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych:
: P 42nP' — 8P = — 82,

8 8 2 .
(3.15) Q”+217Q — 80 = ]—/—"P’ e ]/—(17——37?73) e "

R"4+23R' —8R= ’ Q e ™ — —S_Pe—zﬂ" + ——(2 2 1)e 2+ ie—"“.
' L ]/_ 7 37 3m
Rozwigzaniem réwnania (3.15) jest funkcja
1 4
(3.16) Pl =K+ +2 (14+2K)n2+ ?Kn‘h

gdzie K jest staly bezwymiarows i bedzie okreslona pdiniej. Korzystajac z (3.16)
i réwnania (3.15), znajdziemy

R [(5+8K)?7+-—(8K—1)°73] e,
kidrego rozwiegzaniem jest funkcga
- [(19 +20K) (8K —1) 3] =
= T — —_ e
Roéwnanie (3.15); napisane teraz w postaci

4129
R'+2qR —8R = — 5[? + 26K (8K — D)2+

: 8
— al —omp2 . —n?
+201 4K)n]e - ?me

ma rozwiazania tylko dla K= —1/2. Zatem otrzymujemy nastgpujace wyrazenia
na poszukiwane Tunkcje P (n), Q (), Ry}

2 1
POy = — 3% Q= 3]/ﬁ( ?H-Sn)

_9?2

' i 22 4 ——ﬂz
Ry =—nme™ T 15,¢
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Biorac pod uwagg warunki brzegowe (3.13) otrzymujemy
0y () = 24f2-|-1[(1 53)"ﬂ*+
2 () ety T3 S e

4 1 4
5‘/_(1—1-47; +— n‘*)]erfcn———nze‘z” —“1—5“[ 3]/m(51?+2?? )]3 ”

Dlatego z (3.1) i (3.11) wynika, Ze

(3.17) G(x, 7, 1) = Gu(x) b1 () +12 Gwo(x) " 02

Po podstawieniu (3.4), (3.9) i (3.11) do (2.9); dostajemy rc’)wnanie‘

Sup 32y

ot a2 = 22 Gup (x) 2 Gy — 0,

ktére réwniez moze byé sprowadzone do réwnania zwyczajnego. Mamy zalem

> 5,

dGy
(3'18) . uZ(xa /B t) =1 G‘wﬁ (x) dx

gdzie szuicana funkcja 5 () jest okre§lona réwnaniem

(3.19) Ly oty — 120, =4 — L & — 0)
1 warunkami brzegowymi _
| £2(0) =& (©) = {5 () = 0.

Roniqzanic réwnania (3.19) uzyskamy w ten sam sposéb jak rozwigzanie réw-
nania (3.12). Pomijajac szezegdly Zmudnych przeksztalcen ostateczny wynik dla
¢ () mozZna napisaé w postaci nastgpujacej:

, 8 \[ 8 {33
L) = ( + "1*5*;5-) [—'— (T n-|-7173+135) e —
1 3 1 1
- (1 ~}-60p2-}-dmA - l—snﬁ) erfc n] + (? + T??H“ —2—914 + ?nﬁ) erfcZn+
1 {1 1 2\ ., 4 4
+ [‘ ;/;—‘(7“ ERAE R ) + T(1+4”3+?”5) -

8 1 1 ( 8 )] |
— ol . 3 g3
157 "] erfent o (’7 2 "2) T 15::[ 15]/::1. 1 '

Diatego mamy

(3.20) u(x, 9, ) = tGuo (%) &1 () +8 Gwo(x) T = )
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4, Wyniki i dyskusja

Skoro funkcje uy, ty, Gy i Gy zostaly juz znalezione, okreflenie w niniejszym
zagadnieniu odpowicdnich wielkosci charakterystycznych dla laminarnych warstw
przyéciennych jest juz sprawa prosta. W kazdym problemie dotyczacym swobodnej
konwekgji okre§lenic powierzchniowej predkoéci przenoszenia wydatku cieplnego
jest zagadnieniem pierwszorzednej wagi. W naszym przypadku predko$é przenosze-
nia ciepla moze byé dla wygody wyrazoba za pomocg zwyklej liczby Nusselta
okreslonej za pomoca wzoru l

o~ ‘_'1q+¥ [6G+]
: .(JH)i Ao oy* y+=0’

ktéry razem z réwnaniem (3.17) prowadzi do wzoru

(4.1) 'JE_E(NLI) _ —-% de(]
_Gwo t “+40,143 P

Tarcie powierzchniowe plyty moze by¢é wyliczone z prawa Newtona

2 Tw out
7 = = ,
ov2 oyt yt=0

ktére w polaczeniu z réwnaniem (3.20) daje

1
T _ 3 g 014 25M
= { 14
Gug ? dx

4.2)

Przypusémy teraz, 7c temperatura powierzchniowa jest wprost proporcjonalna
do potegi x [14], tzn.

43 Gy (x) = Cx™

Przypadek # = 0 odpowiada réwnomiernemu rozkladowi temperatury powierzchnio-
wej, podezas gdy n = 1/5 przedstawia przypadek rownomiernego rozkiadu po-
wierzchniowego strumienia ciepla. Szczegdlnie interesujacym jest przypadek n = 1,
dla ktérego rozwigzanie samopodobiefistwa téOwnan warstwy przy§ciennej jest
identyczne 7 réwnaniami ciagloéci i emergii Naviera-Stokesa [15].

Dlan=11i C=1 zwiazki (4.1) i (4.2) daja

1
7 & (Nu 3 .
LA 70,1432,
(4.4) _
1
L ER AN
= = £z 40,0146

X
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Wyniki numeryczne formut (4.4) dla réznych czaséw sq zamieszczone W tablicy 1.

Tablica 1
t 00 1025 [05 |10 |15 |20
wllZ (N .
2 ) 3166 2,018 | 1,464 1,143 1 1,078 | 1,111
- , ,
g2t .
w1 0,316 ] 0,500 0,712 1,014 | 1,262 | 1,488
X

Na rysunkach 1 i 2 przedstawione zostaly wykresy rozktadu predkosci i tempera-
tury jako funkcja zmiennej samopodobiefistwa 7. Z rysunkéw mozna fatwo zauwa-
2y¢, %e funkcje aproksymacyjne drogiego rzedu gwaltownie maleja. Fakt ten wykazuje,
Ze szeregi moga wystarczajagco dobrze opisaé nieustalony przeplyw swobodnej
konwekcji az do zakoficzenia calego procesu.

021~
4
o1
-2
i ! 1
0 10 20 n 7
Rys. 1 : Rys. 2

Nalezy jednakze zaznaczyé, ze powyzsze cfekty powinny byC interpretowane
fizykalnie dopiero po zamianic wielko$ci bezwymiarowych na ich wielkodci wymia-
rowe. Jako wniosek koficowy mozna stwierdzié, Ze taka sama analiza stosuje sig
rownie dobrze w przypadku, gdy temperatura poWiechhniowa zmienia sie z czasem
w sposéb potegowy. Bardziej zloZone zagadnienia beda przedmiotem nastepnych prac.

5. Uwagi' koficowe

W tym punkcie podany zostanie sposéb rozwigzania powyZszego problemu
w ogdlnym przypadku, gdy liczba Prandtla jest rézna od jednodel (o # 1). Wpro-
wadZmy nowa zmienna samopodobiefistwa, okre§lona za pomocg Wwzoru

5.1 ﬁ:%]/it:n;/&i
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Bioragc pod uwagg réwnania (2.7)—(2.10) i zwigzek (5.1) dostajemy

{5.2)

B 1270, =0,
BT — 4T = —40, Gy,
By +276, — 86, = 4 5 GY/3) 81 (rly/ @) — L1l ) 07 Gly )L,

B 12T —128, = 415 Gl — LGS B GlY o) — 01 Gy 3]

z warunkami brzegowymi

(5.3)

o]
<
“

7 =0: 61:1,5 =l={ =
=8, =0,

Dla otrzymania numerycznego rozwiazania réwnaf (5.2) jedynie rozsadng

rzecza jest poshuzenie sig elektronowymi maszynami liczacymi.

Autor wyraza gleboka wdzigczno§é doc. dr inz. Jackowi MACZYNSKIEMU

za jego cenne uwagi odnoénie tej pracy.
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11,
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13,
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1. POP '

Pesmome

HEYCTAHOBUBMIAACA JJAMHHAPHAS CBOBOIHA KOHBEKIIA
HA BEPTUKAJIBHOW TDIOCKOW IDTACTUHKE

B mpenmomennoii pabore, oBcyimAeHCS HEyCTAHOBUBINASCS cBODOAHRA TAMAHADHAS KOH-
BEKLIM3, BBI3BAHHAS HATPEBOM MOJIyBGeCKOHETHON myocKof BEPTHKANGHON MTACTHORU JIHHOM [,

ABANATAYECKHS. PSIICHES, B SAMKHYTOM BEAE JUIH PacOpesieICHAs CKOPOCTH M TeMOepaTypht
MOJIY4eHO, ANA CKAYKOOTPASHLIX M3MEHCHWH IIOBEDXHOCTHOE TEMIEpaTYpLI W u@cTa Tpasgrns
PEBHOTO €AHHULE. ITH perieHAs GBI TONYHSHET, YTEM PA3NOKEHAN MCKOMEIX hyHknmit B kKO-
meunsie pager. {lonyyenn uucioRpIc pemexdua i wmcia HyccensTa B mOBSPXHOCTHOTO TpeHms
IACTHHKH /U1 PA3HBIX SHATCHUE BPEMOHHE. PesynpTaTsl IpeACTaBACHET TAKKE, B BANS rpafdukon.

Summary
UNSTEADY LAMINAR FREE_—CONVECTION ON A VERTICAL FLAT PLATE

In the present work we shall consider the unsteady laminar free-convection caused by heating
a semi-finite flat vertical plate of length I

The analytical solution in closed form for the distribution of velocity and temperature has
been obtained for abrupt changes of the surface temperature and the Prandtl number equal to
unity. Those expressions have been obtained by txpansion of the sought functions into finjte series.
Numerical results have been obtained for the Nusselt number and surface friction for various va-
lues of time. The results are also presented graphically.

Praca zostala zlozona w Redakceji dnia 17 lipca 1968 v,






