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1. Wprowadzen'e

Problem skrgcania pretéw cienkosciennych o zmiennych przekrojach dwuteo-
wych stal si¢ przedmiotem zainteresowania specjalistéw stosunkowo niedawno,
bo w polowie lat pieédziesiatych naszego stulecia.

W roku 1954 publikuja swa prace G. G. Kuro, B. G. Jounston i1 W. J. ENEY
[1]. Praca ta o charakterze do$wiadczalnym miafa jednak gléwnie na celu zbadanie
wplywu odksztatcalnodel przekroju (zginania §rodnika) na rozklad naprezen w prze-
kroju preta i dotyczyla, z wyjatkiem jednego eksperymentu, wylacznie dwu-
teownikéw o stalym przekroju poprzecznym. Jedyny przyklad przekroju zmien-
nego polegal na zbadaniu belki dwuteowej o dwdch dodatkowych nakladkach
pasowych przebiegajacych na czesci belki (skokowa zmiennoéé przekroju), pracu-
jacej w schemacie wspornika utwierdzonego i obcigZonej momentem skrecajacym
na swym swobodnym koncu; wplyw zmiennoéci przekroju miat tu znaczenie drugo-
rzedne i nie byl analizowany teoretycznie. _

Dwa lata pozniej, tj. w rokn 1956, oglasza wyniki swych badan L. H. N. LeE [2].
Badania te dotycza dwuteownika jako preta zbieZnego. Idac droga wskazana dla
dwuteownikow o stalym przekroju poprzecznym przez S.P. TIMOSHENKE, otrzy-
muje L. H.N. Leg dla preta utwierdzonego jednym kopcem, a na swobodnym
obcigZzonego skupionym momentem skrecajacym, réwnanie rézniczkowe problemu
ze wzgledu na kat obrotu przekroju w formie liniowego, niejednorodnego roéwnania
rozniczkowego trzeciego rzedu o wspdleczynnikach funkcyjnych, ktére rozwigzuje
metoda szeregdw potegowych.

Z poczatkiem lat szedcdziesiatych (1960-1961) publikuje dwie prace F. HAMAYOSHI
[3 1 4]. W obu opracowaniach analizuje autor ten sam problem, mianowicie skrecanie
preta dwuteowego o parabolicznej zmiennosci wysokosci §rodnika. Podobnie jak
L. H. N. Leg, réwniez F. HAMAYOSHI postepuje droga S. P. ‘TIMOSHENKI, otrzymujac
dla schematu wspornika utwierdzonego, obcigzonego skupionym momentem
skrecajacym na koficu swobodnym, podstawowe réwnanie roZniczkowe zagadnienia
w formie niejednorodnego, liniowego rdwnania réiZniczkowego trzeciego rzedu
(ze wzgledu na kat obrotu) o zmiennych wspdlczynnikach; rzad tego réwnania
moZna obnizyé do drugiego. Rozwigzanie tego ostatniego, kit6re zawicra funkcie
paraboliczng zmiennoéci §rodnika w postaci ogélnej, otrzymuje sie metoda szeregdw
potegowych.
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Nieco innym zagadnieniem zajmuje sie w roku 1963 J. C. OSTROMIENCKD [5].
Rozwaza on konkretne zadanie zaczerpnigte z prakiyki: skrgcanie preta dwuteowego,
ktorego przekrdj zmienia si¢ w sposob skokowy wylacznie w jednym miejscu na
dhugoéci preta wskntek naglej zmiany wysokodei $rodnika przy zalozemiu, Ze
plaszczyzna jednej z polek pozostaje bez zmian. Praca ta nie zawiera jednak ogdlnicj-
szej analizy problemu. 7

Omawiany problem bada rdéwniez Cz. MIickiEwICz [6). Jego praca opublikowana
w roku 1963 dotyczy skrecania pretdw typu dwuteownika o skokowym charakterze
zmiennofci przekroju. Przyjeta metoda obliczeniowa polega na uwzglednieniu
warunkow ciaglofci w miejscach skoku przekroju, przy czym wykorzystuje sig
metode parametrdw poczatkowych, odniesiona do odcinkowo stalych przekrojow
preta w oparciu o zapis macierzowy. Praca ta przedstawiajac pewien sposdb oblicza-
nia pretéw okreslonego typu nie zawiera jednak merytorycznej analizy problemu.

W roku 1965 autor niniejszego opracowania przedstawia w pracy [7] wyniki
wlasnych badan w tej materii. W oparciu o wszystkie klasyczne zalozenia technicznej
teorii pretéw cienkosciennych o stalych przekrojach poprzecznych, opracowanej
najogdlniej przez W. Z. WeAsowa {8] craz w nawiazaniu do prac wlasnych [91i 10],
otrzymuje dla problemu skrgcania bisymetrycznego preta dwuteowego o zmiennej
wysokoscl §rodnika podstawowe réwnanie rdzniczkowe zagadnienia oraz wyrazenia
dla sit wewngtrznych i naprezen w przekroju. Przeprowadza réwnie? dowdd iden-
tycznoici otrzymanych wyrazen z tymi, jakie otrzymano inna droga w pracach [3 i 4].

Rozwinigeiem pracy [7] jest praca [11] autora, ktéra ukazala si¢ w roku 1968.
Uwzgledniono w niej nie tylko zmiennoé¢ wysokosei §rodnika, jak do tej pory, ale
réwnieZ zmiennos¢ szerokoéci pélek dwuteownika. Podobnie jak -w poprzedniej
pracy wyprowadza si¢ tu podstawowe réwnanie rézniczkowe problemu oraz wyra-
Zenia dla sit wewnetrznych i naprezeit w przekroju. Otrzymane wyrazenia anali-
tyczne poréwnuje sie z tymi, jakie odpowiadaja pracy [7] oraz opracowaniom
[91 10] autora; te ostatnie prace dotycza co prawda nieco innego problemu, miano-
wicie skrgcania preta cienkodciennego typu powloki walcowej o zmiennej diugosci
konturu, ale obejmuja swym zakresem réwniez prety dwuteowe, w ktorych ulegaja
zmianie wylacznie szerokoéci ich polek. Z poréwnania tego wynika nadrzedny
charakter wyraZen dotyczacych dwuteownika o zmiennej wysokodci Srodnika
I zmiennej szerokosci pélek w stosunku do odpowiednich wyrazen dla dwuteownika,
w ktérym zmienia si¢ tylko wysokoéé érodnika preta lub tez wylacznie szerokosci
jego polek.

Nalezy dodaé, ze wszystkie wymienione wyzej prace opieraly sig na zaloZeniu,
ze nachylenie pélek preta dwuteowego, powstale wskutek zmieniajacej sig wysokosci
jego $rodnika, jest male, co w konsekwenciji pozwalato przyjaé, Ze naprezenia nor-
malne w obu pélkach i Srodniku maja kierunek identyczny, réwnolegly do osi
podluznej preta. Trzeba stwierdzi6, ze takie zaloZenie jest tylko przyblizeniem,

_ poniewaZ w rzeczywisto$ci naprezenia normalne w pétkach zmieniaja swéj kierunek
w zaleimosei od polozenia przekroju i sa styczne do krzywizn polek w danym
przekroju. '
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Rzeczywisty kierunek napreZen normalnych w pétkach preta dwuteowego
o zmiennej wysokodci $rodnika probowali w roku 1967 uwzglednié G. C. LEE
i B. A. SzaBo [12]. Zakladajac, ze postaé odksztalcenia dwuteownika przy skrecaniu.
jest taka, jak w przypadku statego przekroju poprzecznego, otrzymuja oni réwnanie
rozniczkowe problemu, ktére odpowiada spetnieniu warunkéw réwnowagi skretnej,,
jednak tylko dia liniowo zmiennej wysokoSci przekroju.

Celem niniejszej pracy jest szezegdlowe rozwazenie problemu skrecania cienko-
Sciennego preta dwuteowego o zmiennym, bisymetrycznym przekroju poprzecznym
na podstawie analizy Tzeczywistego stanu przemieszezen i odksztakcen takiego preta..
Problem ten bada sig tu przy uwzglednieniu sit masowych i dynamicznego charakteru
zewngirznego obciazenia skrecajacego m (z, ) (rys. 1); w szczegdlnodci rozwaza sie
problem statyczny i zagadnienie drgan wlasnych. Za podstawe analizy teoretycznej
przyjmuje si¢ wszystkie klasyczne zaloZenia techmicznej teorii pretéw cienkodcien~
nych o stalych przekrojach poprzecznych [8], a wige nastepujace hipotezy:

a) nieodksztalcalno$é konturu poprzecznego w jego plaszezysnie,

b) brak odksztalcenia postaciowego powierzchni $rodkowej preta oraz

c) spaczenie przekrojéw przy skrecaniu (hipoteza Wagnera).

Rys. 1

Jedli chodzi o sposob zmiany przekroju poprzecznego badanego preta dwuteowe-
go, to zaklada sig, Ze przekrodj ten zmienia sig tak, jak to pokazano na rys. 1; tak
wige w najogolniejszym przypadku zmianie moze ulegaé wysokos§é érodnika, szero-
kos¢ obu péiek oraz grubosci obu tych elementdw preta. Nalezy dodaé, #e zmiany
te powinny mie¢ charakter ciagly i narastaé powoli.

2, Oznaczenia

Symbolika oznaczefi nawiazuje do proponowane] przez W.Z. Wrasowa [8],
natomiast odpowiednia terminologie czerpie sic z pracy J. Rurkckieco [13].
Wazniejsze oznaczenia sa nastgpujace:
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glowny biegun wycinkowy przekroju,

szerokoSé polek preta,

biegun pomocniczy; punkt przebicia osi z z plaszczyzny biezqcego
przekroju; réwniez bimoment,

modul Younga,

pole powierzchni przekroju,

przyspieszenie ziemskie,

modut sprezystosci postaciowej,

wysokod¢ §rodnika preta,

wewnetrzny moment skrecajacy calkowity,

moment skrecajacy Saint-Venanta,

moment gietno-skretny,

weklory jednostkowe przyporzgdkowane odpowiednio osiom x, ¥, 2,
moment bezwladnoéei przy skrecani,

biegunowy moment bezwladnosei przekroju wegledem punkiu A,
moment beawladnodcl przekroju wzglgdem osi X,

moment bezwladnodel przekroju wzgledem osi p,

wycinkowy moment bezwladnosci przekroju,

czestofei drgafi whasnych, skretnych preta,

rozpictost prgta,

obcigzenie skrecajace rozlozone w sposéb ciagly; rownieZ masa preta,
punkt peoczatkowy prostokatnego ukladu wspolrzednych x, ¥, z
sity d’Alemberta w kierunkach osi x, y, Z, mierzone na jednostke
powierzehni dia dowolnego punktu powierzchni érodkowe] preta,

~dhugo$é uku po konturze przekroju,

wspohrzedna czasy,

energia kinetyczna preta,

przemieszczenia dowolnego- punkiu powierzchni Srodkowe] preta
odpowicdnio na kierunkach osi z, x, ¥,

energia potencialna preta,

energia sprezysta sit wewngirznych,

potenciat sit zewnetrznych,

obietos§é preta,

encrgia calkowita preta,

wspblrzedne prostokatnego ukladu wspblrzednych,
cigzar whasciwy materialu preta,

grubosé elementéw preta,

odksztaleenie liniowe na lierunku osl z,
odksztalcenie liniowe w kierunku stycznej do krzywizny
potk,

wspolrzedna bezwymiarowa wrzdhaz dlugodci preta,
kat obrotu przekroju preta,

gestoss pregta,

naprezenie normalne,

odpowiadajace naprezeniom ¢ naprezenia {nace,
naprezenia tngce Saint-Venanta,

pole powierzchni wycinkowei,

okreslonej

a()
E ]

2
{ ):—é?( ).
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3. Rownanie roZniczkowe problemu

3.1. Premieszezemia i odksztaleenia, Aby mozna bylo wyprowadzié¢ podstawowe
roéwnanie rézniczkowe badanego problemu, trzeba najpierw okreélié zwiazki miedzy
przemieszczeniami a odksztatceniami dla dowolnego punktn powierzehni Srodkowej
rozpatrywanego preta. ‘

W szczegdlnosci nalezy wyprowadzié wzory okreflajace liniowe odksztalcenia
jednostkowe &, dla punktéw potozonych na powierzchniach §rodkowych pélek
dwuteownika zakladajac, ze w dowolnym przekroju preta odksztalcenia te maja
kierunek styczny do krzywizn polek dwuteownika. Analiza odksztalcen liniowych &
w punktach powierzchni $rodkowej $rodnika jest zbedna, poniewaz obrét tego
ostatniego wokol punktu A jako $rodka obrotu nie wywoluje takich odksztatcen.

Rys. 2

Niech bedzie dany pret dwuteowy (rys. 2). Dla wygody wyznaczy sig odksztalcenia
s* jedynie dla punktéw okreslonego na rys. 2 linig ciagla elementu pétki, a wige
dla punkiow, ktérych wszystkie wspdhrzedne w przyjeiym ukladzie wspoh‘zqdnych
x, y, z sg dodatnie.

Jak wynika z rys. 2, w stanie n1eodksztalconym wspOlrzedne dowolnego punktu
Q rozpatrywanego elementu potki oraz jego punktéw sasiednich R i S, oddalonych
od punktu Q odpowiednio o dy i dz, sa nastgpujace:

dxp
(31) Q (Xp, y: Z)J R (xin: y_}'dya Z)) ’ (xﬂ+ dZ ys Z"I"dZ)

Wskutek obrotu preta i zwigzanych z tym odksztalcen punkty 0, R, S zajmuja
‘ nowe poloZenie

Q, (xi? - 6)’: y+6x17: Z‘{“‘u) ’

Ju
(3.2) R (xp — By — Bdy, y—l—dy_—{—@xp, ztut —a;ldy),

Rozprawy Inzynierskie - 3




150 ZBIGNIEW CYWINSKI

& S’( P O s vttrg oty 8L
Xp dz dz — Hy _E; Z), y+ Xp oz zxp+ dz Z, Z+

Ju
+dztut — dz) .
az

gdzie u(y, z, £) jest chwilowo nieznana funkcja przemieszezenia punktu @ w kie-
runku osi z.

Odksztalcenia liniowe 8: w punkcie @ w kierunku stycznym do krzywizny
rozpairywanej potki mozna wyznaczyé (z pominigciem wielkosei nieskoficzenie
malej wyZszego 1zedu) z zaleZnosci

@ SP—@5P

(3.3) & = —W s
gdzie
Q832 = [1 -+ (@)Z] dz
dz ’
(3.4)

— dep 0 \2 [a6 dxp \2 ou\2
(Q'S 2= —‘—'““—G;y + —Expirﬁ—dz— + IJFFZJ dz2 ~

[(dxp)2 80 dxp . Bu] )
AWt 2 oz dz y+ +2m6; dz?.

Podstawiajac wyrazenia (3.4) do wzoru (3.3), preyjmujac przy tym druga uproszczo-
ng postac dla ({'S")?, otrzymana przez pominigcie wielkosci nicskoficzenie malych
wyiszego rzedu, znajdziemy '

_ . 1 du 80 dxp
(35) & ™ _dep)z %;‘ - E—E;y .
1+
: dz

Jefli prredstawié teraz elementy liniowe Q'R’ i _Qg S w postaci wektorowej

Ju
Q'R’ = —fdyi+dyj+ By dyk,

(3.6) .
) 'S" (dxp 66 ) . '69 +6dxp)d . (1+ au)d
‘ S=\% "% dz‘+(az xph 0 | dei 15, | a2k
i uwzglednié znany warunek braku odksztalcen postaciowych w formie
QIRF.QI Sr
(3.7 cos (Q'R,Q'S) === =0,

to z tego ostatniego wynika réwnanie

dxp a0 a0 dxy,  Ou n du Ou
dz 8y 0z dy

(3.8) A+ O—yt+—
Z Z
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Po uproszezeniu i pominigciu wiclkodel nieskoniczenie malych wyzszego rzedu
otrzymuje si¢ réwnanie
Ju af

(3.9) @ = Exp )

a nastepnic po jego scalkowanin wzgledem zmiennej y funkcje # w postaci

ot
(3.10) W=ty T S Xp Y

Funkcia #; okre§la w danym przekroju przemieszczenie liniowe w kierunku osi z
punktu polozonego na krawedzi pdlki i érodnika (y = 0). W rozpatrywanym przy-
padkn uy = 0, a zatem mamy

af

(3.11) U= "Xy

Poniewaz pochodna funkeji # wzgledem zmiennej z jest okreflona wzorem

ou_ @0 30 dxp

(312) E — 222 xﬂyrﬁ_d;"gzmys

wigc ostateczna postaé wyraZenia okreélajacego odksztatcenia liniowe s; jest na mocy
wzoru (3.5) nastgpujaca:

.
dx'p )2

dz

24
622 XplY —

(3.13) & =

p

1

266 dx_p )_ 1 0 20’ ;
)= T T O e 20 ).

Zakladajac, Ze wielkosé x;,z w stosunku do jednodci jest dostatecznie mala
(zatoZenie tagodnej zmiennodci przekroju), mozna t¢ wielko§é pominaé. Otrzymuje

si¢ wowezas dla &, prosty wzor
(3.19) g =—0"xpy— 20" x y.

Jesli wprowadzié pojecie pola powierzchni wycinkowe] w = xp ¥, mo#na wzdr
(3.14) wyrazié réwniez w postaci

(3.15) s: = —f" 0 — 20" .
W tym miejscu nalezy stwierdzi€, Ze wyprowadzony tu wezdr (3.15) rdini sig

od odpowiedniego, jaki przyjeto w pracach [3 i 4} i nawiazujacych do nich opraco-
waniach wlasnych [7 i 11]

(3.16) ep — — (D)

o skladnik —68w'’. Jak wiadomo, wzdr (3.16) wynika z potraktowania problemu
skrecania preta dwuteowego o przekroju zmiennym podobnie do analogicznego
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problemu w przypadku stalego przekroju poprzecznego przy zaloZenin, Ze przy
skrecaniu dwuteownika jego potki sg zginane W swoich plaszezyznach, Tak
wiec, jesli # = fxp jest ugigcicm potki (przemieszezeniem zgodnym z kierunkiem
osi ¥), to, wykorzystujac wzory wytrzymatosci materialéw, otrzymuje sig odksztatce-

 nia liniowe w postaci g = —'’ ¥y = —(fxp)”" » = —(Bw)"". Jak wykazaly obliczenia
poréwnaweze, skladnik —fw’’ znicksztalca rzeczywiste wartodci odksztalcen linio-
wych s, doé¢ istotnie, chociaz wielko§é odpowiedniego blgdu zalezy tu od wielkoéci
krzywizny whasciwej potki dwuteownika. Im mniejsza jest krzywizna pélki, tym
biad ten jest mniejszy, a dla liniowej zmienno$ci wysokoéci §rodnika (stalego nachy-
lenia pélek) zanika on zupetnie (@'’ = 0). '

Na mocy powyZszego moina uznal dotychczasowe rozwigzania teoretyczne
przedstawione w pracach [3,4,7 1 11] jako poprawne tylko w czgfci dotyczacej
dwuteownika o liniowej zmienno$ci wysokosci Srodnika, natomiast w przypadku
tej zmiennoéei okre§lonej krzywoliniowo rozwigzania te trzeba traktowaé jako
okre§lone rozwigzaniaz przyblizone.

3,2. Wyprowadzenie réwnania rézniczkowego metoda energetyczha. Blizszq analize teéore-
tyczna przeprowadza sig dla preta pokazanego na 1ys. 1. Podobnie jak w przy-
padku statego przekroju poprzecznego zakiada si¢ réwniez i tu, Ze w przekroju
badanego prgta wyst@pujac' jedynie réwnomiernie rozlozone na grubodci Sctanck
napreZenia normalne ¢ i odpowiadajace im naprezenia tnace 7 {dla dwuteownika
wystepuja one tylko w potkach) oraz moment skrecajacy Saint-Venanta Hy.

Potrzebne do okreélenia energii sprezystej sit wewnetrznych naprezenia normalne
¢ wyznacza sig zgodnie z prawem Hooke’a na podstawie wzoru (3.14) jak nastepuje:

(317 o (3,7 1) = —E[0" (2, 1) Xp (2} y 120" (2, ) %, (2) V).

Naprezenia tnace 7 w my$l hipotezy braku odksztalcenia postaciowege nie maja
wplywu na wartosé energii spreZystej sil wewngtrznych i nie sa-na razie istotne;
beda one omdwione pdzniej. Natomiast moment skrecajacy Saint-Venanta Hy
wspoluczestniczy w tworzenin wymienionej energii i okreflony jest wzorem

(3.18) Hi(z, §) = GJa(2) 0 (z, 0).

W powyzszych wyrazeniach E jest modulem Younga, G modulem sprezystoéei posta”
ciowej, ‘a J; zmiennym momentem bezwladnosci przekroju przy skrecaniu, Dla
jasnoéci we wzorach (3.17) i (3.18) podano argumenty wystgpujacych tam funkcii.

Korzystajac z metody energetycznej, nalezy znaleZé wyrazenie dla calkowitej
energii badanego preta i okredli¢ warunki, przy ktérych energia ta bedzie minimalna.
W danym przypadku energia catkowita W jest réwpa energii kinetycznej T pomniej-
szonej o energig potencjalng U wediug wzoru

(3.19 W=T-—"U.

W pierwszej kolejnosci zostanie wyznaczona energia potencialna U. Ma ona
postaé

(3.20) U= UntUe,
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gdzie Uy, jest energig spreZysta sit wewngirznych, a Uz jest potenciatem sit ze-
wnetrznych. Pierwsza z wymienionych mozna przedstawié w postaci '

¢
| 1
= — 2 — '
(3.21) oo f(ZE fc av-r fH;cG dz)dt.
0 14 I
Tutaj 1y i t; opisuja dany przedziat czasu, a dV = dx dy dz. Potencjal U, natomiast
uzalezniony jest tylko od rozloZonych w sposéb ciagly momentdw skrecajacych

m(z, 1} i jest okreSlony przez wzor
b1

(3.22) U= [(— [ modz)a.

rig z
Jezeli we wzorze (3.21) uwzgledni sie zaleznosci (3.17) i (3.18), a element objetosci
dV zastapi przez dF dz(dF oznacza clement pola powierzchni przekroju preta),
to energia potencjalna U jako suma energii wewnetrzne] Uy 1 zewngtrznego po-
tencjatu U, przyjmie postaé nastgpujaca:

by
M E
(323 U= j l f 3(9"2xf, f ¥2 dF 402 X7 f y2 dF+
. to ? F F
) 1
407 0" xp %, fy2dF)dz+—2—fGJ¢8'2dz—f m dz] dt =
F I z

‘e E, " , G m
_ f fj 320 02 Ay T2 Aoy Xy S 0 O/ Ja 02 — 2 0) dz dit
1y I3

Przechodzac do wyznaczenia energii kinetycznej T badanego preta, wyjdziemy
z nastgpujacego wzoru: :

o e [ [l (e

Tutaj przemieszczenia u, o, w odnosza si¢ odpowiednio do kierunkéw z, x,y
i dotycza dowolnego punktu powierzchni érodkowej dwuteownika, przy czym
dm = pdV jest elementarna masa, a ¢ = /g jest gestoscia preta w tym punkcie
(y oznacza cigzar wiasciwy, a g przyspieszenie ziemskie).

Przemicszezenia u, v, w sa okre§lane za pomoca nastgpujacych formul:

20 {z, 1
(325) ”(J’;Za t) = '#M-_az—_xiicz)ya W(yazﬂ t)='—-6(2, t)y,

w(x,z,0) =0(z10x,

przy czym wyraZenie okredlajace funkcje u przyigto zgodnie ze wzorem (3.11),
Dla pehniejszej jasnoéci podano tutaj we wzorach raz jeszcze odpowiednie argu-
menty funkcii. W dalszym ciagu argumenty te pomija sig, 2 odpowiednie pochodne
‘funkcji oznacza sig przecinkiem lub kropka.
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Po zrézniczkowaniu funkeji (3.25) wzgledem zmiennej ¢ i podniesieniu do kwadra-
- e Y .
tu oraz przy réwnoczesnym uwzglgdnieniu zaleznoSot dm = " dF dz, otrzymuje

sie w myél (3.24) wzory
21
(326) T = f f ?”g—(ef-zx; f 32 dF+6? f 2 dF1§2 f X2 a‘F) dz di —
by 1 F F

~ff—(«c S 02 1T, 02 dz dt,

gdzie JA = Jx+Jy.
Tak wiec energie catkowita W mozna przedstawic zgodnie ze wzorem (3.19)
\ nast@pujqcej postaci:

(32 W= ff[ (2T 02T, 0% — — (xﬁlwﬂ”-’l%tlx;z]mﬁ%-[_

, G m
-|—4xpxpfg;9 9%'&“.}%0'2“2}“6 dzdt.

Jak wiadomo, calkowita energia W zawarta w precie musi mieé wartosé mini-
malng. W rozpatrywanym przypadku warunek ten spetnia réwnanie Eulera [14] typu

oD a [e@ & [ od
(3:28) EF“E(EBT)‘E?(E)JF
2 [ oD o2 oP 52 [ gd
+@(ae~)+ 22 8t (za?)*“a?(ar)x":

gdzie @ jest funkcja podcatkowa wyraZenia (3.27). Wynikajace z warunku (3.28)
podstawowe réwnanie réiniczkowe badanego zagadnienia moina po przeksztalce-
niach przedstawi¢ w postaci

(3.29) (BT, [(0xp) — 0x T} xp — EJo [(0x5)" — 0x,] x, — [GIa 0')—

¥y N,
— [Exﬁ.fxﬂ ] -}—E.IAB" —m

lub, wprowadzajac wycinkowy moment bezwladnosci przekroju J,, = x2 Jo 1 zastg-
pujac funkcie xp(2) funkcja 1/2k(z) oraz biorac pod uwage, Ze wielkosci F, G,y i g
nie zaleza od z, wyrazi¢ w réwnowainej formie

(5 ,
(3:30) {g [(6@“—61:“1} h——[wh)" on 1 —

Ja0F — e ([T, 0] — 07} =
E[d ] gE{[‘Iw ]_ A }_ E“
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Jak widaé, z matematycznego punkiu widzenia badany problem sprowadza sig
do rozwiazania zagadnienia poczgtkowo-brzegowego dla réwnania rézniczkowego
czastkowego typu rownania drgan preta, przy czym tutaj (ze wzgledu na zmiennosé
przekroju preta) wspélezynniki przy niewiadomych sa zmienne; rownanie to fpor.
{3.30] traktuje sig¢ jako podstawowe dla analizy rozpatrywanego problemu.

3.3. Wyprowadzenie réwnania réZniczkowego z warunka rownowagi. WyprowadZone po-
wyzej podstawowe réwnanie réiniczkowe (3.30) moina otrzymaé réwnicz z wa-
runku réwnowagi elementarnego odcinka preta. Rysunek 3 przedstawia badany
element wraz z dzialajacymi nafi obciaZzeniami.

Rys. 3

Uwzgledniajac rowniez wplywy dynamiczne, nalezy do okreSlonych wyzej sil
zewngtrznych 1 wewnetrznych dodaé sily d’Alemberta, ktére (obliczane na jednostke
powierzchnij dla dowolnego punktu, poloZomego na powierzchni Srodkowej
rozpatrywénego elementu, sa nastepujace:

Y v Y
3.31 = - — du", = — —Jo, = — —{dw.
( ) Dz g Pz P Py g

Wobec (3.25) mozna te sily réwniez przedstawi¢ w postaci

4 4 4
3.32 = —d80" xp ¥, = — 4 v, = — —df x.
(3.32) P, s Px =00y, Py P

Dla omawianego problemu warunkiem réwnowagi (jedynym) jest znikanie
sumy momentéw skrecajacych wzgledem osi z:

oH

(333  H+

dz-—H’+mdz——fpxydsdz+fpyxdsdz=0.
L L
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Z réwnania tego wynika réwnanie

o
(3.34) e o pa;yds—fpyxds:m.
L0z i

Réwnania (3.33) i (3.34) zawieraja nowa zmienna s (dtugo$é tuku po konturze)
zastepujaca dotychezasowe zmienne x 1 y; L oZnacza tu catkowita dlugo$¢ konturu.

Jak zwykle, calkowity moment skrecajacy H w przekroju okresla sig jako sume
momentu gigtno-skretnego H,, i momentu skrgcajacego Saint-Venanta Hy. Moment
H, wywoluja sily poprzeczne Qyp W potkach dwuteownika oraz ponadto momenty
skrecajace My x;, tworzace wraz z momentami My, momenty 7ginajace M, w tych
potkach (Map & My). Tlustracja oddzialywan wywolujacych moment H, jest rys. 4,
ktéry dla prostoty przedstawia jedynie sily dzialajace na potke dwuteownika o do-
datnich wspolrzednych xp.

0
S }
; X
/
;
l;{' xp =l
¢ tgxn = X7
= pi Gxp=Xp
ff
/ "
7 M, &
Huii ,,,,,,,, ap NP -
Mo ; n-normaina
i PP "y *p T -slyczna
[ > hiz) Thiz)=xplz) | N
; -
{:
Rys. 4

Na podstawie powyzszego dla momentu skr¢cajacego mamy
(3-35} H = Qyp h - Mmp h"‘}*Hk .

- Rézniczkujac (3.35) wezgledem zmiennej z i podstawiajac do (3.34), otrzymuje sig
. nastepujace réwnania réwnowagi momentéw skrecajacych wzgledem osi z:

G360 —(Qu Y+ (MaphY — B+ [payds — [ puxds =m.
L L

Sily. poprzeczne Qyp mozna okredlié ze wzoru

Qyp = M;cp_l_ szJ/ dy,
Lp
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Zgodnie z definicja momentu zginajacego Mzp mamy

(3.39) Mup & My = f oy dF,
Fp

(F, oznacza pole powierzchni przekroju jedmej polki); po uwzglednieniu (3.17)
moment ten przedstawié¢ moina w postaci

(3.40) Map = —EJup [(0xp)" — 6x,1;

tutaj Jzp oznacza moment bezwladnodci powierzchni przekroju jednej potki wzgle-
dem osi x. ,

Mozna sie teraz przekonaé, Ze, jedli uwzglednié w réwnanin (3.38) zwiazki
(3.40) 1 (3.32), a réwnocze$nie uwzglednié zaleznosel J, = x2 Jo, xp = 21 Jo+Jy =
= J,, to otrzymuje si¢ wyprowadzone poprzednio na innej drodze réwnanie (3.30),
ktére jest poszukiwanym podstawowym rdéwnaniem rézniczkowym badanego
problemu.

3.4. Metoda rozwiazania rownania podstawowego. Warunki peczatkowe i brzegowe. Wypro—-
wadzone sposobem energetycznym i sprawdzone metodami statyki podstaWoWe-
réwnanie rézniczkowe (3.30) badanego problemu posiada buodowg, ktéra nie
stwarza mozliwoéci §cislego jego rozwiazania. Mozliwe byloby jednak rozwig-
zanie tego réwnania metodami przyblizonymi. Proponuje si¢ tu korzystanie z metody
réznic skonczonych [15], chociaz trzeba powiedzied, e metoda ta dla réwnan réz-
niczkowych czastkowych nie jest jeszcze opracowana w zadowalajacy sposob
i dlatego rozwiazanie roZnicowe badanego problemu w najszerszym jego ujeciu,
tj. w zakresie drgan wymuszonych, wymagaloby dodatkowych opracowan.

Przy rozwiazywaniu réwnania (3.30) musza byé spetnione okreslone warunki
poczatkowe i brzegowe. W najogdlniejszym przypadku nalezy spetni¢ dwa warunki
poczatkowe i cziery warunki brzegowe, przy czym te ostatnie zaleZa, jak wiadomo,
od sposobu podparcia kofcow preta; oba rodzaje warunkéw przedstawione sa.
na tablicy 1.

Tablica 1

Aarunki poczqtk’owe
Q&,o}ﬂfg&)J
9(2’,0)=f9'[2').

Wo rwunki brzedowe

s

i
1

- Dy [ T eda o
it A ; z 4

4
A T

~4- By
. R

—p—

-9(0,1?%? ' 8(41‘)*0. 8(0t)=0 eUb-0ewt)=0 BO1Lt)=0|8(at)<0 HiLD-0|
BloA)=0__ BlA)=0 |8W)=0 B1Y)=0 \glo)<0 gUY)-0 |0%y)=0 BLY)=0 |

Dla danych warunkéw poczatkowych funkcja f; (2) jest dowolna funkcja kata
obrotu 6 okreSlona na diugodci preta w chwili ¢ = 0. Warunki brzegowe dotycza
posrednic wylacznie kata obrotu 6, ale bezposrednio réwniez odpowiednich sit
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wewnetrznych, a wigc bimomentu B i momentu skrecajacego H; te ostatnie okre§lone
zostang w dalszym ciagu niniejszej pracy.

O wiele latwiejsze jest rozwiazanie problemu wylgcznie statycznego lub zagadnie-
nia drgai wiasnych badanego pregta.

Dla problemu statycznego rdéwnanie (3.30) przyjmuje postaé rdwnania
ZWYCZajnego

3.41 {Jw 0 I n}” J“" 9 I 6" i G Jali_m
@A) o WORY — 0N B — T OB — OWIK 0T =

dla ktérego rozwiazanic réznicowe mozna otrzymac stosunkowo prosto. Jak wia-
domo [9 i 10], w takim przypadku rozwiazuje si¢ ukiad pewnej liczby liniowych
réwnan algebraicznych, co uzyskuje si¢ bez wigkszego trudu. Liczba tych réwnan
zalezy bezposrednio od liczby czgéci, na jakie dany pret zostaje podzielony. W pracy
[16] wykazano, ze w praktyce wystarczy podzieli¢ prgt na dwadzieScia czescei;
odpowiedni blad rozwigzania réZnicowego nie przekracza wowezas 1,57

Réwnie prosto otrzymuje sig rozwiazanie zagadnienia drgatt wlasnych. Wyko-
Tzystujac za W. Z. WLASOWEM [8] metodg Poissona rozdzielenia zmiennych otrzymuje
sig z réwnania czastkowego (3.30) odpowiadajace mu rdéwnanie zwyczajne, ktére
analizuje si¢ w dalszym ciagu za pomocg zwyklej metody réznicowej. Prowadzi to
{jak w przypadku problemu statycznego) do ukiadu okreslonej liczby réwnan
algebraicznych liniowych, ktére zawieraja nieznane wartoéci czestodei drgan wlasnych
k. Te ostatnie wyznacza sie z wiadomego warunku, Ze wyznacznik glowny ze wspol-
czynnikéw przy niewiadomych musi byé réwny zeru. '

W koficowej czesci niniejszej pracy przedstawione sa dwa przykiady liczbowe,
ktére dotycza whasnie rozwigzania problemu statycznego i zagadnienia drgan
whasnych badanego preta. Oba przyklady stanowia sgezegdlowa ilustracje propo-
nowanej metody obliczeniowej.

4. Bimoment i napreZenia normalne

Podobnie jak w przypadku pretéw o stalych przekrojach poprzecznych [8]
i pretéw o przekrojach zmiennych typu powloki walcowej o zmiennej dhugosci
konturu [91 10], wprowadza sig réwnie i tu pojecie bimomentu, tj. takiej sily uogél-
nionej, ktéra wywoluje w przekroju preta samoréwnowazny stan naprezen normali-
nych ¢. Bimoment zdefiniowa¢ moZna w sposob nastepuiacy:

(4.1 B = f owdF.
F

‘Tutaj o oznacza naprezenjia normaine wg wzoru (3.17), a @ jest polem powierzchni
wycinkowej przekroju wzglgdem punktu 4. Podstawiajac do wzoru (4.1) funkeije
{3.17), a tak#ze wprowadzajac wycinkowy moment bezwladnosei przekroju Jo =
= x2 J; i zastgpujac funkcje xp (2) funckja & (z)/2 otrzymuje si¢

BT,
{4.2) B = — 2 (0B — OR"].
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Naprezenia normalne okreflone zwigzkiem (3.17) moina réwnies wyrazié
w zaleznosci od bimomentu B; wychodzac mianowicie ze wzordw (3.17) i (4.2)
moZna drogg prostych przeksztalcenl doiéé do wzoru nastepujacego:

Bo

“.3) o=

L

Otrzymane tutaj wzory odnosza sig zaréwno do ogélnego problemu drgan
wymuszonych, jak rowniez do jego przypadku szczegdlnego, do problemu statycz-
nego. W pierwszym przypadku Bi o sg funkcjami zmiennymi z1 ¢, natomlast w dru-
gim — wylacznie Zmiennej z.

5. Momenty skrecajace i napreZenfa tnace

W teorii pretéw cienkosciennych o stalych przekrojach poprzecznych zaklada
sig, Ze catkowity moment skrecajacy H w przekroju jest suma momentu skrecajacego
Saint-Venanta Hj i momentu gigtno-skretnego H,. Powyisze zaloZenie przyjmuje
sig rownieZ i tutaj. Dlatego tez zZagadnienie to rozZwiazuje sig tu wylacznie dla proble-
mu statycznego pamietajac, ze wplywy dynamiczne (p., ps, py) wywoluja dodatkowe
momenty skregcajace (czynigce zado$é réwnowadze skretnej preta w przypadku
ogdlnym), nie mieszczace sig jednak ani w pojgciu momentu gietno-skretnego H,,
ani tym bardziej momentu skrecajacego Saint-Venanta Hy. '

Moment skrecajacy Saint-Venanta Hj okreSlony jest wzorem (3.18), natomiast
wyrazenie okredlajgce moment gigtno-skretny H, wyprowadzone zostanie poniZej.

Ze wzoru (3.35) wynika, Ze

(5.1) H,=Qyh— Mgh' .

Majac na uwadze zitang zaleZnodé miedzy momentem zginajacym a sifa tnaca
w przekroju, otrzymuje sig zatem

(5-2) Hw = M,;‘p I’l - Mxp hJ.

Podstawiajac do wyraZenia (5.2) funkcje (3.40) 1 przyjmujac J, = x§ Jx, xp = h/2,
ofrzymuje sig

EJ, '
(5.3) Hw —_— I:{ hz rr . ohlr]} rr _ eh.’f] k.’]
1ub biorac pod uwage (4.2)
0o (B)' B
(5.4 o=\ h W R,

Majac wyrazenia okreslajace momenty Hy i H, moina zbadaé blizej (na inngj
niz poprz‘ednio drodze) stan rownowagi skretnej rozpatrywanego preta. Jak wiadomo,
stan ten opisuje w najogdlniejszym przypadku problemu statycznego (E # const,
G # const) rOwnanie (3.41), ktore napiszemy w postaci

rr

(5.5) { 2 {(OR)' "~ Bh”]} h— ———[(Bh)” 6R'1R — [GJe O] = m.
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Mozna zalozyé, e momenty gigtnq-sh@tne H,, w przekrojach preta wywolane
sq tylko czgécia rozozonych w sposdéb ciagly zewnetrznych momentdw skrecajacych
m; te czg§é oznacza si¢ tu symbolem m,. Wowczas jest oczywista zaleZno$é

(5.6) m, = —H,.

Dokonujac na wyraZzeniu (5.3) operacii przepisanej wzorem (5.6) otrzymuje sig

5.7 = {EJw oy — Ok }“h o ony—on 1 b7

(') m, — 12 [( ) - h} . W2 [( ) - ]h :mHm'
Odnoszac wige wyrazenia (5.7) 1 (3.18) do réwnania (5.5) mozna to ostatnie wyrazié
w postaci

(5.8) _H, — Hy=m=—H

Catkujac réwnanie (5.8) wzgledem zmiennej z przy zalozeniu, Z¢ zewngtrzne obcia-
Jenie skrecajace stanowia wylacznie momenty m, uzyskuje si¢ postulowane poprzednio
réwnanie momentow skrecajacych w przekroju preta W formie:

(5.9) H=H, +Hy.
rd

Z powyZszego nalezy wysnué powtdrnie wiiosek, 7e podstawowe rownanie réinicz-

kowe badanego problemu [tutaj w postaci (5.5)] spelnia W calej rozciaglode warunek

réwnowagi skretnej w przekroju rozpatrywanego preta.

Pozostaje jeszcze okreslic napreZenia tnace . Mozna je wyznaczy¢ analogicznie,
jak to przedstawiono W pracach [9 i 10] 7 tym zastrzezeniem, Ze tutaj naprezenia T
wystepuja tylko w polkach badanego preta. Wychodzac Z réwnania
d(ed)  d(xd)

-+

0
oz dy ’

(5.10)

otrzymuje sig po jego scalkowaniu wzgledem zmiennej ¥

. - X (ob
(.11) b= (20— f (;;)dy.

0

Warto$¢ strumienia naprqzeﬁ tnacych (zd)y dotyczy punktu poczatkowego osi y

(punkt przecigeia linii &rodkowych srodnika 1 pdiki); okredla sig ja z warunku,
7e w punkcie kofcowym K p6lki istnieje strumien (Td)g:

P

| 2 (09)

(5.12) (x8) = (¥8)0 - f —

0
Z prac [9 i 10] wiadomo, 26 wystepuje nastgpujacy zwiazek:

dyg (2)

(5.13) (18) = (0 —g,
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Z podstawienia (5.13) do (5.12) wynika

rr@

T B
o "7 y;((z)
- [—‘ 68 dy — (o8} ],
o0z of
a stad
rg(2)
(5.15) (@) = —- f o dy.
[

Tak wigc wyrazenie (5.11) moZna napisaé w postaci

K() J’K(Z)
(5.16) =—U o8 dy— faa dy] f o dF.

Podstawiajac teraz do (5.16) napreZenia normalne o wyraZone wzorem (4.3) otrzy-
muje si¢ ostatecznie

: 1 BSw(y)]
{5.17) T = 5[ 7. 1
gdzie

rglz}
(5.18) Sugy = f wdF

oznacza wycinkowy moment statyczny pow1erzchn1 przekroju ograniczonej wspot-
rzednymi y i yg(2). '

Nalezy zauwaiyé, ze wzér (5.17) shuzy do wyznaczania jedynie naprezen thacych
skrecania skrepowanego, tj. tych, kidre powstaja przy skrecaniu wskutek pojawienia
- si¢ w przekroju preta naprezen normalnych o. Obok tych naprezen istnieja w przekro-
ju ponadto napre¢zenia tnace Saint-Venanta ,, ktore, podobnie jak w przypadku
pretéw o przekrojach stalych, okreéla si¢ tu za pomocg wzoru

5.19 =
(' ) Tk_Jda‘

6. Zestawienie wzordw

Przeprowadzone badania ilustruje si¢ zestawieniem najwazniejszych wzorow.
W celu uchwycenia w tych wzorach elementéw nowych przedstawia si¢ je na tle
odpowiednich wyrazef odnoszacych sig do pretow typu powloki walcowej 0 zmiennej
"dlugodei kontury, ktére wyprowadzono w pracach [9 i 10]). Obie grupy WZOTOW
poréwnano réwniez z wyrazeniami whasciwymi dla przekrojow statych. Wymienione
Zestawienie zawiera tablica 2.
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7. Przyklady liczhowe

Na podstawie przeprowadzone] szczegdlowej analizy teoretycznej w niniejszyny
rozdziale podamy dwa przyklady liczbowe. W pierwszym przykladzie rozwiazuje
sie zadanie statyczne. Rozpatruje sig tu skrecanie dwuteownika o zmiennej wysokosci
srodnika przy catkowitym utwierdzeniu obu przekrojéw kofcowych preta. Drugh
przykiad dotyczy analizy drgan wtasnych skretnych podobnego preta dwuteowego
przy swobodnym podparciu obu jego koncow.

7.1. Zadanie statyezne. Dany jest utwierdzony pret dwuteowy o bisymetrycz-
nym przekroju poprzecznym, wzrastajacym ku podporoi’n symeirycznie wzgledem
srodka rozpietosci prgta wskutek zmiennej wedtug paraboli drugiego stopnia wy-
sokobci érodmika: szeroko$éé polek oraz grubodci $rodnika i pdlek sg stale. Pret
obciazony jest w érodku swej rozpigtoSci skupionym momentem skrecajacym
M =120 kGem. Nalezy wyznaczyé funkcje 6, B, H = H,-I-Hp i napre¢zenia
normalne ¢ (rys. 5).

B - poksen

= | T
‘A |

Parahola drugiegn stepnia /

~h
ls .
Ty
B
|-.
[7h
I-’h
S
3[._\

T T
@3_ =1
Sl

T

;

i ::Z‘}
d=06

b

Rttt i

Wymiary w fom] i"

Rys. 5

Podstawa rozwigzania jest tu réwnanie (3.41); wprowadzajac zmienng [ = zfl,
mozZna réwnanie to doprowadzi¢ do postaci bezwymiarowej

ko) o)
(7-1) To 2L\ By ho Il kg
I, B h\"” I Ja ! mi4
— 2 IHg—] — ——|—— — kD2 — 0] = R
T k2 1\ kg ho } ko Jao EJ,,

Gy
- EJ,

gdzie

(7.2) k2
Tutaj i w dalszym ciagu rézniczkowanie dotyczy zmiennej ¢, a indeks 0 wskazuje,
7e dana wielkoéé dotyczy przekroju O (w $rodku rozpigtoici prgta). Biorac pod
uwage zwiazek J, = B2 Jy/4 (w tym réwniez dla przekroju Srodkowego 0) oraz
pamigtajac, ze Jo = const na dhugoéci preta (stala szeroko$c pélek), otrzymuje sig
zamiast (7.1) réwnanie
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[(B h)" Bh”]” h [(0 k) ﬁh”] A » [J 9] mi4
7.3) 7 P o N R P I

Wyprowadzone rownanic (7.3) rozwiazuje sig metoda réZnic skoficzonych.
Postaé roinicowa tego réwnania jest nastepujaca:

o b Jaer ] [ hiv1 M ( By b | higy h”) ]
, . S — - —_— 2
{7.4) &; +2{ by T Tao K 0:.114 o o + o o -+ o o A "["’

hs) B B (h") Jaiz1 a1 ]
6 ( Fat g fay D8RI )
+ i[ hy hy hy + o + Jap

heoy By (B by hs M- hi-1 hi A h—a B Jaio myg (AD)*
A2 05 o K|= ,
h k() hg h() ho hg hg h() J do EJ w0

— by [4

przy czym i oznacza tu kolejny przekrdj preta, K = (k)2 A2/4, a A jest odstepem
réznicowym. W rozwazanym przypadku przyjeto A = 1/20, co odpowiada podzia-
towi rozpigtosci preta na dwadziescia réwnych odcinkow. Stale materialowe przy-
jeto jak dia szkla organicznego, E = 30000 kG/ecm2, E/G = 2,75 — z my$la wy-
korzystania rozwiazanego zadania jako podstawy do weryfikacji modelowej proble-
mu. Prowadzac rachunek z dokladnoécia do Sredmio oémiu liczb znaczagcych
otrzymuje sig wéwezas rownanie

Miva Ja4+1 ] { by b
. P B, -
{7.5) m[ P 0,0030681818) — 6,114 .
Ay h hi\2 By Jaip1+HTai-
+0,02( *1 +J~)]+6¢ [6(4) 0,08 —-+0,0004-+ T2 6 0030681818 |-
hy Iy hg frp o
fi‘i 1 ]’li (f’li hi—l)] [I’li_z hg
‘GH[ P VL T | R I

] = 0,104166668-10-4 m; .

- Postaci (7.5) réwnan réznicowych odpowiada po uwzglednieniu warunkdw brze-
gowych nktad réwnan algebraicznych przedstawiony wraz z wynikami jego rozwia-
zania w tablicy 3.

Okreslajac katy obrotu ¢ w zaleinosci od wartosci M = 120 kGem (tablica 4)
mozna rachunkiem réznicowym wyznaczyé réwniez sity wewnetrzne B oraz H =
= H,-Hy; bimomenty B oblicza si¢ z zaleinoéci (4.2), momenty gigtno-skretne
H, — ze zwigzku (5.4), a momenty skrgcajace Saint-Venanta Hy — ze wzoru
{3.18). Wymienione wielkosci, odpowiadajace narzuconej tu zmiennosci przekroju,
zawiera tablica 4. Dla lepszej przejrzystofci tablicy ograniczono dokladnoéé przedsta-
wionych wynikéw $rednio do czterech liczb znaczacych. -

Wyniki otrzymane dla rozpatrywanego preta o przekroju zmiennym poréwnuje
si¢ z wynikami, jakie uzyskuje si¢ przy skrecaniu preta o przekroju stalym, przy




Tablica 3

Gy 01 0, 03 [P
1 3,04327841 —4,08020000 1,03692159 —_ —
2 —4.08020000 7,22500909 —4,24260000 1,09779091 —
3 1,03692159 —4,24260000 | 6,57943864 —4,57700000 1,20323977
4 — 1,09779091 —4, 57700000 7,22254091 —35,10260000
5 _— — 1,20323977 —5,10260000 8,17328409
é — — — 1,35926818 | —s5,84820000
7 - — — - 1,57427614
3 — — — _ _
9 — — — — -
10 - - - = o
Wynik 0,67248751 0,64449291 0,57488827 0,47954253 0,37351893
c.d. Tablicy 3
65 B 87 05 by Wyrazy wolne
— — — — — —0,026041667
_ — — —_ . I
_ — — — _ . 0
1,35926818 = - - — 0
—5,84820000 1,57427614 — e — 0
9,48206818 | —6,85220000 | 1,83906364 —_ — 0
—6,85220000 | 11,21369318 | —8,16260000 2,22683068 - 0
1,85906364 | —8,16260000 | 13,44735909| —9,83700000 2,69317727 0
— ‘ 2,22683068 | —9,83700000 | —16,27666591 | —11,94260000 0
— = 2,69317727 | —11 ,942_.60000 23,08162273 0
0,26937091 0,17636291 0,10051679 0,04515843 0,0116369‘_1- <1074 M

Rozprawy InZynierskie — 4
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czym w analizie poréwnawczej uwzglednia sig dwa przypadki przekroju stalego:
staly przekréj minimalny, odpowiadajacy najmniejszemu z przekrojow zmiennych
(a wiec przekrojowi w $rodku rozpigtosci preta) oraz staly przekrd) maksymalay,
réwny najwickszemu z przekrojéw zmiennych (czyli przekrojowi podporowemu
preta). Wyniki dla przekroju stalego minimalnego przedstawione sa w tablicy 5,
dla maksymalnego za$ w tablicy 6. Przeprowadzone poréwnanie wyszezegdlnionych
wyzej funkcji ilustrowane jest réwniez wykreslnie na rys. 6.

7 M=120kGem e
T L
a8l A el sl 4 3l 2 dle| o) 3 41 5| 6] 7] & &0
1 '\L
ja - [=20-4=80cm
0 af]
RN o - o e iy
L \\\ \'-. ) g |- //)f
h \ el 1" / /(
A+ \\ \ / //
6o} NN 19%
N \ / g
st N o \"'-—..-—“ -1 P 4 .
~ r j
w00 \\\\ /’// ‘
ol = %
i :
—4600 - :
I T =
- 1200 —\ ] - _——;;_E? ~B60
Y - bt 5
hYN ’
-8 N 40
W -
0 \\ ffLe \
—a0 b o Ny --20
A
N iR
| oof h, . o
Blkeemt] NN H=Hyy+Hi [kGer]
" przebieg \\ ® wykres i
400 |- Symelryczimy \,\ anlysymelryezny |
\ ;
B0 \\\ eeem— Przkrd] statyy, mirdmuiny
N B Przekroj staty, maksymalny
) Wy = Przekeof zmienny
12004

Rys. 6

Wykresy bimomentéw B daja podstawe do okreslenia naprezef normalnych o;
oblicza sie je ze wzoru (4.3). Naprezenia o oblicza sig dla przekroju w §rodku rozpig-
tosci (przekrdj O) i przekroju podporowego (przekrdj 10) preta. Rysunek 7 przedsta-
wia wykresy tych napreZen dla preta o przekroju stalym maksymalnym (a), Zmiennym
(b} i stalym minimalmym (c).
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Przekrdj 10 : Przekrdj O
-850 T +850  +850 -
0 =4 %
+850 é
- 1,37
b
=
+137
h
o w[k6/cm’]

Rys. 7

7.2, Zadanie dynamiczne. Drgania wiasne. Dany jest swobodnie podparty pret dwu-
teowy "o bisymterycznym przekroju poprzecznym, malejacym ku. podporom
symetrycznic wzgledem érodka rozpigtosci preta wskutek zmiennej wedlug paraboli
drugiego stopnia wysokofci $rodnika; szeroko$é polek oraz’ gruboici §rodnika
i pélek sa stale. Nalezy wyznaczyé czestosci drgafi whasnych skretnych ky, preta.
Szezegdtows ilusiracje preta stanowi rys. 8.

A-A
AL
4= i Rl
! o N = . ‘-[g‘{
__.L_L i o I o .l
[ |- Hio s k
N g _——ﬁ# MV' kN | 1
1A 40 f
1=80cm )
¥ T X
Parabola drugiege stapnifa : . -Wymiary'w fem]
Rys. 8

Podstawa rozwiazania rachunkowego jest réwnanie rézniczkowe czastkowe
(3.30), ktore w danym przypadku przyjmuje postaé réwnania jednorednego. Ko-
1zystajac z metody rozdzielenia zmiennych Poissona [8], tj. podstawiajac do tego
rdwnania sume
(7.6) 0(z,t) = Z tn(2)sink,, ¢,

#e=1,2,3,...




STATYKA I DYNAMJKA.SKRECA-NEG-O CIENKOSCIENNEGO DWUTEOWNIKA 209

otrzymuie si¢ réwnanie réiniczkowe zwycrajne

L3

J, J,
(7.7) {3; [a B’ — an BT b~ [(n B — 2 WV =

G
By [Jd xn]’-%- {{J o} —Ja gt k2, = 0.

Warunkom brzegowym swobodnego podparcia ze wzglgdu na kat obrotu 6 odpowia-
. daja tu warunki odniesione do funkcji ga, mianowicie ‘ ‘

7 (0) =0, . (D=0,
[(%nh)” — % ]’I”]@ _ 0, {(xn ]’l)” — in h”]z — 0.

Réwnanie (7.7) uzupeinione warunkami brzegowymi (7.8) moina analizowaé
zwykla metodg réZnicowa.
Doprowadzajac réwnanie (7.7} do postaci bezwymiarowej otrzymuje sig

o ] 2
O o m N\ m! " wll B Ty 2\l — % g |l g

kzz[Jd J .,z{lfm ] Iap }
(k) Tag 1 +(h 7 Xn » an( ki

w(

(7.8)

gdzie k okresla sie z zaleZnodci (7.2), a j ze wzoru
P
{7.10} j PR

podobaie jak w poprzednim zadaniu réZniczkowanie dotyezy tu zmiennej ¢, a indeks
0 wskazuje, z¢ dana wielko§é dotyczy przekroju O (w $rodku rozpigtosei preta).

Wobec stalej szerokosci pélek rozpatrywanego dwuteownika réwnanie (7.9)
upraszeza sig do réwnania

) AT a2l -
(7.11) Xn—hg — Xn | T xn 7o in (k) Xn

[ 9 R AT

ktorego postaé rdznicowa jest nastgpujaca:

Mis o Jae (hi+1) 2] { hig1 B
(7.12) xﬂ(i+2>[ he ko Ja K+ 7o kol — Xnuep 47{;*_}70‘{‘

e L L R 1)
o 2 n{% ————42 44
“3“( hg h0+ h[} h() A -I-x () +4 ho hOA + h() +

ot e (e (o 32 G -
e g = K
K vt B e B LA S A A4 12,




Tabli

Xney X (1) An(2) Xn(3) Xn(4)
1 2,98107017— | —3.96005000 0,97897983 1 - _
—0,161230460- +0,016819996-
A0 8 kg <1078 feyy,
2 | [3,96005000 | 6,89148750— | —3,88065000 |  0,94921250+ =
: —0,302089683 - +0,016316683 -
108 ke 1078 kg
3 0,97897983 + | 3,88065000 5,72531989— [ —3,72425000 0,90060028 1-
+0,016819996- —0,30906588] - +0,015494818 -
A0 8Ky 21078 ko 1078 k.,
4 — 0,94921250— | —3, 72425000 5,43604432— | —3,49565000 —
—0,016316683 - —0,292814046-
1078 &y 2108k
5 — — 0,50060028 — | —3,49565000 5,04363852
1 --0,015494818- —0,270968413-
1078 ke , <1078 feny
6 — _ = 0,83464318+ | —3,20205000
140,014379884.-
1078 ke
7 — _ — —_ 0,75344119
+0,013007560-
1078k, p
) — _ _— _ _
2] — — . . —
10 _ — — — .
& =3 g o
g g 4 1 o4 g a4 g 7 89

o 03080
v 3 (14540
e {0 (5678

e QoM

\ sty
Przekrgf

\Zmignny

Przokrdj




ca 7
Xn(3) Xn(&) Xn(D Xn(® Xn (9} \:3;?:5
— — — — — 0
- — — — _ 0
— — — — — 0
7 0,83464318+ — — — - 0
-40,014379884-
«10-8 kqj,w
—-3,20205060 0,753441194- — — e 4]
+0,013007560-
) «10-38 knw .
4,56076250— —2,85305060 0,65969432 - — - 0
—{0,244410241 - +0,011423717+
1078 kygs G078 kg
—~2,85305000 4,00355625— | —2,46065000 0,55670256 1 — 0
—0,214235827. -+-0,009684420-
1078 ko A0~ 8 kyy .
0,65969432+ | —2,46065000 3,39183977— | —2,03925000 0,44836591 )]
+0,011423717- —0,181729117. ' +0,007855%29+
1078 oy, 1078 kpy 10-8 kg
— 0,55670256+ | —2,03925000 2,74901307— | —1,60565000 0
-+0,009684420- —0,148327860-
1078 kg 1078 kg
N 0,44836591 + | —1,60565000 1,74881819— 0
-+0,007855929+ —0,119831447 .
1078 kpg 1078 ke
Tablica 8
7 Crzestodei drgan wylasnych skretnych &y,
Przekrd] Rozwiazanie Podriat Podzial Podzial
§ciste 20-krotny 10-krotny 4-krotny
Staly minimalny 544 543 532 509
Znienny —— 321 316 289
Staly maksymalny 494 493 489 466

[211]
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[4 Py B +(h;"‘ fi ) B h”)A2]+
T ARED T Ty B ho kg ho

hi_p b Jasq (hi 1) 2]
-+ Xn(i-2) [mh{) T m K+ I JkZ | =0.

Tutaj i oznacza kolejny przekrdj preta, K = (k)2 A2/4, J = (jI)2 A2/4, przy czym A
jest odstepem réiZnicowym.

Przyjmujac podobnie jak w zadaniu pierwszym A = 1/20, E = 30 000 kG/cm2,
E/G = 2,75 oraz y = 0,00125 kG/cm3, g = 981 cm/sek2, otrzymuje sig

hiss B
(7.13) xﬂ(m)[ Sz S 00010227273+( it )0016989466 10-8 &2 ]m
o hg Jao

Ry (ha—l»l )] [ (hi )2 By
— Xn(+D) [4*7{6—’1—0 — 0,01 iy + F ¥ b 7 — 0,04 710_ +0,0001 -

Jaie1 Fai s
+-f’—fi—“1—0,0010227273—{[( ”) +( - 1) ]OOI6989466 108 4-
Jd{) ho o

+( )0006 5} } [4}“”1 u 001(hi‘+hi'l)]+
5120 2 et M S V|

hio b Jas- Bi_
o | — oL 0,0010227273 4

hg ho Jao k
W rozpatrywanym przypadku postaci (7.13) odpowiada dziesigé rownan algebraicz-
nych liniowych, ktérych macierz przedstawiona jest w tablicy 7.

Czgstodei &, drgafh wlasnych skretnych mozna teraz wyznaczyé ze Znanego
warunku, Ze wyznacznik glowny ze wspdlczynnikéw przedstawione] macierzy musi
by¢ réwny zeru. Zadanie to zostalo zaprogramowane na clekironowa maszyne
cyfrowa, przy czym ograniczono sig do wyznaczenia czgstodel pierwszej k,,. W po-
dobny sposéb zostaly wyznaczone réwnies pierwsze czestodei k,,, drgan wilasnych
skrgtnych rozpatrywanego preta przy jego podziale na dziesigé, a takie na cztery
rowne czgdol. Otrzymane wyniki zestawione sa w tablicy 8 na tle odpowiednich
danych uzyskanych dla preta o stalym przekroju poprzecznym, réwnym koleino.
najmnicjszemu i najwigkszemu ze zmiennych; dla obu ostatnich przypadkéw
okreflono czestofci &y, réwniez w sposdb écisly na podstawie monografii [8]. Z da-
nych zawartych w tablicy 8 wynika z jednej strony, Ze zmiennosé przekroju ma istotny
wplyw na czgsto§é drgan wlasnych skretnych badanego preta oraz — z drugicj,
ze blad metody réznic skoriczonych przy dwudziestokrotnym podziale rozpietosci
preta na dwadziedcia czefci jest znikomy.

Wartoéci wlasnej &,, odpowiada funkcja wlasna yy (z). Wiadomo, Ze dla swo-
- bodnie podpartego preta o stalym przekroju poprzecznym funkeja ta jest sinusoida,
S Przyjmujqc maksymalng amplitudg ¥ (g (w Srodku rozpigtosel preta) réwna jednosci-
- ‘mozna poréwnaé te sinusoidg z funkcja whasna, jaka odpowiada zalozonej zmien-

'_:nosm przekroju preta; te ostatnia otrzymuje si¢ z rozwigzania ukladu réwnan
":plsanego w tablicy 7 przy zalozeniu yy =1 1 ky, = 321 (odpada réwnanie
ICI‘WSZG) -Wykres obu funkeji whasnych znajduje sig na rys. 9.

)0016989466 10-8 &2 ]
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8. Badania modelowe

Przeprowadzone obliczenia zostaly sprawdzone doSwiddczalnie za pomoca
 badan modelowych. Weryfikacje modelowa przeprowadzono dla zagadnienia sta-
tycznego mierzac katy obrotu 8 i poréwnujgc otrzymane wartoéei z obliczonymi.
Badania takie przeprowadzono dla preta rozwaZanego w zadaniu pierwszym.

Przepony 6=02 . % P=10kG
)
O/ \ ! 9
o

Wymiary wicm]

Rys. 10

SR

M=120 kGcm

8 4 . @/‘

.
=80cm

RN

]
| B=542-107" ]
e \ Bg=8,33-107"{z pomigru)

i

4= 44,8207
{ = 50,50-107" 2 pomiars)

A i g,~BR7-107"
~ + By=85,00-107° (7 pomiaru )
———— Przekrdj stofy min. S~ |
——-— Przekrdj slatyy max. ‘\H_I
—o-— Przekd] zmienny

+  Przekréj zmienmy (2 pomiaru )

Rys. 11

Maodel préta wykonano ze szkla organicznego, a warunki podparcia zapewniono
za pomoca odpowiednio sztywnej konstrukeii stalowej. Belke zamocowano w ten
sposéb, Ze jej §rodnik przyjal polozenie poziome. Zewnetrzny moment skrecajacy
M, zaczepiajacy w $rodku rozpigtodci preta, zrealizowano jako pare sit P o wartoscei
10 kG kazda, pracujgeych na ramieniu e = 12 cm. Sily te oddzialywaly na model
przez specjalnie skonstruowana ramke stalows, umocowang na modelu; jedna
z sil dzialala w d6l, druga zas w gdre, prey czym te ostatnia otrzymano za posred-
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pictwem odpowiedniej konstrukeji blokewej. Szkic orientacyjny modelu pokazany
Jest na 1ys. 10, a jego wyglad rzeczywisty wraz z odpowiednim oprzyrzadowaniem
(przedstawia fotografia, rys. 12).

Katy obrotu # mierzono poshigujac si¢ dwoma ukladami czmmkow zegarowych
1.i I1) o dokladnosci 0,001 mm, rejestrujacych przemieszezenia pionowe punktéw
pomiarowych usytuowanych w przekrojaoh 8, 4,0, 4" i8"; punkty te, poloione
w odleglodei réwnej 12 cm, byly sztywno zwiazane z zasadniczym modelem preta.
Przed wilasciwym pomiarem obcigZono pret wstgpnie momentem skrecajacym
My = 2:12 = 24 kGom, a otrzymane przy tym odezyty na czujnikach pomiaro-
wych stanowily odczyty zerowe pomiaru zasadniczego. Pret obcetazano i odeigzano
czterokrotnie. Jako wielkodcl miarodajne do wyznaczania katéw obrotu 0 przyjeto
srednie réinice odezytéw, uwzgledniajac serie obceigZenia i symetryczne wzgledem
drodka rozpigtosel preta polozenie przekrojéw pomiarowych.

Rys. 12

- Narys. 11 przedstawiono wykresy kata obrotu 6 dla preta o przyjgtej zmiennoéci
przekroju poprzecznego, wyznaczone rachunkowo i na modelu, na tle odpowiednich
wykreséw tego kata odpowiadajacych przekrojom stalym, réwnym kolejno naj-
wigkszermu i najmniejszemu z przekrojow zmiennych. ZbieZnosé wynikow uzyska-
nych dla preta o przekroju zmiennym rachunkowo i za pomoca badafi modelowych

- trzeba uznaé za dobra. Istniejace régmice migdzy obliczonymi i zmierzonymi
* wartoSciami katéw nalezy przypisa¢ trudnym do uniknigcia niedokladnosciom
-_W:p'raktycznym wykonaniu pelnego utwierdzenia przekrojéw podporowych modelu.
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9. Uwagi koncowe

Przedstawiona praca ma na celu zamknigcie cyklu poprzednich opracowail
[71 11] autora w zakresie problemu skrecania dwuteowych pretow cienkoécicnnych
o bisymetrycznym przekroju poprzecznym. W przeciwiefistwie do wymicnionyCh
“opracowan przeprowadza sig tu szczegélows analize stanu przemieszezen i odksztal-
ceil badanego preta, a ponadto zagadnienie rozpatruje sig uwzgledniajac sity masowe
i dynamiczny charakter obciaZenia zewngtrzoego.

Po szczegolowym przegladzie istniejacych opracowan dotyczacych postawionego
problemu — analizuje sig stan przemieszezen i odksztalceni. Zwraca sie UWage _na
konieczno$é przyjecia kierunkdw odksztalcen liniowych w pétkach dwuteownika
styeznych do kizywizn tych pélek w danym przekroju i stwierdza przy tym, Ze
przyjmowane do tej pory (po raz pierwszy w pracach [3 i 4]) zaloZenia W zakresw
postaci wzoru okreslajacego odksztalcenia liniowe w pétkach, wzor (3.16)

(w ramach przyjetej technicznej teorii skr@cama) Sciste tylko dla liniowej ZmleﬂnOSCl
wysokosct frodnika preta dwutechgo dla zmiennoéei krzywohmowej wzor (3.16)
nalezy zastapié Sciflejszym wzorem (3.15).

Z, kolei, wykorzystujac uscislony zwiazek eIastostatyczny (3.17), wyprowadza sig
niczaleZnie metodami energetycznymi i z warunkow réwnowagi podstawowe:
réwnanie rézniczkowe (3.30) badanego problemu i dyskutuje metode rozwiazania
tego rownania, a takze wlasciwe warunki poczatkowe i brzegowe. Nastepnie okr esla
si¢ wyrazenia dla bimomentu B, napreZen normalnych o, momenidw skr@cajﬁlCYCh -
gigtno-skretnego H, i Saint-Venanta Iy oraz naprezen tngcych ¢ skrgcania Slﬂ"_é‘
powanego. W zaljgczonym zestawieniu wyprowadzonych wzordw konfrontuje sie
je ze wzorami dla pretéw cienkosciennych o przekrojach zmiennych typu powloki
walcowej o zmiennej dhugoéci konturu oraz z tymi, jakie dotycza preiéw o ‘szekm'
jach stalych. Mozna tu stwierdzié, iz wyrazenia dotyczace dwuteownika 0 zmieone]
wysokoSci §rodnika i zmiennej szerokosci potek maja charakter najogolﬂlﬁ'lszyv
Wyrazenia te ulegaja uproszczeniy dla dwuteownika, w ktérym zmienia sig Wyhlczme
szeroko$¢ pélek (pret typu powloki walcowej o zmiennej dhugosci konturw). Postaci
najprostsze wyraZen analityeznych dotyczg dwuteownika o przekroju statym.

Przedstawia si¢ dwa przyklady liczbowe, przy czym pierwszy weryfikuje sig
doswiadczalnie. Przyklady wskazuja prakiyczny sposGb obliczania badanego preta
przy zastosowaniu metody roZnic skoficzonych w zakresie zadania statycznef{‘f
1 dynamicznego (drgania wlasne); z obu przyktadéw wynika whiosek, Zze zmiennosc
przekroju ma istotny wplyw na rozklad badanych parametréw. Przeprowadzona
weryfikacja modelowa potwierdza stuszno$é opracowanej teorii.

10. Uzupelnienie

Juz po oddaniu niniejszego opracowania do druku opublikowat swa Pprace
P. WILDE [17]. Analizuje on ogdlny przypadek skrecania prgta c1enkosc1enneg0
o zmiennym przekroju poprzecznym, jednak przy pominigeiu wplywow dynarmcz- '
nych. W $wietle pracy [17] moZna ninicjsze opracowanie uwazaé, prZynajmoie]
w zakresie zagadnienia statycznego, jako dotyczace przypadku szczegdlnego (prze-
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kroje dwuteowe bisymetryczne) ogdiniejszego rozwigzania problemu uzyskanego
przez. P. WILDEGO. Przeprowadzona poza niniejszym opracowaniem przez autora
odpowiednia analiza poréwnawcza obu prac w zakresie zagadnienia statycznego

wykazuje identyczne postacie wszystkich wzoréw charakterystycznych dla przedsta-
wionej teorii. Fakt uzyskania identycznych wzordw przy roéznym sposobie ich
wyprowadzania jest pofadanym potwierdzenjem poprawnosci obu analiz teore-
tycznych w ramach przyjetych zalozen.
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Peziome

CTATHKA ¥ JUHAMMKA KPYUEHWA ABYTABPA
C IEPEMEHHLIM BUCUMMETPUYHEIM CEHEHUEM

PaGota ssnsercs saxmmoueHmeM mHkna paspaborox [7, 111 asropa. Mccnmenyercs KpyueHue
ABYTZBDA ¢ NEPEMEHHEM OECAMMETDRTHEIM CEYCHHEM, IPHYEM TpPEAnoNaraercd, ¥ro CEUCHHE
MEHARTCA NNABHO } NOCTOSHHO BCIE[CTBHE MEPEMEHE! PasMEPOR €r0 COCTABHEIX JHICMEHTOR (cre-
HOK W HONOoK). TeoperTudeckwit anagu3 HPOROMTCA C YIeTOM MACCOBBIX CHI M NAHAMHUCCKOTO
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XapaxTepa BHELHeH KpyTAImell HArPYIKM; B JACTROCTH HMCCHSHYCTCR CTaTEYecKas npobiema M BoO-
mpoc CROGOMHHIX KPYTHNILHEIK KoneGammit, 3a OCHOBY TEOPETHYCCKOrO AHANHA3A NPUREMAETCS
“TeXHUYECKAA TEOPHA KPYYCHHA TOHKOCTEHHBIX CTEPIKHEH ¢ TOCTOAHHBIMH IOMEpevHBIMH Cede-
HuAMH [8].

IIocne noapofroro o6iopa, WMEIOMIMXCA B OGMACTH mocTapiienHol npobnemar paboT, aHatH-
HpYeTCH mepeMentennoe H JTeopMaAOBHOE COCTORHEE cTepxma. KoucrarHpyercs HeoGXopw-
MOCTD BBG/ICHAA MCTIPABIeAHs, B NOHATAS TMHeApHEX medopmanmii, B HOMKaX mByraspa () mme-
CTO Ep), & TAIOKE CBA3AHHLIX ¢ HAMH HOPMA/IbHLIX HANPHKEHHH B Ce4eHNN, YUNTHIBAA IPABEICHHEIE -
VICHPARJICHIS BEIBOAMTCA HEIABMCUMO, DHEPTETHYECKE W W3 YCIOBUS DABHOBCCASN, (YHAAMCHTAL-
noe muddepenmuansuoe ypasuenne (3.30) mcenenyeMolt mpobieMel, a rakie GOPMYSIR A4 BHY-
TPEHHEX YCHIMA M HAUpAKeHHH B cowenMM. Jns QysraMeHTANLHOTC ypaBHEHHS NUCKYTHDPYIOTCH
COOTBETCTBYIONME HAYANLHBIC M I'PAHAYELIC YONOBRS, a TAKKS NOCTYNHPYETCS crocof penreHEs
ypaBHEHNs MeTOOOM KOHeYHRIX pasHocTell. CocraBnenue dopmyn (tabmuma 2) moxasnisaer, 4To
EbIBefleHHAA TEODHN ABNAeTcs Oojiee oOnigH MO CPABHEHHIO ¢ TEOpHEl ABTOPA.O TOHKOCTEHHEIX
CTEPKHAX THOA IUTHHADHYECKOW 0GONOMKA C nepeMennoll puumoH koHTYpa [9, 10] m Teopuelt
CTEPKHEH ¢ HMOCTOSHHBIME CeveHMsmMu [8].

Jipg WHCHEHHBIX NPAMEPA WIEOCTPEDYHOT IPAKTHYECKHH CIOCOD BLIYMCHCHHS HACCHEAYEMOTO
JBYTaBpa ¢ MEPEMEHHBIM CEYEHHWEM; NepBLI NpEMEp OTHOCHTCH X CTATAYCCKOl 3ajade, BTOpol
e —k Bonpocy ceOGORHBIX KPYTHNLHBIX KonmeOammit. MogembHas npoBepka NONTBEP#/AACT
NPaBANEACCTS BLIBEOEHHOM TeOpHH.

Summary

STATICS AND DYNAMICS IN TORSION OF I-BEAMS WITH VARIABLE, BISYMMETRIC
CROSS-SECTIONS

The paper is a closure of author’s sequence of works [7, 11]. The torsion of an I-beam with
-variable, bisymmetric section is considered whereby the assumption is made that the section varies
slowly and continuously as a consequence of the varying lateral dimensions of its component ele-
ments (web and flanges). The theoretical analysis is performed regarding the mass-forces and the
dynamic character of the external torsional loading; in particular the static problem and the question
-of the beam’s torsional free vibrations is examined. The theoretical considerations are based on
the technical torsion theory of thin-walled beams with constant cross-sections [8L.

After a detailed review of the existing research works dealing with the mentioned problem,
is given the beam’s stafe of displacements and strains is analysed. The necessity of introducing
corrections {o the idea of the linear strains in the beam’s flanges (s; instead of &,) and the adequate
normal stresses is seftled. Taking these corrections into consideration the problem’s fundamental
differential equation (3.30) is derived, independently by the energy-method and satisfying the equi-
librium condition, and formulas for the internal forces and stresses in the beam’s cross-section
are defermined. Also the proper initial and boundary conditions are discussed and a way of the
fundamental equation’s solution by means of the finite differences method is suggested. A comparison
of the paper’s main formulas with these adequate to author’s theory of thin-walled cylindrical
beam-shells with varying cross-section {9, 10], and those regarding constant sections [8] leads to
the conclusion that among them the theory presented here is the most general one.

Two numerical examples demonstrate the practical computation method of the I-beam conside-
red; the first one concerns the static problem, and the second — the beam’s torsional free vibrations
-question. Model experiments confirm the correctness of the elaborated theory.

POLITECHMNIKA GDANSKA

Praca zostala clotona w Redakeji dnia 6 lipca 1968 r.






