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DRGANIA UKEADU LINFOWEGO WYWOEANE PROCESEM PRZYPADKOWYM
O JEDNOSTAJNIE ZMIENNEJ CZESTOSCI

ANDRZEJ TYLIKOWSKI (GLIWICE)

Drgania wymuszone sila sinusoidalnie zmienng o jednostajnie zmiennej czestosci
wystepuja w wiclu dziedzinach techniki, poczawszy od rozruchu niewywazonych
waldw, a skoficzywszy na drganiach zwiazanych z rozruchem silnikow rakietowych.
Tematyce tej w aspekcie deterministycznym poswigcony jest szereg prac. F. M. LEWIS
pierwszy [1] analizowal ruch oscylatora harmonicznego, poddanego dzialaniu sily
sinusoidalnic zmiennej o stalej amplitudzie i jednostajnie zmiennej czgstosci.
A.P. FiLipow [2] przeanalizowal oscylator harmoniczny z tlumieniem, poddany
takiemu samemu wymuszeniu. Podal on rowniez [3] szereg interesujacych zasto-
sowaf z zakresu ciaglych ukladow sprezystych. Znacznie poiniej W.J. STRONGE
[4] rozwiazal analogiczne zagadnienie drgaf wymuszonych kinematycznie wystgpu-
jacych przy przesuwaniu si¢ ukladu ze statym . przySpieszeniem po powierzchni
falowej. : . o

Potrzeba probabilistycznego potraktowania drgafi wymuszonych procesami
o jednostajnie zmiennej czgstoSei byla niejednokrotnie. wskazywana w literaturze.
Wynika ona z przypadkowej natury zaburzen wystgpujacych w technice, jak np.
przypadkowe fluktuacje cinienia, wywolane praca silnikéw w lotnictwie 1 technice
rakietowej [5], czy przypadkowe nieréwnosci podioza w zagadnieniach transporto-
wych [6]. :

Praca niniejsza poéwigcona jest drganiom przypadkowym, wymuszonym sita
bedaca procesem stochastycznym. Ze wzgledu na fakt, Ze szeroka klasa proceséw
stochastycznych daje si¢ przedstawié w postaci sumy harmonik o losowych amplitu-
dach i fazach, przyjeto wymuszenie w tej postaci. ZaloZono, Ze amplituda i faza
sily sg nieskorelowane. Do analizy przyjeto uklad liniowy o jednym stopniu swobody
z wiskotycznym thumieniem. Z zaloZenia jednostajnej zmiennoéci czgstoscl wynika,
#e funkcja korelacyjna tak zdefiniowanego procesu ma charakter niestacjonarny.
Zatem i proces «wyjSciowy», przemieszczenie, jest niestacjonarnym procesem
losowym. Problem rozwiazywany w ramach teorii korelacyjnej {7] polega na wyzna-
czeniu wariancji przemieszczenia jako funkcji czasu. Sprowadza si¢ on do obliczenia
do$é trudnych calek, ktore jednak udaje si¢ wyrazi¢ przez funkcje prawdopodo-
biefistwa zespolonego argumentu lub jej pokrewne, szeroko reprezentowane w tabli-
cach matematycznych [8, 9, 10 i 11]. Wykonane ‘obliczenia numeryczne pozwalaja
wykryé szereg ciekawych wlasno$ci zmian wariancji w zaleznodei od cza§;1.'Najba_r-
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dziej charakterystyczna cecha krzywych przedstawiajacych zalezno$¢ wariancji
od czasu jest wystepowanie w ukladach oscylacyjnych ostrego «piku» dla czasu,
w ktérym nastapilo zréwnanie si¢ czestodci wymuszajacej z czgstodcia wlasna.
Tak samo jak w przypadku deterministycznym zwmkszeme ttumienia powoduje
gwaltowne zmniejszenie poziomu wariancji.

1. Sformufowanie zagadnienia

Ruch liniowego ukladu spresystego o jednym stopniu swobody z lepkim thi-
mieniem, spowodowany silg zalezna_ od czasu, opisany jest réwnaniem

6 ()
(11) x+2nx—i—k2 X = T

gdzie m oznacza mase, n wsp6lczynnik thumienia, k czgsto$¢ drgan nietlumionych,
q sile, x przemieszczenie, ¢ czas.

Rozwiazanie tego réwnania przy zalozeniu zerowych warunkéw poczatkowych
przedstawia si¢ nastepujaco: '

- . B 1 ¢
(1.2) x() =7n—fh(r-«;)q(r) dr,
0

gdzie h{7) jest impulsowa funkcja przejicia, tj. reakcja ukladu na wymuszen'e
w 'postaci 8 (7). Przy zatozeniu, Ze ila g (f) jest niestacjonarnym procesem o $redniej
mq (1) i funkcji korelacyjnej Kqq (21, £2), STednia i wariancje przemieszezenia wyzna-
czyé mozZna na podstawie zaleznodci {5]:

1 A~ :
a3 m@=— [h—re@dr,
_ 0

1 H f
2@ =5 [ [ hE— k6 — 1) Kea o, 7 dey .
0 0

Do dalszej analizy przyjeto sile jake proces stochastyczny w postaci

' A wy 2
(1.4) - () = Ajcos (
24

gdzie A1 g5 sa nieskorelowanymi ze sobg zmiennymi losowymi. ZaloZono, %e znane
sa rozklady prawdopodobiefistwa g; (45} amplitud 4 a ¢4 sa zmiennymi losowymi
rownomiernie rozloibnjrmi na odcinku [0, 2], czyli o rozkladach gestodci prawdo-
podobienstwa w postaci

+‘;0.1)s

l ! .
Filod =2 [H () — H (ps — 27)], |

gdzie' H{g) jest funkcja Heaviside’a,
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I

Srednia tak okreSlonego procesu przy uwzglgdnieniu braku korelacji miedzy
harmonikami obliczono na podstawie zaleznoéci

1) mam-z f | gj(Aj)mwAjcos(

=1 —oo w00

12
-+ (pj) dAydy;.

Po wykonaniu catkowania otrzymano sy (f) = 0.
Analogicznie wyznaczono funkcje ko:elacyjng; jest ona réwna

N
' wy
(16) . Kyq (tls 12) = 2 Bj cos _2— U% - 192),
=T :
gdzie B; jest polowa wariancji Aj;, obliczong z zaleznosci
1 0
an Bj=+ f A7 g5 (Ag) dd;.

Po podstawieniu (1.5) do (1.3) otrzymano
(1.8) my (1) = 0.

Wariancjg procesu wyznaczono na podstawie (1.3) po wykorzystaniu (1.6)
oraz przyjeciu konkretnej postaci impulsowej funkeji przejécia k (). Najpierw rozpa-
trzono przypadek malego thumienia, tzn. k& > n. Stosujac oznaczenic o = ]/ 2 2
impulsowa funkcje przeifcia wyznaczono w postaci

e—nt

sin wt .

(1.9) h{t) =

Natomiast wariancja procesu

1‘ N L
(1.10) a2 (1) = Py Z B; e‘z’”f f sin @ (£ — 7q)x
N j=1 & 4

x sin @ (f — 7p) cos —- (1:2 72) dry dry e 1™,
Po wprowadzeniu oznaczen

-2ﬂt

(L1 &= m2 — ff "D gin g (1 — 7)x

x sin w (f — 72) cos ﬁj (73 — 72) dry dra,

mozna wyraZenie (1.10} napisaé w postaci
N

(1.12) EKACEIAC ,

F=1
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2. Obliczenie wariancji przemieszezenia

Wyrazenie (1.11) po wykorzystaniu tozsamodci Re € = cos x oraz sinx ==
—(e” — e~™)[2i-daje si¢ przedstawié w postaci

By
(2.1) oy (1) = " ama? Re(li +L,— L — Iy),

gdzie
[ .
I = o2t (1) [’feiﬂ, w2, (1) p— i85 v, 1—1B) gp, g
i 4 o 1442,
[
,42r(n+uu)f reiﬂfr2+r {ntid) — iy 7337, (n+im) dr, dz,
13

d

Iz = ¢
(2.2)

[
L= f f By T8 7, (i) iy 7 3y 0= g gy

F I 3
14 " e—2m f f eiﬁjt?_-fri(rt—ﬁ) e—l‘ﬁ,- 12+, (n 0 d‘!."l d’E’z.

Wykonujac zmiang zmiennych w calkach (2.2) za pomoca podstawiefl

n— i

i o
7= W [n-+i(2f5 T1 — )], zp = 57%";’
= sl 2B =il

n = e — i i Tat+o)], Zo0 T e ah

23 2y ——Iﬁj 2Kt iy

n
£y = I/M [+ (265 71 +o)], Zap = ?'7%:
B o : . - i
| 7= __ﬁjiﬁ; [n—i@2B; 12 — w)], 249——5{?—51—,
otrzymano
1
nh= B W (20) — ™1+l W (zy)I[W (z2) — e 551 7o Wz,
1
L= By [W (z3) — =3 %% W (z30)] [W (20) — ™73 ¥ W (zg0)],
24

=W ) e W (zg)] [ (z) — e~ R W (a0l

1 . :
I = E'[W(Zl) — ¢ * o W (z10)] [W (24) — e %40 W (z40)]
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We wzorach (2.4) W (2) jest funkcja pokrewna calce prawdopodobiefistwa zespo-
lonego argumentu, okreslona wzorem

(2.5) W) =e " [ & dx.
0

Cze$é rzeczywists i urojong funkcji W (z) oznaczono odpowiednio przez U(z)
i ¥ (z). W dalsze] czedci pracy korzystac si¢ bedzie z postaci wykladniczej z ze wzgledu
na fakt, Zze w tablicach funkcji W(z) [9] przyjeto uklad biegunowy. Oczywiscie
nic nie stoi na przeszkodzie, aby postugiwad si¢ postacia algebraiczng z. W tym celu
nalezy wyrazié funkcie W (2) przez funkcje

9 z
Wy (5 =e |1+ el e dt

za pomocy zaleznosci

. ‘ .
. e  — W (Z)
Wiz)=iym 3
i skorzystaé z tablic [8), w ktorych przyjety jest uklad prostokatny. Funkcie W(z)
mozna wyrazié réwniez przez zespolong calke Fresnela: .

r+is @
i

RO4is)+Hil(rtisy= [ e dt
Q

stablicowana w {11].

Przejicic do wspohzednych biegunowych e, 8 umozliwi znaczne uproszczenie
wzordw (2.4) przy jednoczesnym wykorzystanin nastgpujqcych'wlasnoéci funkcji
W (o, 0): _ -

Up, —~8) =Ulo, 0, Ulp, 0+m) = —Ul(g 6),

(2.6) | v (o, —) - —V (e, 0, Vi 0+my=—Vio0).

Podstawienia (2.3) we wspéhrzednych biegunowych g, 6 wyrazaja si¢ nastgpujaco:

e "
=€, n=ae

@7 zy= 01 €™, Z4— 2e",
gdzie " | :
_1 ]/ @By t+op-t2 _1 l/ 2Pyt — ot
(2.8) v _ﬂ’ e b ,
285 t+o 43 284t — w 7 S
01 = arctg ~ % 0= arctg— —— — F e

Warto téwnicz zauwazyé, ze pio = 020 = k2 ]/ﬁj .
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Korzystajac z whasnosci (2.6) oraz (2.3}, moZna napisaé nastepujace zaleimosci:

W (21) = W (g2, 62) = U (g2, 02) +iV (g2, 02),
W (z5) = W (g1, —01) = U ey, 80 — iV (@1, 0,
W (z3) = W (g1, 01) = U (o1, B1) +iV (21, 00
W (z) = W (02, —02) = U gz, 02) — iV (g2, 02).

(2.9)

Po podstawieniu (2.9) do (2.4), a nastgpnie do (1.11) i wykonaniu zaznaczonych
operacji otrzymuje sig wzor okres]ajqcy Jj-ta sktadowa wariancji przemieszczenia®

B
(2.10) o4 (H= m {{U(Ql, 6)) — U (g2, 02) — e~ [U (o, O10)x

x os (B3 2+ wt)-+V (go, O10) sin (B 2-+-wt) — U (go, B20) cos (B 2 — i)+

~ ¥ (2o, B0) sin (B £2 — wi)]2-H{V (o1, 01) — V (g2, 02)— e~ [~ U o, Buo)~
x sin (By 2-+wt) -V (99, O10) cos (B; £2-+wr)+-U (go, O20) sin (Bs 2 — wf)—

— ¥ (o0, 020) cos (f; 2 — wt)]}2}

Analogicznie rozwiazuje si¢ przypadek duzego tlumienia n > k. Oznaczajac
W = ]/nz_kz , funkcja impulsowa przedstawia si¢ w pastepujacy sposob:

1
2.11) h( == e shot.

Stosujac ten sam tok postgpowania jak przy wyprowadzeniu zaleznosci (2.10)
catke (1.11) z uwzglednieniem (2.11) sprowadzamy do postaci

y B _
(2.12) (= m {{U (o1, 61) — Uz, 02) — e"“f.[‘?“"" (U (e10, B10)%

x cos 3 tz-l-V(Qid, 8,0 sin f £2) — €@ (U (020, b20) 008 By 2+ V (20, 020) sin By £2)1}2+
+{V(91, 0;) — V(Qz, 05)—e—-7¢ [e=® (V (p10, B10) cos B 12 — U (@10, O10) sin B £2)—
— " (V (020, O20) cos By 12 — U (020, O20) sin By 12)132},

1 ]/ 462 2+ o) 1 l/ I 2t — o)
01 2 ﬁ_’f 5 ez = Pl : ﬁf ’

285t b/ 0 ¢ 2]33‘! T
Atw 40 RTMORL T T4

gdzie

(2.13) f; = arcig

Zaleznodci (2.10) wraz z (2.8) w.przypadku malego ttumienia, (2.12) i (2. 13)
przy duzym tlumieniu, przedstawiajace zaleznodci wariancii od czasu, stanoww;
rozwigzanie postawionego problemu.
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3. Obliczenia numeryczne, Uwagi ogdlne

Obliczenia numeryczne wykonano za pomocy maszyny cyfrowej. W celu uniknig-
cia przekazywania do pamigci maszyny tablic o duzej objetosel oraz klopotliwego
interpolowania — postuzono sig obliczaniem funkcji W (z) na podstawie znanych
7 analiz rozwinieé tej funkcii w szeregi i na ulamki nieskoniczone lub na podstawie
odpowiednich réwnan rézniczkowych. Metoda taka jest szybsza i doktadniejsza.
W pracy do obliczefi wybrano rozwiniccie funkeji W (2) w szereg Taylora dla malych
|z| oraz w szereg asymptotyczny dla duzych wartoSci |z|. Szeregi te przedstawiaja
si¢ nastgpujaco:

dla o <2
' it 2%k g2k+1
U (o, 6) — Z (DG i < (k+1) 8,
P :
G0 .
2k g2+l
V (o, 6) = 2 (~VF Gy i Sin @D 63
- i=0
dla o >2
VT e 2oy s S 2O
Ulp, 0) = 2e g*e0s20.gin (o2 sin 26)+ % cosﬂ—i—g 5i g1 cos(2k— 1) 8,
(3.2) N
6 7T —p%cos20 5 6 ___L ino - (2k_3)!! .
Vig,0) = e cos (p2sin 20) %0 sin —k-Z “OE g1 1 sin(2k — 1) 6.

Nalezy jednak zaznaczyé, Ze szeregi asymptotyczne (3.2) sa poprawne dla gbrnej
potplaszezyzoy zespolonej, to jest dla 0 < 6 < 7. Wzory (2.6) pozwalaja wyznaczy¢
wartoéé funkcjii W(2) w pozostalym sektorze. Ze wzgledu na szybka zbieznosé
szeregdw (3.1) w celu zapewnienia dokladnosci 10-4 nalezy uwzglednié. dla ¢ <1
s7¢86, a dla p<<2 trzynadcie wyrazéw szeregu. Dokladnoéé szeregéw asymptotycznych
(3.2) w przedziale 2 < ¢ <3 jest mata i wynosi 102 przy ograniczeniu si¢ do czte-
rech skladrikéw. W miarg wzrostu o dokladnosé szybko sig poprawia osiagajac
rzad 10-5 dla p > 5 przy uwzglednianiu pieciu wyrazéw szeregu. '

Operowanie wzorami (3.2) ma jednak inna niedogodno$é polegajaca na tym,
ze dla /4 < 0 < 3m/4 skladnik wykltadniczy W(z) przyjmuje duZe wartosci,
Wielkos¢ o2 (f) otrzymuje sig droga odejmowania (2,10) duzych poréwnywalnych
wielkoéci, co ze wzgledu na skoniczong dokladno$é wzgledna (10-8) stosowanej
‘maszyny prowadzi do znacznych niedokladnosci. Proste przeksztalcenie wzoru
(2.10) w obszarze stosowalnoéci wzordw asympiotycznych pozwala na wyodrgbnie-
nie, & nastgpnie zredukowanie skiadnikéw wykladniczych,

Do obliczen przyjeto j= 1 oraz ..

2 Am?
0‘”.(3) = —BT O'x1 (t).

Obliczenia o2 (f) Wykonan'o dla ustalonego k = 100/s2 i pr;ﬁy zmieniajaccyéi{ sieni Bi.. -
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Rysunek 1 przedstawia wariancj¢ przemieszczenia jako-funkcji czasu w ukladzie
oscylacyjnym dla 8y = 1/s2. Dla czasu ¢ & w/2p; obserwuje si¢ gwaltowny wzrost
poziomu wariancji. Maksimum to w miarg wzrostu wspolczynnika thumienia n
zmniejsza sig, jednocze$nie przesuwajac si¢ w kierunku mmiejszych czasow. Jest
ono wynikiem rezonansu migdzy chwilowa czestoScia wymuszajaca a czgstoscig
wlasna ukiadu.

Dla malych czaséw w wariancji pojawiaja si¢ wahania o czgstosci 2w. Sa one
wynikiem deterministycznych warunkéw poczatkowych x (0) =0, x (0) = 0 oraz
faktu, ze dla malych czaséw Kgq (1, £2) = Kgq (0,0). Wzér (1.3) redukuje si¢
w tym przypadku do prostej zalezno$ci

I

1 2 e“ﬂ*sinmtw———]

Gi.(f)"—“[;fh(r)d‘c] = T Rk
0

gdzie ¢ = arctg w/n, z ktérej wynika, 7e czgstosé wahan wynosi ok. 2w, Mozna
zatem sformulowaé wniosek, Ze dla malych czaséw uklad zachowuje sie jak uklad

b

o |
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Rys. 4

© wejéciu deterministycznym. Stwierdzenie to ma charakter ogélny_i stosuje sie
do ukladéw dowolnego rzedu. ) -

Rysunek 2 przedstawia zmiang wariancji przy zmianie ;. W miarg zmiany fy
maksimum przesuwa si¢ w my$l zaleznoéel ¢ & w/2f; pray niemal-*niéimiennej jego
wysokoéci. Potwierdza to postaé wzoru (3.2)'w polaczeniu z (2.10), z_kt,ércfgo wynika,

#e przy uwzglednieniu jednego wyraza szeregu"&f, () ~ P

Rysunki 3 i 4 przedstawiaja zaleznosci wariancji o2 (f) dla qléla:,déw é.periodycz-
nych n > k obliczone na podstawie (2.12). ' -
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Pe3rome

KOJIEBAHHS JIMHERHON CUCTEMEI
BLI3BAHHEIE CIIVUAMHEIM ITPONECCOM
C PABHOMEPHO-TIEPEMEHHOM YACTOTOMN

PaboTa HOCBAINACICH CHYYANAEIM KONeOaHHHM, BRIHYXJCHHBIM cHiiof ABJAIOMICHCA CTOXa-
CTHIECKAM TPOHECCOM. BEHYIKAEHHe UPHEATO B BHAE CYMMBI FADMOHAK, €O CilyJalHEIMHE aMILIH-
TyhaMu B (asana, [IpennoioxeHo, YTo aMIuHTyAa | dasa cuns! — HeCKOppemupoBaraEe. Jlmsa
AHAIH3a MPAAATA TABCHHAA CHCTEMA ¢ ONHON CTCICHEEO CBOGOIL ¢ BUCKO3HEIM HEMIIDADOBAHHEEM.
W3 TpeanoNOKCHAR PASHOMEPHOH M3MEHTMBOCTH YacTOTH, BEITCKACT, 9T0 KOPPEAAUMOHHAA
$yERUEs, TAKEM 06pa3OM, OUPENEHEHHOTO IPONECea, AMECT HECTAIMOHAPHBIE XapakTep, NOITOMY
¥ DEPEMCIICHEE ABJIASTCA TAKKe HECTALMOEAPHEIM CTOXACTAYECKHMM hpolleccoM. Jaiaua, pemac-
Maf B PAMXAX KOPPERsHHEOHHOMN TeOpHH COCTONT B OIpeHeNieHHOd NACTIEPCHH NEPeMEIIEHAS B Ka-
vecTre (GyERUFE BpoMeHM. PEIICHAA BBIPAKAIOTCA (yHEKUEAMA BEPOATHOCTEH KOMIUICKCHOTO
apryMeHTa WA poxcme}iﬂmm. HpoBefeHmsIe, YACHCHHBE PACIeTH HOIBOMAOT OTKPRITE PAX
UHTEPECHBIX CBOHCTB BPEMCHHEIX OPOIECCOB IAHCHEDCHM. HatGonee XapakTepACTAYCCKOH qepTol
5THX KPEBHIX SRISETCH MOSABICHNES B OCIEIAMHOHHBIK CECTEMAX OCTDOTO NHKA JTA BPEMEHH B KO-
TOPOM TPOM3OUII0 BEIPABHEHME YACTOTH. BRIHYMKTIATOMCTO Ipowecca ¢ CcoGCTBERHONW JacTOTOH,
AMATOTHYHO, K4K B OUDPEHENeHHOM CHyJac YBEeNHiCHHS AeMU(QHUPOBARES, BRI3HIBACT PE3KOE HHO-
HPAEHAE YPOBHH NUCTIEPCHIL R

Summary

VIBRATION OF A LINEAR SYSTEM CAUSED BY A CHANCE PROCESS
WITHL UNIFORMLY VARYING FREQUENCY

The present work is devoted to changee vibrations sustained by a force being a stochastic
process. Forcing have begn assumed in the form of a sum of harmonics with random amplitudes
and phases, For the analysis a linear system has been taken, with one degree of freedom and _x_fi_sc_;ot_ic
damping. From the assumption of the uniform variability of frequency it results that the cér’rg}é.-_' _




280 ANDRZEJ TYLIKOWSKI

tional function of a process so defined is of a nonstationary character. Therefore, the displacement
is also a nonstationary stochastic process. The problem, as solved within the framework of the
correlation theory, consists of the determination of the variance of displacement as a function of
time. The solution is expressed by functions of prdbability with a complex argument or related to
jt. The numerical calculations conducted enable to discover a number of interesting properties
of the time courses of variance. The most marked feature of those curves is the occurience of
a sharp peak for time in the oscillating systems, in which equalization took place of the frequency
forcing the process with the proper frequency. Analogously as in the deterministic case an increase
of damping brings about an abrupt lowering of the level of variance.

Pf'aca wplpnela do Redakcji dnia 25 listopada 1968 r.






