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1. Wstep

W celu zmniejszenia cigZaru §ciskanych elementéw lub dla zado$€uczynienia
wymaganiom konstrukeyjnym stosuje si¢ czgsto prety o przekroju poprzecznym,
zmieniajacym si¢ w sposdb ciagly lub skokowy. Wérdd nich prety o ksztalcie opty-
malnym wyrézniaja si¢ najmniejszym cigzarem przy danej sile krytycznej. Problema--
tyka poSwiecona doborowi tych ksztaltow nabiera w ostatnich latach coraz
wigkszego znaczenia.

Chociaz problem, sformulowany przez J. L. LAGRANGE’A [13}, znany jest od wieku
XVIII, to pierwsze rozwiazanie, dotyczace kolumn o przekroju kolowym, uzyskal
T. CLAUSEN [3] dopiero w r. 1849, Dalszy rozwdj nastapil w zwiazko z pracami
H. Brasiusa [1], N, G. Czencowa [4], J. B. Keriera [7] oraz J. TADIBAKHSHA
i J. B. KELLERA [19]. W dwoch ostatnich pracach autorzy rozwazyli problem okreéle-.
nia optymalnego ksztaltu stupéw éciskanych stala sila; utwierdzonych na jednym
koricu oraz utwierdzonych, swobodnie lub przegubo*fvo podpartych na drugim
koficu. Nieco odmienne podejécie' do zagadnienia reprezentuje praca M. ZYCZKOW~
SKIEGO [21]. Polega ono, uwzgledniajac wymagania prostoty konstrukeji, na dobiera-
niu optymalnego ksztaltu preta §ciskanego spoéréd pewnej klasy pretéw np. stozko--
wych (tzw. ksztaltowanie parametryczne). Sama metoda ksztaltowania parametrycz--
nego w zastosowaniu do réznych probleméw omoéwiona jest szerzej w pracach
W. Krzysia i M. ZyczZkowskiggo [9 i 10]. '

Pierwsze proby podania optymalnego ksztaltu preta przy ograniczeniu napreZer
$ciskajacych nalezy praypisa¢ E. L. NikoLal [14], a sformulowanie Scisle zagadnie-
nia w zakresie sprezysto-plastycznym P. LaasoNEwow: [12]. Wykorzystujac wzor
A. YLINENA autor uzyskal rozwiazanie metoda kolejnych przyblizen, podal wyniki
liczbowe oraz ksztalt preta. Réwniez W. Krzv§ [11}1 postugujac sie¢ metoda
N. G. CzENcowA znalazt optymalny (ze wzgledu na statecznosé ogdlna oraz statecz--
nosé sc1ank1) ksztalt jednostronmic utwierdzonego preta cienkoéciennego. 0 proﬁlu.
zamkmqtym : o

W wymienionych dotychczas pracach obcmzeme pr@tow reahzowano przez\
obciazenie sitami o stalych punktach zaczepienia i stalych kierunkach nie zmienia-
jacych sie podczas Wyboczema — nazywanych dalej w skrécie eulerowskimi. Przy-:
" padek obciaZenia sila o zmieniajacym si¢ kierunku w czasie wyboczenia podanc-
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w ksiazkach W.J. FreoposiEwa [6), JA. G. PaNowko i J. J. GuBAnowEr [15],
‘G. BURGERMEISTERA i H. STEUPA [2]; w wymienionych tam przykladach sifa skie-
rowana jest zawsze w strong stalego punktu — bieguna i dziala na koniec preta
pryzmatycznego, utwierdzonego na drugim koficu. Wplyw spreZystego zamocowa-
nia na stateczno$é w taki sam sposéb obcigZonego preta pryzmatycznego analizuje
R. RosMAN [16], kt6ry w dalszym ciagu {17 i 18] bada statecznos$¢ sprezyscie zamo-
cowanych pretéw o liniowo i kwadratowo Zmieniajacych si¢ sztywnoéciach. Réwniez
sifa pod$ledzaca, $ledzaca i nadéledzaca zmienia podezas wyboczenia swdj kierunek,
lecz problemem optymalizacji przy tak dzialajacej sile nie bedziemy si¢ w tej pracy
Zajmowali. :

W pracy niniejszej przedstawimy §cisle rozwiazanie problemu optymalizacji
ksztaltu preta jednostronnie utwierdzonego, fciskanego sila skierowana do stalego
punktu (bieguna), poloZonego na osi nieodksztalconego preta. Oprécz pewnego
znaczenia teoretycznego przypadek tak obciaZonego preta ma duze znaczenie
praktyczne; wystgpuje np. witedy, gdy przez blok umieszczony na kierunku osi
preta przelozona jest lina zaczepiona do jego swobodnego kofica (por. np. [2, 6
1 15]). Przyklady zastosowafi praktycznych moZna znalezé w pracy J. JA. KOGANA
18] oraz D. DMITRUUKA [5].

Problem rozwigzany w niniejszej pracy nalezy do zagadnien konserwatywnych
statecznoSci, poniewaz obciaZenie opisane wyZej posiada patencjal. W zwiazku
ze zmiang kierunku dzialania sily podczas wyboczenia, charakterystyczna dla

probleméw niekonserwatywnych, mozna by tu méwié o «pseudo-

niekonserwatywnosci». Jednak statyczne kryterium stateczno-
P Sci okazuje si¢ wystarczajace do rozwiazania zagadnienia.
S— Ograniczymy si¢ przy tym do ksztaltowania ze wrzglgdu na
wyboczenie sprgZyste.

— 2. Sformulowanie zagadnienia

Wspornikowy pret niepryzmatyczny (rys. 1) jest obeiazony
Tt = sila P o zmieniajagcym si¢ podezas wyboczenia kierunku, lecz
skierowana do stalego punktu A4 — bieguna. Punkt ten jest
= : polozony na osi nieodksztalconego preta w  odleglodci o
od'punktu utwierdzenia, przy czym odlegloéé ta jest liczona
jako dodatnia, gdy punkt A4 znajduje si¢ poniZzej utwierdze-
p nia, a ujemna, gdy powyzej.
Rys. 1 Zadaniem naszym jest znalezienie optymalnego ksztaltu
' preta na podstawie statycznego kryterium statecznodci, Pret
taki powinien posiadaé najmniejsza objetodé przy danej sile krytycznej, powo-
du_]qce_; utrate statecznosci przez wyboczenie. Korzystamy wobec tego w dalszym
ciagu ze znanego réwnania linii ugigcia preta
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gdzie w (&) oznacza ugigoie preta w punkcie &, P silg dzialajace na- swobodnym
koficu i skierowana do bieguna 4, EJ poszukiwana sztywnosé preta, ktora bcdmemy
wyrazaé wzorem

(2.2) _ EJ=EyJyg(®);

EO jest modutem Younga w pewnym ustalonym punkcie &g, Jy momentem bezwlad—

nosci przekroju poprzecznego w tym punkme a funkcja g(£) jest nieznana, przy

jczym g (&) = 1. Samo potoZenie punktu &) okreflimy szczegélowo poOzniej.
Po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych

w 3
2.3) y=7 , x=7
réwnanie (2.1) napiszemy w postaci
(2.4) (&y")'+8y" =0,

gdzie kreski oznaczaja réini_czkoWa.nie wzgledem x, a 8 jest bezwymiarowa sila

krytyczna: '
Pz

(2.5) _ | = Bl |

Oczywiicie réwnanie (2.1) nalezy uzupelni¢ przez wlasciwe w naszym przypadku

warunki brzegowe; dwa z nich — to warunki geometryczne stwierdzajace, Ze ugigcie

i kgt ugiecia w utwierdzeniu sa réwne zeru, a dwa dalsze — to warunki statyczite

é;' P £

“Rys. 2

stwierdzajace, Ze moment zginajacy na koncu preta jest réwny zeru oraz 7e.-sila
poprzeczna w tym miejscu jest réwna odpowiedniej skladowej sily P. Wyprowadzenie
-ostatmego warunku brzegowego zilustrowano: rysunklem 2. Tak wiegc- otrzymamy

y(ﬂ)—O | g(l)y"(l)—o
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Wprowadzony tu bezwymiarowy parametr’

a

@n _ o=

okregla poloZenie bieguna, do ktorego zwrocona jest sita i jak widaé¢ moze przyjmo-
waé dowolne wartofci od —oo do oo, Przypadek @ = 00 odpowiada obciazeniu
sita eulerowska preta wspbmikowego, a ¢ = 0 réwniez obciaZeniu sila culerowska,
ale preta dwuprzegubowego. Calkujac dwukrotnie réwnanie rézniczkowe (2.4)
otrzymujemy

@.8) gy +By = C1+Ca %,

gdzie Cy i C; sa dowolnymi stalymi calkowania, Wprowadzajac nastgpnic nowa
zmienng zalefng okreflona wzorem _
2.9) () =y~ 2

. g(x) =y ——5 — X%

| N Y R

przeksztalcamy réwnanie (2.8) do postaci, bedacej punktem wyjécia do dalszych
rozwaZan opartych na metodzie CZENCOWA [4], stosowanej przez niego do proble~
mu optymalizacji preta obcigzonego sita eunlerowska,

@10 . go"4pv=0.

Z czterech warunkéw brzegowych (2.6) otrzymujemy, po wykorzystaniu podsta-
wienia (2.9) i réwnania (2.10) oraz wyeliminowaniu statych C; i Cz, tylko dwa
warunki brzegowe dla funkcji o (x):

(2.11) 2(0) —av"(0)=0, ov(1)=0.

Aby nie zawezaé zagadnienia zatozymy, #¢ pret moZe by¢ niejednorodny, tzn.
ze podany jest sposéb zmiany modidu Younga; przyjmiemy, Ze

(2.12) E=Eyf(x),

gdzie f(x) jest dang z géry funkcja, przy czym f(xp) = 1. Wobec tego, pole po-
wierzchni przekroju poprzecznego preta moze byé wyraZzone wzorem:

g )T
(2.13) A ) = A.O[f(x)]'
Funkgcja g (x) okrela sposdb zmiany sztywnoscei preta, funkcja f(x) sposéb zmiany
modulu Younga, a funkcja g (x)/f(x) sposéb zmiany momentu bezwladnosci
przekroju poprzecznego. Wykladnik- zalezy od ksztaltu przekroju poprzecznego
preta i w przypadku preta plaskozbieinego o statej wysokosci przekroju » =1
(wyboczenie z plaszezyzny zbieznosci), w przypadku preta o stalej szerokodei prze-
kroju i zmiennej wysokofci x = 1/3 (wyboczenie w plaszczyZnie zbieznodei),
a w przypadku preta Wsze_f:_hstroﬂnie ré'Wnomiernief zbieihegq x=1/2 [21].
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3 Zagadnienie wariacyjne

Wyprowadzenic podstawowego w tym problemle rownania rézniczkowego
ngietej linii preta optymalnego mozna przeprowadzic co najmnicj dwoma sposobami;
pierwszy z nich opiera si¢ na rozwaZaniach podanych przez Czencowa [4], a drugi
na metodzie energetycznej, zaproponowanej réwnoczesnie przez M. TAYLORA 201
i M. ZvczkowskmEGo [23], a stosowanej réwniez przez W, Krzysia [11].
Podamy tu oba te sposoby. ' '

3.1, Metoda Czencowa. Istota t¢j metody polega na poszukiwaniu minimum
funkcjonalu objetodcl preta

GBI V= fA(E)df Auzf[f()]

przy dodatkowym warunku w postaci rownama. rézniczkowego (2.10). WyraZa]ac
z tego réwnania funkcje g (x) przez v i o’ otrzymulcmy

G2 o = f (,,)dx,

gdzie 7 ‘
L —fo\*
'Z)”):AOI(f‘U” ) -

(3.3) | w'(
Réwnanie Bulera-Lagrange’a dla funkcjoné}u (3.2) mozna napisa¢ w prostej postaci

(3.4) : ' —t"v=0, 3

w ktérej-nowa zmienna ¢ jest rieélona wzorem "
v

(7)”)2 ?

a pochodna funkcji y wzgledem argumentu /o'’ wzorem

. dy A (—ﬁv )"*‘
(36) L ( 2 ) = —A()IM'}: E’T
d\—+1 -
]
Po jednokrotnym scalkowaniu réwnania (3.4) otrzymujemy -

3.7 7 - D e't— ot =Cy,

(3.5) - | t=1p

gdzie € jest dowolna staly calkowama : :

. Niewatpliwie najistotnicjszym punktem metody Czencowa jest wykaZame
ze stala C; w (3.7) jest réwna zeru w przypadku, gdy sila dzialajaca jest sily cule-
rowska. Réwniez i w tym przypadku mozna wykazaé, ze C; = 0. Nalezy w tym

celu wykorzystac drugi z warunkow brzegowych (2. 11), tzn. obliczy¢ warto$é stalej' D

¢, ze wzoru (3.7) w punkcie x = 1, JeZeli tylko '’ (1) Jest rézne od zera, to stala“.- Y
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Cy jest réwna zeru. Ale zaloZenie v'" (1) # 0 musimy tu przyjac cheac, aby szlywnoéé
preta zerowala sig na swobodnym koricu. Zachodzi to zawsze wanalogicznych pray-
padkach optymalnych ksztaltéw poszukiwanych w zakresw sprezystym. A zatem
przy]mujqc C; =0, z réwnania (3.7) mamy

(3.8 SR v =Cp 1,

gdzie C; oznacza dowolng stala catkowania; w dalszym ciggu korzystajac z (3.5)
i (3.6) otrzymujemy ostatecznie . '
1—x ]

(3.9) ol flbe — o

gdzie € oznacza dowolng stala. Do rownania tego naleZy dolaczy¢ warunki brzegowe
2.11).

3.2. Metoda energetyczna. Punktem wyjécia jest tu wzor na sile krytyczna P»
wyprowadzony z rozwazaf energetycznych, zakladajacych, Ze energia potencjalna
ukladu musi byé minimalna (lokainie) w wygigtym poloZeniu réwnowagi:

i
[EIw2dg
0

(3.10) | P=-

ofw'zdfh—l~(fw dE) '

Wzor (3.10) jest w naszym pi‘zypadku poprawny, poniewa istnicje zaréwno po-
tencjal skladowej pionowej sity P, jak réwniez skltadowej poziomej. Latwo. mozZna
wykazaé obliczajac prace sily zewnetrznej P na przesunigeiu powstalym przy malym
ugieciu preta, Ze potencjal tej sily jest rowny wyrazeniu w mianowniku wzoru (3.10).
Jezeli w (3.10) podstawimy dowolna funkcje w (), spelniajaca warunki brzegowe
danego zagadnienia, to otrzymamy przyblizona warto$é sily krytycznej; dobdr tej
funkcji decyduje o dokladnosci wyniku. Warto§é §cista uzyskamy, gdy w (£) przyjmie-
my w postaci rozwigzania réwnania (2.1) z uwzglednieniem warunkéw brzegowych
(2.6).

Metoda energetyczna polega na poszukiwapiu ekstremum funkcjonatuy (3.10)
przy stalej objgtosei preta

S
(3.11)° L v=[A®e&
0

i to zar6wno ze wrzgledu na funkcje w (&) (warunek réwnowagi, minimum P), jak
1 ze wzgledu na funkcje 4 (&) (optymalizacja, maksimum P).

W ten sposdb otrzymujemy zagadnienie izoperymetryczne, w ktorym funkcjonat
(3.10) jest funkcja trzech innych fumkcjonaléw. Korzystajac z' regul obliczania
wariacji. moZna. wykazaé, Ze poszukiwane. ekstremum funkcjonatu (3 10)- nalezy
ZaStilplé przez znajdowanie ekstremum funkc_]onalu T -

'F(w_’,"w”') = f (E_fw"?—té)ll"W’2+};2 w)dt

(3.12)
A - 0
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z izoperymetrycznym warunkiem pobocznym (3.11). Wobec tego zgodnie z ogolnie
znapymi regulami tworzymy nowy funkcjonat

t 1
(3.13) F'(y,y", A) = f (AEA* ”2+,11y'2+12y +z3 A)dx,

w ktérym wprowadzono bezwymiarowe zmienne x i y, moment bezwladnosci
preekroju wyrazono przez pole powierzchni przekroju,
i 1
3.14 =—A";
(3.14) =A%
A, A, Ay 1 A3 sa pewnymi stalymi mnoznikami.

Problem sprowadzono do zbadania ekstremum bezwarunkowego dla funkcjo-
nalu (3.13), zaleznego od dwéch funkeji y (x) i 4 (x) oraz ich pochodnych, & wigc
do rozwiazania ukdadu réwnan Eulera oraz okreslenia dowolnych stalych z warunkow
brzegowych i warunku izoperymetrycznego. :

Obliczajac pochodna wariacyjna ze wzgledu na funkcje ¥ (x) otrzymujemy

a2
(3.15) ;{;?(E.Ty” —L»n=0.

Jak widaé, jest to nieco zmienione réwnanie (2.1); staje sie tu jasne jakie znaczenie
fizyczne ma stala 4;.

Pochodna wariacyjna ze wzgledu na funkcje 4 (x) przechodzi w pochodna czastko-
wa, poniewaz w funkcjonale (3.13) nie ma pochodnych funkeji 4 (x):

I %

1"
(3.16) — AEA Y2410,

Z réwnania tego obliczamy A'(x), wstawiamy do (3.1_5). i po prostych przeksztalce-
niach [awzgledniajac (2.12)] otrzymujemy - '
% ?H“i

az |
(3.17) o alerte] o,

gdzie A oznacza pewna dowolng stala.
Cajkujac dwukrotnie mamy
* n+1

(3.18) Uy Ay = GG x,

a po wprowadzeniu nowej zmiennej zaleznej, okre§lonej wzorem

ol
(319 . y(x) = [w)+Cit G,

dostajemy ostatecznie rownanie identyczne z réwnaniem (3.9):.
I—x A4x %

(3.20) o el AT 2 Tub ”‘"‘f“"* C
Nalezy do niego dolaczyé warunki brzegowe (2.11).
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Wyprowadzone dwoma sposobami réwnanie (3.9) lub (3.20) okresla linie ugiecia
preta optymalnego przy danym sposobie zmiennoSci modulu Younga, przy czym
funkcja o (x) jest linia ugigcia w zmienionym [za pomoca podstawienia (2.9) lub
(3.19)], uldadzic Wspolrzgdnych x, ©. Jest to réwnanie rdzniczkowe nieliniowe
drug1ego rzedu.

4. Optymalizacja pretéw jednorodnych

- Zbadamy najpierw problem optymalnego ksztaltowania prgta jednorodnego,
tzn. zalozymy, ze modul Younga jest staly i wynosi E;. Wobec tego w réwnaniu
(3.20) zalozymy f(x)= 1, co w znacznym stopniu ulatwi jego rozwiagzanie. Otrzy-
mamy wigc w tym przypadku réwnanie zawmrajace tylko funkcje v w pierwszej
potedze i jej druga pochodna:

1—2

@.1) . oy = C,

Whprowadzajac nowa zmienng zaleZna, okre§long wzorem

(4.2) r(@)=12"(),

oraz uwzgledniajac, ze o'’ (x) = p (dp/dv), moZemy obliczyé nowa funkcjg p (wj:

(4.3) O ]/A o +4s,

skad

4.4 x =1 f : »
]/A1 ?f"ﬂ 42

gdzie A; i Az 53 dowolnymi staiyml cafkowania, ktdre nalezy Wyznaczyc z warunkow
brzegowych (2.11). Jak widaé, otrzymano wyraZenie pozwalajace obliczyé funkcje
odwrotna, tzn. x = x(v), lub wyrazi¢ rozwigzanie w formie parametrycznej przez
odpowiednie wprowadzenie parametru, ulatwiajace catkowanic we wzorze (4.4),
Omoéwimy teraz szczegdlowo rozwiazanie podanego zagadnienia w trzech szczegdl-
nych przypadkach, tzn. gdy =1, x =1/2 i % = 1/3. -

4.1. Pret plasko-zbieiny o stalej wysokoSei przekroju poprzecznego {(x = 1},  Wykonujac
calkowanie w rownaniu (44) dla » =1 otrzymujemy

(4.5) : v = A;+dg x+43 x2,

gdzie A;, Ay, A3 sa dowolnymi stalymi catkowania.

Warunki brzegowe (2.11) pozwalaja wyrazié dwie sposrod statych calkowama
przez pozostaly (ktéra jest ostatecznie dowolna) oraz podac réwnanie linii ugigcia
preta optymalnego w postac1

(4.6) o= Clatx—(1+a) ¥, 'a=a7,

gdzie C oznacza staiq dowolng.
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Rozklad sziywnoéci preta obliczamy z réwnania (2.10): - .

1 atx—(1+a) 2 _pe
2 ] 1+GL - o EQJ[) )

%)) =
Zakladajac, 7e sztywnod¢ preta w pewnym dowolnie wybranym miejscu xp jest
podana i wynosi Jy, tzn. Ze g (xg) = 1(0 € xp < 1); mozemy okresli¢ sit krytyczng:

. 2(14a) EyJy
Pu= a+xg—(14+a) x% 2

4.8)

oraz sztywno$¢ preta '. N
B atx —(1+a) x2
I = atxg—+ay2” 0

{4.9)

Interesujaca jest teraz rzecza zbadac, jaka oszczedno$é materialu moZna otrzymaé
zastepujac pret pryzmatyczny pretem o ksziakeie optymalnym, przenoszacym g
sama sile krytyczna. Obliczymy w tym celu objeto§é preta o Kksztalcie opty-
malnym: . ‘
- _4a+1 Aol
Ja-txp —(1+a) x5

1 '
@10) V=4l f g (x) dx = Ag— A (xg) -
1]

Poréwnujac sily krytyczne dla preta pryzmatycznego i optymalnego (o tych samych’
modutach Younga)

: EyJ©® ' EyJy
{4.11) PP = O = = B—p>

mozemy wyrazié pole quierz¢hiii przekroju poprzecznego pregta pryzmatycznego
przez Ag 1 f: :

p

B

oraz obliczyé stosunek objgtodci preta optjmdiﬁégo do bfyﬁﬁlatycznego (o tej samej
sile krytycznej): '

“.13)

“4.12) - A® = 4,

Voo l4da
O T 12(1 e

ﬁ(oi e

‘We wzorze tym B0 oznacza bezwymiarows sile krytyczna dla preta pryzmatycznego,
ktéra jak wiadomo w naszym. przypadku okreslona jest rownaniem przestgpnym

(4.14) o wVEY eV O =0.

Nalezy tu zauwazy$, Ze uzyskane rozwigzania (4.8)-(4.13) sa poprawne tylko
dla pewnych przedzialéw zmiennoSci parametru mianowicie dla az 01 dla
a < —1; w przedziale —1 < e <0 fracg one sens. Powodem tego jest sposdb
wyboczenia preta, jaki zachodzi wtedy, gdy sila jest skierowana do bieguna polo-
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#onego w przedziale —1 < a << 0. Linia ugigcia po wyboczeniu nie moze by¢ tukiem
jednej paraboli (parabola nie posiada punkiu przegigcia), moze by¢ natomiast zlo-
zona z likéw dwoch paraboli o przeciwnych krzywiznach.

\*{x} J—
W -

v

Rys. 3

Niejednoznacznoéé znaku drugiej pochodnej funkeji o
jest najlepiej widoczna w réwnaniu (3.16). A zatem lini¢
ugiecia preta optymalnego dla parametru e, zawartego
w przedziale (—1, 0), nalezy skonstruowa¢ z dwéch odein-
kéw paraboli pokazanych na rys. 3 i poprawnych dla
réznych przedzialéw zmiennosci x:

o= A +Ay x4-A3 x2 dla x=1;
d.

5
4.15
1) o* = ATt AL x+A3x2 dla O

ANt

X

N A

Stale catkowania 4, A7 (i —=1,2,3) oraz stalg  nalezy
wyznaczyé (z dokladnodcia do jednej stalej) z nastgpujg-

. cych warunkéw brzegowych i warunkow «zszycian para-

boli [rys. 3 oraz warunki (2.11}]:

0{)=0, 2{@=0, o2¥(@=0,

(4.16)

2F(0)— 2" (0) =0, o' () =v¥' (), o7(8)=—ov*" ().

Po prostych cobliczeniach otrzy_mujémy

o = Az [x2 ~ (1+8) x+9] da dgx<g1,
4.17 '
@17) 0¥ = — Ay 21 —38)x—05(1—-28)] dla 0<x<9d,
gdzie
1 -
(4.18) 3= 11 —3a0)— V1+42a+9a2] .

Ostatecznie ksztalt preta oraz sila krytyczna okreSlone sa wzorami

| g(x) =

§+(14-6) x+x2 5 < )
<x<1,
3+ +8) %+ " ¥
24(1—38)x—6(1—20
2+ )x—d( ) <x<8,

S x2-(1+8 x+s

.19)
g* (x) =
gdzie -

— 64+ (1+8) xg—x3 12 °

Jo = J(JC[)), 0<x<1, xp#6,

a stosunck objetodci preta optymalnego do pryzmatycznego o teJ samej sile kry—

tycznej jest rowny

@an

v
. V(O)

RN S Y 5 o3
= 5 BO(1— 384667 —68).
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We wzorze tym SO nalezy obliczy¢ (dla danego «) z réwnania (4.14), a 4 ze wzoru
(4.18). : ‘ '

Dane liczbowe przedstawiono w tablicy 1, a zaleznoéé oszezedno$ci materiahe
od pewnego parametru £, okreflajacego polozenie bieguna, na wykresie (rys. 4)-
Oszezedno§é materialu wyraZzono wzorem

: V
(4.22) Z=1+ o
Tablica 1
_ v
Z a Jo B 50l Z(%) 6
—co —1,000 0,0000 0,0000 0,7500 25,00
—17,54 1,057 0,1600 0,1079 0,7551 24,49
—10,30 —1,093 0,2500 0,1695 0,7583 24,17
—4,419 —1,203 0,4900 0,3379 0,7659 23,41
—1,794 —1,557 11,0000 0,7158 | 0,7818 21,82
—0,8749 —2,143 1,4400 1,0667 | 0,7950 20,50
-0,3184 —4,141 . 1,9600 1,517 0,3093 19,07
—0,1190 —9,401 2,2500 1,787 0,8170 18,30
0,0000 400 n2/4 = 2,46741 2,000 |22/12=0,8225| 17,75
0,2958 2,381 3,2400 2,754 0,8404 15,96
0,3936 1,541 3,6100 3,100 - 0,8481 15,19
0,4779 1,093 4,0000 3,453 10,8554 14,46
0,6727 0,4566 5,2900 4,541 0,8737 12,63
0,8121 - 0,2314 6,7600 5,669 0,3809 11,91
0,8510 0,1751 7,2900 6,060 0,8790 12,10
0,8873 0,1270 7,8400 6,462 0,8742 12,58
09217 0,08497 84100 | 6880 | 08655 T1345°
" 0,9547 0,0475 9,0000 7,321 0,8521 14,79
0,9708 | o0,0301 9,3025 7,552 0,8452 15,68
0,9868 ' 0,0134 9,6100 | 7,793 0,8327 116,73
1,0000 | 00000 | m2=09,8696 8000 [n2/12—=0,8225 17,75 0,0000
1,0205 —0,020112 | 10,2784 8,325 0,8079 | 19,21 0,01970
"1,0618 —-0,058222 | 11,1111 8,952 | . 0,7898 21,02 0,05465
1,443 —0,12612 12,7021 10,069 0,7877 . 21,23 0,10862
1,3134 —0,23864 15,1305 | 11,743 0,7908 20,92 0,17461
1,8351 —0,45508 17,9324 | 13919 |. 0,8073 19,27 10,24188
3,2051 —0,68800 19,2967 | 15149 .| 0,8133 18,67 0,27330 =
26,0851 —0,96166 | 20,1107 | 15923 0,8162 . 0,29118;
+o0 —1,00000 20,1906 | 16,000 0,8165




310 N ANTONI GAYEWSKI, MICHAL ZYCZKOWSKI ¢

i podano w procentach, a parametr £ zdefiniowano wzorem & = 1/(1-+a) = If(a-}-D).
Sile krytyczna B obliczono z réinych wzoréw, zaleznie od wartosci {; tak wigc

ST | 20140)
~dla oo < { £ 0 prayjeto xo= 0, - skgd p= —
: ‘ 1 « _ 8(4ap
dla 0<<f<1 przyth0x9~2(1+a),s_qd B = 1T aa(ita)

: 1 8
€ j = A > =TT eyt
dla 1 < ¢ <<too przyjeto xp 2 (14+48), skad f i —op
Przy wyborze wartoéci xy kierowano sig tym, aby sile krytyczna zawsze wyrazaé
przez maksymalny moment bezwiadnosci przekroju preta.

2(%)

T

A e e Bt S

1

I LR Y L

1 t 1 1 1 1 1 ! 1

{ 1
-12 -08 ~04 2 . 04 8 12 16 0 ¢

* Rys. 4

4.2. Pret wszechstromie réwnomiernie zbiciny (x = 1/2). Réwniez w tym przypadku
{zapewne o najwigkszym znaczeniu praktycznym) mozna wykonaé efektywne calko-
wanie we wrorze (4.4) i preedstawié rozwiazanie, wyrazone przez funkcje
elementarne w postaci funkcji odwrotnej x = x () lub w postaci parametrycznej
x=x(p)iv=2o(p. -

Jezeli wykonamy podstawienie

2
3

o o |
(4.23) S e,
E Ay v’ 4-4;

to po obliczeniu calki we wzorze (4.4) otrzymamy przedstawienie parametryczne
rozwiazania: : : o

- oy N ! r r 1 .7 :
’{4-24} ' g = Al Sln3 (P s X = A3+A2 ((P - —2— sin 2(}7) '
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w ktérym A}, Ay i A3 sa pewnymi dowolnymi stalymi calkowania. Przyjmiemy dalej,
70 wartosci x = 0 odpowiada pewna Wwarto$é gp, a wartodei x =1, ¢ = ¢ oraz
uwzglednimy warunki brzegowe (2.11); drugi z nich, » (1) = 0, wskazuje na ko-
nieczno§é przyieeia ¢ = 0. Pozostaly warunek pozwala obliczyé zwiazek miedzy ¢p
i a. Ostatecznie przyjmujemy

v—dsindg, .
1
P -5 sin 2(;9
4.25). x=1-—5—""",. 0<g¢<sqp
' o 5 sin 2gp
oraz ‘
2 sin3
(4.26) a=— e
3 cos ¢ (tpo CY sin 2(;)0)
gdzie A jest dowolna stala, parametr g zmienia si¢ W granicach od Odo (0 S ¢
< @), a parametr @ zalezy od polozenla bleguna d sposob okreslony rownan1em~
{4.26).

Moment bezwiadnosa preta obhczymy w tym przypadku jako funkc_}@ zalezna
od parametru ¢ ze WZoru

o o (x')3
(4.27) g((P) - dz'v - Wﬁ x: o' e ?)un s
dx? '

w ktérym apostrof oznacza rézniezkowanie wzglqdem .
Wykorzystujac (4.25) obliczamy :
sint ¢ -

1 22
((po - 7 sin,2 QD[))

o 4
(4.28) gl =5 p

]
a dalej bezwynuarowa site krytyczna podajac moment bezwladnoSci w pewnym

na ogét dowolnie wybranym miejscu preta. Zalozymy, Ze znany jest moment bez-
wladnoéci dla-x = xs, tzn. dla @ = ¥, zalozymy, Ze g(ﬁ) = 1. Wobec tego. sila
krytyczna jest réwna , 1 g ,

429 ’ ) 3 ((po‘— ‘2‘ sin2 f;t)o) Ey Js -
(4.29) - Py = 4 sind 9 2o

a moment bezwladnosci

4.30 I =2,
( 3 ) ) ((p) - gind g 4

Dhugosé boku przekroju kwadratowego tub diugosé promienia przekroju kotowego
zmienia si¢ oczywifcie wedlug wzoru

431 ' a(p) =
gdzie ap = a (D).

sin ¢

- s
sind "’
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 Podobnie jak poprzednio mozemy tu okreslié oszezednoéé materiatn w funkcji
wspolezynnika a. Obliczamy w tym ‘celu objetosé preta optymalnego:
: 11 -6 1
V=4l [ g dx= Aol [ g2 x'dy,
0 Po

(4.32) 12¢9 — 8 sin 2¢pp-5in 4g

V= Ads!

?

1
16 sin2d (tpo — - sin 2<p0)
gdzie 4a = A (P) jest polem powierzchni przekroju poprzecznego preta dla x =x»
Przeprowadzajac rozumowania i obliczenia jak w pkt. 4.1. otrzymujemy

|74 12, — 8 sin 2gg+sin 4 __
(4.33) W _ Po 1% Q:o ]/ ﬁ@ ’
8 ]/§ ((Pg —7 sin 2:;90)

gdzie V jest objetofcia preta optymalnego, 7@ objetoscia preta pryzmatycznego
o tej samej sile krytycznej; )/ B® nalezy dla danego a obliczyé z réwnania (4.14),
a go z réwnania przestepnego (4.26). Uzyskane wyniki sa poprawne w calym prze-
dziale zmiennosci parametru a; wynika to od razu z réwnania rézniczkowego (3.20),
ktore przybiera postac

(4.39) g =C.

Druga pochodna funkcji v wzgledem X wystepuje w trzeciej potedze, a zatem nie
ma niejednoznacznodci znaku.

W szezeg6lnym przypadku, gdy a— —I¢), go —>0, i aby obliczyé V¥V,
nalezy rozwinaé prawe strony wzorow (4.33), (4.26) i (4.14) na szeregi potggowe
wzgledem zmiennej gy W otoczeniu gp = 0. Otrzymujemy

i : 3 _
(4-.35) o= — (1 + 5@():%4—...), pO = 5 Pat+ oy %) = 575 + e s
' Z=—19,5016% .

Korzystajac dalej ze wzoréw (4.25) i (4.30) mozemy .obliczyé funkcje rozkladu
sztywnosci preta: '

B 1 4
¢ ¥ 3 ("”)
x=1—"54+.., —=1-x7" glo=1""/;
(pg + o { ) (9 Po
a wiec po przyieciu & = @g, x» =0, |
4 1 :
4.36) . g =(1—x)3, F=7 % =apV/ T-x, a=3a(0).

Gdy sita drialajaca jest sila eulerowska, a wigc gdy @+ too (pret wspornikowy)
oriz a = 0 (pret dwuprzegubowy), parametr gg jest réwny odpowiednio 7/2 oraz
7w, ViV = ]/ 3/2 = 0,866026, Z = 13,3974%,. Liczbowe wartodci sily krytycznej
dla preta optymalnego, sity krytycznej dla preta pryzmatycznego- przy tej samej
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Tablica 2-
' (0) v 0

%o ¢ o B g W Z(%)
0,00 —o0 —1,0000 0,0000 0,0000 0,8050 19,50
0,40 —29070 | —I1,0344 0,0991 |~ 0,05569 | ° 0,8075 19,25
0,80 -5,6621 —1,1766 0,4371 0,25526 0,8178 18,22
1,00 —2,8730 —1,3481 0,7358 0,44490 0,8260 17,40
1,20 —1,3745 —1,7276 1,1621 073894 | 0,8371 16,29
1,40 —-0,48888 | —3,0455 1,7649 1,2081 0,8513 14,87
a2 0,00000 | o0 2,4674 1,8506 0,86560 13,40
1,70 0,26591 2,7607 3.1418 2,5056 0,8783 12,17
1,80 0,42721 1,3408 3,7566 3,0641 0,3859 11,21
1,90 0,55799 0,79216 4,4521 3,6496 0,8969 10,31
2,00 0,66383 0,50640 5,2153 40426 .| 0,9045 9,55
2,20 0,81717 0,22374 | 68257 | 53699 0911 | 889
2,60 0,96615 0,035039.|  9,2149 6,9391 0,8865 |- 11,35
3,00 099940 | 0,000603 | 9,8577 | 7,3933 0,8665 13,35
a 1,00000 0,000000 | 9,8696 |- 7,4022 0,8660 13,40
3,40 1,00366 | —0,00365 9,8766 7,4558 0,8603 13,97
3,60 1,02052 | —o0,02011 | 10,2784 7,6952 0,8528 14,72
3,80 1,06182 | —0,05822 | 11,1111 38,2471 0,8388 16,12
4,00 1,14432 | —0,126i2 | 12,7021 9,2155 0,8331 16,69
4,20 1,31344 | —0,23864 | 15,1305 | 10,6750 0,8417 15,83
4,40 1,83514 | —0,45508 | 17,9234 | 12,6539 0,8542 14,58
4,50 3,20512 | —-0,68800 | 19,2967 | 13,8285 0,8589 14,11
4,56 26,0851 —0,96166 | 20,1107 | 14,5858 0,8611 13,98
4,5659 —6452,0 —1,00016 | 20,1906 ; 14,6622 0,8614 13,86

wartodci @ oraz oszczednosci materiatu zestawiono w tablicy 2; wykres zaleznofci
oszezednodel [zdefiniowanej wzorem (4.22)] od parametru & = lj(l4+-a) przed-
stawia rys. 4. '

Sllg krytycznq obhczano ze wzoru (4.29), przyimujac

=go(0) dla —oo<Ii<
D= nf2 dla < & <oo,

Przy wyborze ¢ kierowano si¢ jak poprzednio tym, aby sﬂq krytyczng zawsze wy-
razaé przez maksyma.lny moment ‘bezwladnosci przekxmu preta.

4.3. Pret plasko-zblezny 0 stale] szerokoscl przekro]u POPrzecznego (x = 1,"3) Przez pQ(_i_-
stawienie : '

Lo . A2 2 .
“4.37) -0 g ==} sinte
= A,
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mozna catkg (4.4) sprowadzi¢ do prostej postaci i latwo wykonaé catkowanie:

o = Aysint g,

(4.38) o
x = Ay-+Aycos ¢ (3 —cos? ¢),

gdzie Aj, Ay, A s3 nowymi dowolnymi stalymi caikowania.
Przyjmujac, Ze ¢ = ¢g, gdy x =01 ¢ = @, gdy x =1 oraz uwzgledniajac
warunki brzegowe (2.11} otrzymujemy

=4 sin4 @,

4-39) : 2 —3 cos ptcosd g 0 <o
T T 2 3 cos pptoosd gy SS9
oraz
3 sin4
(4.40) . q=— 0

4 cos ¢ (2 — 3 cos gg+cosd ) '

Stata 4 jest tu dowolna, parametr @ zmicnia si¢ w granicach od 0do g (0 < ¢ < ),
a parametr g, zalezy od polozenia bieguna w sposéb okrelony réwnaniem (4.40).

Moment bezwladnosm przekrOJu zmienia sig tu wedlug wZoru
- smﬁap
(4.41) N {C e
sita krytyczna jest réwna
© 4(2—3cospytcosdgy)2  EJy
95insH 2N

(4.42). P =

gdzie .
=J(xs), xo=x(),

a oszezednoéé materialu mozemy obliczyé z nastepujacego wzoru:

¥ 12(1—cos gg) — 4 (1 —cosdgq) — 3 sint g cos g
yo 5(2 —3 cos g+ cos? @)

(4.43)

3l/ 9‘6(0)
X
4(2—3cos py+cosd g2 7

przy czym § nalezy obliczyé z réwnania przestepnego (4.26) i gp 2 réwnania (4.40).

Rozwijajac prawe strony wzoréw (4.43), (4.14) i (4.40) na szereg Maclaurina
ze wzgledu na ¢y, obliczamy oszczednosé materiatu, sile krytyczng i ksztalt pr@ta
W szczegOlnym przypadku, gdy o ~>—1(_,, tzn. gdy blegun, do ktérego zwrécona '
jest'sila, dazy od géry do swobodnego Korfica preta nieodksztalconego: '

23

v _ L .
@4 S =V2, Z=160054%, g =V —x3, B=0. "
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Dla sily eulerowskiej, tzn. dla @ — G-oo i dla @ = 0, przyjmujac parametr @ réwny’
odp0w1edmo o = 7/2 1 rpg — @, mamy ' - ‘
v

Wyprowadzone powyZej wzory (4.39), (4.40), (4.42) i (4. 43) nie odnoszg si¢ do calego
przedzialu zmiepnosci a; odpada przedzial —1 € a < 0 odpowiadajacy poloZeniu
bieguna w obszarze preta. Takie usytuowanie bieguna powoduje wyboczenie preta
w postaci dwoch poifal, a wice wedlug krzywej, posiadajacej punkt przegigcia.
Znak krzywizny preta ulega zmianie w tym punkcie. Podobnie jak w przypadku
4.1 istnieje w réwnaniu wyjsciowym (4.1) v (2”2 =C niejednoznacznodt znaku
drugiej pochodnej. Lini¢ ‘ugiecia dla -1 < a < 0 trzeba wigc «zszyé» z dwdch
krzywych, bedacych rozwiazaniem réwnania {4.1), poprawnych w réZznych przedzia-
lach zmienno$ci ¢:

V%ﬂ—owx@ Z =10,7632 %.

v =Asintg . B v = A¥sint o
" (4.45) § x = A3+Aycos ¢ (3—cos?¢) oraz - x= A} -+ Ajcos ¢(3 —cos2g).
d<x<t 0<x<d ”

State 4; oraz 4 (i = 1, 2, 3) nalezy wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych i warunkéw
«zszyciay (4.16) oraz dodatkowych warunkéw dla parametru ¢ (rys. 2):

_ =g, dla x=0,

{4.46) p=¢ dla x=1,

o= dla x=24. )

Po prostych przeliczeniach otrzymujemy

(447) p1=0, yp=m,
v = Aysintg, . [ o¥ = —Aisintop,

23 cos gtcosig . ] © 3(cosgyp — cos @) — (cos3 gg — cosdg)
x=1- 613 cos py—cosd gy’ . r= 6-1-3 cos g — cos? ¢y ’
O<g<am, - la<o<o;

(@48) 5= 243 cos 950 —cosdpy - 3 sind gy

643 cos gy —cosPey” 7 dcos {643 cos gy — cosB gg)’
—1<a <0.
Sztywnoéé preta zmienia sig wedtug wzoru (4.41), przy czym sita krytyczna jest rtéwna

4 (643 cos g —cosdeg)? EpJs
' 9sinSdh 2

(449) Pk=_ Jo = J () =J(xp) .

Stosunek obJQtosm preta optymalnego. do pryzmatycznego 0 te] samej 511e krytyczne]
przy —1<a< 0 moze byc obhczony ze wzoru
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-V 32 — 4 (2+cos g} {1 —cos @)2--3 sint pg cos @ y
yo 5 (6+3cos gg — cos? pg) '

17 9 1‘3(0)
®
4 (6+3cos gy — cosdgg)?

w ktorym B© nalezy wyznaczyé z réwnania (4.14), a ¢p z réwnania (4.48).
Liczbowe. wartoéci sily krytycznej dla preta optymalnego, sity krytycznej dla

preta pryzmatycznego przy tym samym a ‘oraz zysku na materiale zestawiono

w tablicy 3. Wykres zaleznosci zysku na materiale od parametru = I{{(a+])

przedstawiono na rys. 4. - ] -
Sile krytyczna obliczono ze wzoréw (4.42) i (4.49) przyjmujac

19':990()&330) dla —eo < (€0,

(4.50)

ﬁ=%— da 0<(<oo,

a wiec wyraZono tcé sile: przez maksymalny moment bezwiadnosci przekroju preta.

Tablica 3
P L o £ - B ZG%) | o
0,00 oo ——1,0000 0,0000 0,0000 16,0054
0,40 —347M1 —1,0288 | . 10,0834 0,0422 15,77
0,30 —6,7020 | —1,1492 .0,3795 0,2007 15,00
1,00 33734 | -1,2964 0,6555 0,3608 14,31
1,20 —1,5971 —1,6262 1,072 | 0,6255 13,37
1,40 —0,56069 | —2,7835 - 1,6939 1,0847 12,11
) 0,00000 | oo 2,4675 1,7778 10,7632
1,70 0,20754 2,3600 3,2461 2,5268 9,62
1,80 -~ 0,47348 1,1120 3,9776 3,1681 | 874
1,90 060215 |  0,63360 | 4,8149 3,8314 7,95
2,00 0,72052 |  0,3878% | 57279 4,4842 7,37
2,20 0,86739 0,15289 | 17,5312 5,6381 7,23
2,60 0,98456 0,015682 | 9,5673 6,9054 9,78
o 11,0000 70,000000 | 9,8696 7,1111 10,7632 | 0,00000
3,60 1,0080 | —0,0079567] 10,0286 7,2213 11,32 0,00766
3,30 1,0333 —0,032241 | 10,5359 7,5513 12,41 0,02959
4,00 1,0055 - |- —0,087164 | 11,7807 8,2880 13,40 | 0,07372"
4,20 1,2345 —0,18997 | 14,1534 |.  9,5979 13,10 0,13924
440 . . L6483 039184 | 17,3256 11,5919 11,92 1 021677
4,50 2,5266 ..0,60421 | 18,9112 | 12,8498 11,45 0,25609
70,776 | —0,98587 |- 20,1619 | 13,9837 | 1L157.° | 0,28689"
--3831,4 —1,00026 |~ 20,1906 | 14,0414 .| 1115 T ;28759
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Na zakoficzenie tej czgdci wykonano obliczenia ksztaltéw preta wszechstronnie
- réwnomiernie zbieznego (x = 1/2) w trzech przypadkach polozenia bieguna:

1 a—=—1,176613 (py = 0,80),
2 a= 0223737 (g =220,

3 @ = 0238643 (g = 420).

Dane zebrano w tablicy 4, a ksztalty pretéw w zakresie spreZystym pokazano
na rys. 5.

Nalezy zauwazyd, Ze olrzymanc ksztalty pretow maja zawsze pole powierzchni
przekroju na koncu swobodnym réwna zeru, a w przypadku obcigZenia sita skiero-

Tablica 4
= —1,176613 a = 0223737 - o = —0,238643
a (x) alx) . a(x)
@ x ; x x —
o ap ) [<4)

0,00 1,00000 0,00000 1,00000 0,00000 1,00000 0,00000

0,i0 0,99778 0,13917 0,99975 0,09983

0,20 0,98238 0,27695 0,99802 0,19867 0,99860 0,19876

8,25 0,96573 0,34438 ' :

0,30 0,94111 0,41196

0,40 0,86236 0,54285 0,98456 0,38942 _0,98905 0,38942

0,50 0,73597 0,66832 - ' 3 '

0,60 0,55371 0,78716 - 0,94993 0,56464 0,96449 0,56464

0,70 0,30957 0,89805

0,80 0,00000 1,00000 0,88780 0,71736 0,92043 0,71736

1,00 : 0,79619 0,84147 0,85545 0,84147

1,20 1067775 £0,93204 0,77145 0,93204

1,40 0,53939 0,98545

w2 0,41296 1,00000 0,58364 1,00000

1,80 0,24462 0,97385 '

2,00 0,11115 0,90930 0,36958 0,90930

2,20 0,00000 0,80850 ' .

2,40 . ‘ 0,23183 0,67546

2,80 0;17416 0,33499

n 0,16728 0,00000

3,30 h 0,16659 0,15775

3.60 0,15096 0,44252

4,00 - 0,07087 0,75680
o420 _ -0,06000 0,87158

Rozprawy Inzynlerskie — Ii
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wang do bieguna, lezacego w przedziale dlugodci preta, pret posiada przekr6j o polu
réwnym zeru réwniez w innym miejscu. Wobec tego w zakresie spreZystym napreg-
zenia pochodzace od sily $ciskajacej
% zmierzaja w tych punktach do nie-
skonczonodcel 1 rzecza konieczng jest
uwzglednienie tu teorii spreZysto-pla-
stycznego wyboczenia pretow.

Chx X

ce=—11166 oe=019237 =-0.2386

5. Wplyw niejednorodnosci podluinej na opiy-
malny kszfalf preta Sciskanego sila skierowang
do bieguna

Réwnanie (3.9) Iub (3.20) zostalo
wyprowadzone dla dowolnej nicjedno-
rodnosci podiuinej modulu Younga,
przy czym zaloZono, ze E (x) = Ey f(x),

l /L gdzie f(xg) = 1.
e ] P W tej czefci postaramy si¢ zbadad,
. jaki wplyw na optymalny ksztalt preta
Rys. 5 ma niejednorodno$é modulu Younga.

5.1. Pret plasko-zbieimy o stalej wysokoéci przekroju poprzeczmego (x = 1). Jako pierwszy
rozpatrzymy przypadek preta plasko-zbieznego, wybaczajacego si¢ z plaszezyzny
zbieznodci, obciaZonego sila skierowana do bieguna.

Réwnanie linii ugigcia preta jest tu bardzo proste i moze by¢ scatkowane
efektywnie dla wielu réinych sposobéw zmiany modutu Younga (a formalnie
dla dowolnego rozktadu modulu Younga):

(5.1) v =Cf .
Do dalszych obliczen przyjmiemy

(5.2) F(x) = (Ltex),

gdzie & jest to pewna stala spelniajaca warunek ¢ > —1 oraz 76 — dowolna stala.

Dobierajac s 1  mozemy otrzymaé dowolnie wiele przypadkéw niejednorodnodci
oraz W sposéb preyblizony dostosowaé je do z géry danego rozkladu modulu
Younga.

Wykonujac catkowanie w réwnaniu (5.1) i uwzgledniajge warunki brzegowe
(2.11) obliczamy funkcje linii ugigcia:

5
{(1 “+ay(l —|—sx)_ T (x+a) (1 -!—3)~ 7

RN M

&)
14+a

(5.3) =
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W dalszym ciagu ze wzoru (2.10) okreslamy sztywnosé preta oraz silg krytyczng
(wyrazona przez sztywno$é Ey Jo w pewnym dowolnie wybranym punkcie x = Xo):

;] ']
{(era) 119 2L () (4o E

o e e it

(rpra) () 27— (o) Qax) 2+
[
+[1 — ae (—— ;+2)] (1 — Jc())}(1-1~.£-:3c:())E

]

d ) -
2{1+a) (*" o -|-2) (— > +1)(1 +exg)
3 Pe — L2 =24
(xpta)(1+e) 2 —(lta(ltexy) * -+

+[1 — as_(~ % +2)] (14x0)

Ey Jo
2

Latwo mozna sprawdzié, ze gdy 6 =0 lub & —0, sila krytyczna jest okreslona
podanym juz wzorem (4.8). W szczegdlnym przypadku polozenia bieguna, gdy
a — —1, otrzymujemy

" — 1 2
(5:6) Pr=0, gx)= a9t Tsx) 3

(1 — xp) (1 Fexp)®

- lub dla Xp = 0,

s
gx)=d—xda +-8x)*

Optymalny ksztalt preta niejednorodnego jest tu opisany iloczynem funkcji sztywnosci
d

preta jednorodnego i funkeji (1 +ex)®. Wzory (5.4) i (5.5) sa nieoznaczone dla
8 =21 6 =4; po prezejéciu do granicy mamy '
1) dla =2

(1-4ex) {(14+ex) [1 —ln(I1+ex)] —x(A+8) [l —1In(l +ey]+
fa(l4ad[l —In(1-+ex)] — a(l4e) [t —In(14+8]-+(x — D}

£ = (1-Fexg) {(1+exg) [1 — In (I+exg)] — xo (1-He) [ —In(1+8)]+

. A-a (1 4-exg) [1— In (1 +exg)] — a(l &)1 In (1 48] +(xo — 1)}
(5.7 - 2(l+a) , , EyJo,
Pr = ey (1 ) B T (1 - oxl] — | e

—x (1 +8) - In(l +&)]--a (1 +exg) [1 —In(1+exo)] —
—a(l4+&) 1 —In(l —]—s}]—l»(xo -}
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2) dla 6 =4

(1 +.§x)2 [t (14-ex) — iln (148)+ea in (1+4ex) — :
—aln{l+2)teae(l — x)]

g (x)=

(1+exg)? [In (1 +exp) — xoIn (14} +aln (14ex0) — ’
— aln (1+4&)tas {1 — xg)]
(5.8)
P — & (14a) : Ey oy
BT (1 Fexg)? [In (1 4-exp) — xo In (1-+e)+ 2

e 1n (1 4exp) — o In (148)+as (1 — xp)]

Wyniki przedstawione réwnaniami (5.4), (5.5), (5.7) i (5.8) nie sa poprawne dla
—1 < a <0, jednak wobec mniejszego znaczenia takiego potozenia bieguna dalszych
obliczeft nie wykonano. '

5.2. Pret wszechstronnie réwnomiernie zhieiny (¢ = 1/2). Sciste scalkowanie réwnania

' PR
(5.9) 9" fi=C

dla dowolnych (lub nawet pewnych danych funkcji f (x)) wydaje si¢ rzecza niemozli-
wa. Mogna tu jednak dla z géry danego ksztattu linii ugigcia otrzymaé takie funkcje
rozkladu modutu Younga, Ze réwnanie (5.9) bedzie spetnione, oraz przez dobor
pewnych dowolnych stalych wykazaé przyblizona zgodnoé¢ obliczonej funkcii
rozkladu modutu Younga z funkcja podang z gory.

Z (5.9) wynika, 7e wobec warunku brzegowego v 1 =0 pochodna o'’ ma osobli-
1
woséwpunkcie x =11 ]ak mozna wywnioskowaé jest to osobliwosé typu (1 — x) 3,
‘Przyjmiemy zatem, Ze o'’ jest iloczynem funkeji z podana osobliwoscia i funkcji
regularnej F(x) takiei, ze I'(1) # O:
1

(5.10) 2 =C( —x) ?F().

Wstawiajac (5.10) do (5.9) obliczymy nieznang funkeje f(x) ze wzoru
' 1—x
(5.11y . J =

w ktérym F(x) jest funkcja dana, a o (x) nalezy obliczyé z réwnania (5.10).
Aby uprofcié calkowanie tego réwnania, celowe jest wprowadzenie nowej zmien-
nej niezaleznej u, zdefiniowanej nastgpujaco:

(5.12) : u=(1— x)?

Przez podstawienie (5.12) sprowadzamy réwnanie (5.10) do postaci:

dzg zdﬂ_._c .
L o Sut F (u),

(5.13)




OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRETA SCISKANEGO SIEA 321
a warunki brzegowe (2.11) do (5.14):

0 [ . a dv ]
@19 [?]uzo v T a2 du u;!: 0
Wprowadzajac nowa zmienng zalezng w (1) = dofdu przeksztalcamy (5.13) w rowna-

nie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu, ktére mozna zupehie tatwo scatkowaé;
ostatecznie olrzymujemy

(5.15) o) = (4 f [MZIuF(u) du] du+Co w3+,

gdzie Cy, Cy, C3 oznaczaja stale calkowania. :
Do dalszych obliczefi trzeba przyjaé konkretng postaé funkcii F (u); jak widaé
z (5.15) wygodnie jest zatozyé, Ze F (u) jest wiclomianem N-go stopnia®

N
(5.16) : Fu) = Z an uP,
_ f1=0
gdzie an sa dowolnymi wspolczynnikami oraz ag # 0,
Dla tak przyjetej funkcii F(x) obliczenie ugigcia niejednorodnego preta opty-
malnego nie przedstawia Zadaych trudnodci; po uwzglednieniy warunkdéw brzego-
wych (5.14) otrzymujemy : : :

N N - .
] N, 3te@ts) G M]
G1D 0@ = [Z D) () 3(”“),%‘ e )

=0
Ze wzoru
7 9us v
(5.18) s =5, &
b Y

obliczymy sztywno$é preta oraz site krytyczng (wyraZong priez moment bezwladnoéci
Jy w przekroju preta u =9):

:19) 3+a(n+4-5)

N ' N g, N
P P (e () wr] 3w
=0 =0

§0) = T F T 3 a1 N ¥
‘%[Z e YL PN o ‘?’”2] 2, anu

A=0 frper
N
(5.20) P () % and® By Jo
. BT N 3ta(n+5) N an ] 12
- . ® gni2
19‘4[ﬂ=0 (179 (n+2) 15 3 +-a) g (ﬂ-l'-Z) (115 gt
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Rozkiad modutu Younga okreéla wzér (5.11) oraz warunek f(#) = 1, tzn. E (§) = Ey
(5.21)

N 3+tua(nt+S) N an ] N
— —_— +2 E
oo [2 i 12) (115) 3(”“)”;: R youy (,gg @)
Ui
3+a(n+s) N an ] af
[ —— Y 3
[Z ey S A G ﬂ;; @i (15 © (gg an )
gﬁg' ' " Wspolezynniki ¢; mozna tu dobraé
iy > /E: w 1‘:a1ci quséb, aby funkcja f(z) byla
A zblizona do podanej z gory.
L Przyklad 1. Przyimujac np. ap # 0,
oo W W X =0 dla >0 (N=0) otrzy-
Rys. 6 mujemy
o= (34-5a) — 3 (1 -+-a)92 W [(3-15a) — 3 (1-+a) 2]
(5.22) N Gy —satae ST #iG 50 —3(tae
' 10 (1 EyJ
Pp= -+a) °0 B =EW®), Jo=J®.

33150 — 3(1+a)92] B2

W szczegdlnym przypadku dzialania sily eulerowskiej na prgt wspornikowy, tzn.
gdy a-»> -k oo, przyjmujac & = 1 (x,; = 0) mamy

e 9
(5.'23) f(x) = 5 _ 3]3/-(1—;—-36—);*3

! : _ 5
s =5 U =Y T=x[5-3WA—Fl P=7

Ksztalt preta i rozklad modulu Younga pokazano na rys. 6, a dane liczbowe
Zamieszczono w tablicy J.

Tablica 5
_ E J

* - By D “ao
000 1,00000 | 1,00000 | 1,00000
020 0,82827 1,08254 1,01982
0,40 ' 0,69787 1,03909° | . 1,00965
0,60 0,59323 0,83745 0,95662
0,80 - 0,50327 | 0,46178 0,82434
. 0,90 0,45938 0,21995 0,68421
095 0,43546 0,09714° | 0,55827
1,000 -f 0:40000 | - 0,00000 . | 0,00000
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Przykiad 2. Przyjmujac ap # 0, a1 # 0, ¢; =0 dla i >1 (N =1) i oznaczajac
aifag = &, otrzymujemy

_{pe +5a)+15 (14-2a) €] — 3 (1+0) (9456992} (143
S = 10 (31 50)+15 (1+20) ] — 3 (140 (O-+5eu) w2} (1+-au)? *

o ut {19 (3-+5a)-+15 (1 -20) &] — 3 (14+a) (9--5eu) w2} (1 +ed)
(524 £ = 500 (3750 115 (120 &] — 3 (1-+0) O+5e8)82) (14ew)
. 30 (1 +a) (1 +6’B’) : E() J()
Pr = G0 3750115 (1120 6l — 3 (110 O+560)} 12
Fy— E@), Jo=J(®).

afog a/ay
Hley EfEy afa
10 10 z
i o E/E
i) L L
i I S’ﬁ o
oz { s i : . a2y |
0 a2 o a8 08 E7 I 0 9z oA AT Py
€=1/5 £=—1/4
Rys. 7

Dla prgta wspornikowego ééiskﬁnegb sita culerowska (a — - o) 'przy =1
(x = 0) wzory (5.24) znacznie sig upraszczaja:

_ (61-58) (1+8)3 \
Fw= [(154-108) — (9+5su) 2] (1 +a)3
415 (34-26) — (91 Seu) u2] (1 +¢
(525 g = gl +(6)+53() (T+212)u 10:+e) , gdzie u=f}f1wx

1048 Eodo
Pe= "5 2

Istnieje tu mozliwosé doboru funkcii f (1) przez zmiany parametru &. Na wykresach
(rys. 7) pokazano ksztatt preta i rozktad modutu Younga dla ¢ = 1/51 &6 = —1/4,
a dane liczbowe zebrano w tablicy 6.

Gdy

N 1512 (17 — 92 — )
&= T, g(u)— 7(5_+_u) »

50 TOTT 07 Tar —u) G4l

to

12 Eydy
LU
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Tablica 6
1 1
E=— R
5 4
E J E J a
¥ Eo Jo o B Jo ap
0,00 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,10 0,237 0,9627 0,9905 0,8767 1,0801 1,0000
0,20 0,8594 0,9067 0,9758 0,7704 1,1385 1,0330
0,30 0,8048 0,8328 0,9553 0,6776 1,1650 1,0398
0,40 0,7580 0,7421 0,9282 0,5955 1,1643 1,0388
0,50 0,7179 0,6359 0,8930 0,5219 1,1167 1,0280
0,60 0,6837 0,5158 0,8475 0,4549 1,0175 1,0043
0,70 0,6550 0,3846 0,7875 _ 0,3926 0,8576 0,9623
0,80 0,6326 0,2463 0,7045 0,3329 0,6285 0,8904
© 0,90 0,6195 . 0,1089 0,5745 0,2715 0,3263 0,7558
1,00 0,7115 0,0000 0,0000 0,1603 0,6000 0,0000
Gdy
513
&= — —— ) =
4’ S @) [50 — (36 — Su) u2] (4 —w)3’
3ut [50 — (36 — 5u) u?]
u oy
&) 19(4 — u) g
to
30 EplJy

Py~ 19 T

5.3. Pret plasko-zbieiny o stalej szerokosci przelroju poprzecznego (x = 1/3). Podobnie jak
w czefci 5.2 zastosujemy tu do rownania
1 1

(5.26) o v ft=C

metode odwrotna, tzn. obierzemy posiaé funkeji 2, a obliczymy rozklad moduiu
1

Younga. Poniewaz funkcja o'' posiada osobliwos¢ typu (1— x)_i [wynika to
z réwnania (5.26) i z warunku brzegowege o (1) = 0], wige przyjmujemy
1

(5.27) 97 = C(1 —x) 2F(»),

gdzie F(x) jest dana funkcja regularng w przedziale (0, 1) i taka, Ze F(1) # 0.
Wstawiajac (5.27) do (5.26) obliczamy

(1 — xp

(5.28) Fx = W
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Przez wprowadzenie nowej zmiennej niezaleZne

1

(529) u=(1—x72,
sprowadzamy réwnanie (5.27) do postaci

d2o 1 do

{5.30) EZ- — ;— N = Cdu F(u),

a warunki brzegowe (2.11) do postaci
a dv
(5.31) [©]y_p = 0, [v +— *—] =0
Calka ogélna réwnania (3.30) jest funkcja
(532) 0@ =C [[uf F@ ) du + Cy12+C,

w ktorej state Cp, C2 1 C3 sa dowolne, a F () przyjmiemy jak poprzednio:
N
(5.33) F@= D aun, a#0.

Po prostych przeliczeniach i wykorzystaniu warunkéw brzegowych otrzymujemy

N

e 3:|—a(n—|~3) B o n+]
(5.34) v:AHZ{ O D kD) 2(1+“)g(n+1)(n+3)” 1

=0

oraz ze wzorn (5.35) i warunku J(#) = Jy sz‘tyWnoéé preta i sile krytyczng:

3 B du? o
(5' 5} g(u) - 18 dz P 1 d‘U 2
T (hlz - 'f; (lu

N 24a(add)
”3126 Snymry 20T )2 (n'"H)(n?li?») m]

o

NP

W=

=

(5.36) glwy=——4 7 N
ot 2he@dd) . un
3{26 "(n-+1) (n+3) S Z( +1)(”+3) lg ot
(1--2) E dn 9
(537) Pr = 7 = el

X 2ve(td) N 2
_2"9'3[2 o) g3y 2Ot n;; (n+1)(n+3)ﬁ”+1]
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Rozkiad modulu Younga obliczamy ze wzoru (5.28) przy warunky £(9) =1, tzn.
E(’ﬁ) == E{)I

(5.38) 24a@+y) X o ,
—_— 14
[Z " (1) (n+3) Z(H”)ﬂ% (n+1) (n—i—3)ﬁ 1] (Z "“ﬁ)
N 24a(n+3) N T N " .
[ oDy 20T 2w h ey 1] (Zo an )

f)=

=

Przyklad. Przykladowo przyjmiemy ap #0, a3 #0 s =0 dla i >1 (N=1):

a1
E = _mf}
tp
 {[42+30) 43 (1420) &] — (1 +0) (84-360) $)2 (1 +edyt
S = {4 2130)+3 (420 €] — (1) B+3ew) u}2 (1 Hew)t
w3 {4(2430) +3 (1+2a) 6] — (1+) (8-3¢) u} (1 +20)
(539 8@ =g {4 @+3a)+3 (1420) 8] — (1+a) (8-+380) 8} (1 +eu)’
' 6 (1 +a) (149 EyJo
Py =

93 {[4 2-+3¢) +3 (1420a) 8] — (1+a) (8-+3e) 9} 2
Dla preta wspornikowego Sciskanego sila eulerowska (o — ;};00)‘ przy 4 =1
(x = 0) wzory (5.39) ulegaja znacznemuy uproszczeniu:
. (4-+3e)2 (14804
S = 16 Bty — 8 136w uf (1 ewy*’
' w36 (248 — (8F3eupul (1+5)
(540) g = (4+38) (1+-eu) I

648 Edy
P == 43¢ 12

5.4, Nicjednorodnodé optymalnego preta pryzmatyczoego. Na marginesic omawianych
zagadnien lezy dosyé ciekawy problem: dla jakiego rozkladu modulu Younga pret
niepryzmatyczny o danym momencie bezwladnoSci ¢ (x) jest pretem optymalnym?

Uklad réwnaf opisujacych ten problem jest nastepujacy:

§0) = —B—r, E=Ef(),

1—n 3

(5.41) oo lt* fIT = C,

prey czym

g ()

J =Ty p(x), BEJ = Eefeg(‘ﬁ)ﬂ“fp(x)-
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Uklad ten moina latwo przeksztalcié otrzymujac jedno rownanie rozniczkowe
nieliniowe i niejednorodne na funkcje @ {x)
(5.42) o' v = C¢*
oraz wzdr na rozklad modulu Younga
(5.43) £(x) = Co2.

Najprostszy przypadek odpowiada zagadnieniu poszukiwania takiego rozktadu
modulu Younga, aby pret pryzmatyczny byt optymalny. W réwnaniu (5.42) musimy
przyjaé @ (x) = 1; jednak rozwiz-

zanie nawet tak uproszczonego 5;'59 :
réwnania moze by¢ przedstawione 7 Voo oo
- . L |
tylko w postaci calki a8l .
. a5t & 2
(5.44) C a a4 |- ' |
K x=40{ J. ——, 4 : :
. Y1+ Cylnt ok .
' [ ER RN S R RS SUN N ok -
Jezeli przyjmiemy w dalszym ciagu, g ik 64 a8 7] 1 ¥
ze pret pryzmatyczny jest wsporni- Rys. 8

kowy i obcigZony sita eulerowska
(o — <), dokonamy podstawienia v — e~"" oraz uwzglednimy warunki brzegowe,
olrzymamy rozwigzanie w postaci parametrycznej:

w

2 1
_ g BT
x = ]/9—1_0[8 dt—-erfwg@(wl/z),

(5.45) g = e

Fwy=e2u2, gdzie O w<loe,
v(@ =1, f{0)=1.

Korzystajac z tablic funkcji Gaussa bardzo fatwo obliczymy poszukiwany
rozklad modutu Younga (rys. 8). Oczywiscie na koficu swobodnym preta (w == oo,
x == 1) modut ten jest réwny zeru i jak wynika z (5.45), kat ugiecia na tym konicu
jest rowny #/2.
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PesoMme

OITAMAIBHBIIT PACYET HA MUHUMYM BECA CTEPXILI CHMMAEMOTO
CUJION, HATIPABIEHHOM K TIOTIOCY

B npencraprennoit paBoTe, peinaeTca BOUPOC OMTHMARAATHMH (OPMBL YIPYIOTO CTECRIKHA,
CREMACMOTO CHIOM, HANPARICHHOH B ICCTOSRHYID TOUKY — MOMIOC, PACCIONOKEHHOTO H3 OCH
HeAeOPMEPOBARHOTO cTepkms. (JCHOBBIBAACE Ha MeTOe Femiona, COCTOANETD B JIOHCKE JKCTpe-
MyMa (QYHKNMOHAT: — OGBEMa CTEPXHAA, OPH YCTAHOBNEHHON EDHIMYECKOH CHIE, BEIBOIWTCH
YpaBHeHte JHERA ONTMMANGHOTO UPOTEGA, CEPaBE/UMBOE B TPEX Clydasx: . MNIOCKOCKOMAMOTO
CTePMHA BLIOYIEBAIOMIETOCH U3 «IUIOCKOCTH) CXONMMOCTH, 2, PaBHOMEPHO, BCCCTOPOHHE CXONM-
MOTO CTEPICHN ¥ 3. ITOCKOCKOBAMOIQ CTCPIKHN, BHITYYHBAJOIIETOCT B IUIOCKOCTH CXOAAMOCTH,
KpoMe TOro, ywmThIBaeTCS BIESHHE HOORHODONHOCTH MOAYIL HOHrA Ha OUTAMATBHYIO (HopMy
CTEPXHA H OHPENeNASTCH HEOAHOPOIHCCTE ONTHMANLHOTO IPH3MATHYECKOTO Crepiks, Ompe-
JFeiseTess SKOHOME: MaTepHana, BEITCKAIOMAA W3 3aMeHEl TPHIMATAYECKOTO CICPKHS, OITHMAN-
HEIM CTEPEHEEM, HeDEHECANIEro TY & CAMYIO KPEIHYCCKYIO CHIlY, B 38BHCHMOCTH OT NOJIOMCHIT
nonreca, Jlaeres nearni psapy 4HACTOBEIX OPHAMEPOS, :

3araua pemaeTcd Ha OCHOBE CTATHYECKOro KpMTepus yCTOTHBOCTH, KOTOPHE B BUAY «KOR-
CEPBATHRHOCTEY HATPY3KH MOYKHO B JAHHOM Ciydae OPAMEHATD A IPOAIBONBHOTO HOJHOCE.
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Suymmary

OPTIMAL SHAPING OF A ROD COMPRESSED BY A FORCE DIRECTED TOWARDS
’ THE POLE

In the present work the problem has been solved of optimalization of shape of an elastic rod
compressed by a force directed towards a constant point — the pole, located on the axis of the
undeformed rod. On the basis od Chentsov’s method which consists of finding the extreme of a func-
tional — the volume of the rod, for a fixed critical force the equation of the bending line of an opti-
mal rod has been derived, valid for three cases: a plane-convergent rod deviating «from the plane»
of convergence, a uniformtby universally convergent rod and a plane-convergent rod deviating
«in the planey of convergence. Furthermore the influence of the heterogeneity of Young’s modulus
on the optimal shape of a rod has been considered and the heterogeneity of an optimal prismatic
rod has been round. The profit on material has been calculated, resulting from the substitution of
a prismatic rod by an optimal rod bearing the same critical force depending on the position of the
pole and a variety of numerical examples are presented.

The problem has been solved on the basis of the statical criterion of stability which, due to
the «conservativeness» of the load, could be applied for any arbitrary positions of the pole.
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