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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE KRATOWNIC PRZY UWZGLEDNIENIY
WARUNKOW STATECZNOSCI

RENATA WOIDANOWSKA-ZAJAC i MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)

1. Uwagi wstepne

Zaproponowana przez W. Krzysia i M. Zyczkowskrco [21] klasyfikacja
probleméw ksztaltowania wytrzymaloéciowego wymienia (w sposéb ogdlny) pieé
typowych wielkoéci, ktére mozna wyznaczaé: wymiar przekroju, ksztaht przekroju,
ksztalt osi lub powierzehni §rodkowej, ksztalt brzegu i sposdb podparcia. W przy-
padku ukiadéw kratowych mozemy mie¢ do czynienia w pewnym stopniu ze WSZyst=
kimi wymienionymi zagadnieniami, Podstawowym problémem jest wyznaczanie wiel-
kosci przekrojow F; poszezegdlnych pretéw; z reguly przyjmuie sie F; = const na
dhugodci preta, choé w przypadku Sciskania, a wige narazenia na wyboczenie, zastoso-
wanie pretéw niepryzmatycznych mogloby spowodowaé dodatkowe (zazwyczaj nie-
wielkie) oszczgdnoéci na materiale i cigzarze konstrukeji. Ksztalt przekroju w przypa-
dku rozciagania nie ma znaczenia, moze natomiast byé istotny przy wyboczeniu
a takze, przy ewentualnym dodatkowym wplywie zginania (przy obciazeniu na dhg-
godci preta). Dobieranie ksztaltu-osi mozna tu rozumieé jako ustalanie konfiguracji
kratownicy, a wige kierunku i dfugosci pretéw, gdy ograniczymy sig, jak zazwyczaj,
Jjedynie do pretéw prostych. Problem ksztattu brzegu redukuje sig jedynie do ewentual-
nego ustalania optymalnych wymiaréw gabarytowych kratownicy, W pewnych
przypadkach moze réwniez wystgpowaé zagadnienie optymalnego rozmieszezenia
podpbr.

Przeglad wazniejszych prac dotyczacych optymalnego ksztaltowania kratownic,
a opublikowanych do roku 1962, podaje praca Z. WASIUTYNSKIEGO i A. BRANDTA
[47], natomiast opublikowanych gléwnie w latach 19601964 — praca M. I. RErTMA-
NA 1 G. 8. SzAPIRO [35], a w latach 1962-1968 — C.Y. SHEUA i W, PRAGERA {38].
Auntorzy stwierdzaja, ze problem ksztaltowania kratownic statycznie wyznaczalnych
o danej konfiguracji jest trywialny, bowiem wielko§é powierzchni przekrojow nalezy
wtedy dobraé wprost z warunkéw wytrzymatosciowych, Natomiast kratownica
statycznie niewyznaczalna, przy ustalonym obciaZeniu i ograniczeniu Jjedynie wa-
runkami wytrzymatoSciowymi, nie moze by¢ kratownica optymalng; optymalizacja
polega tu na najdogodniejszym przyjeciu zerowych przekrojéw pretéw nadliczbo-
wych. Twierdzenie takie wykazal jeszcze w ubieglym stuleciu M. Levy; metody
optymalnego usuwania zbgdnych pretéw omawiaja I. M. RABINOWICZ [28], Ju. A.
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RADCIG [29 1 31], A. 1. WiNoGRraDOW [48 1 49], F. 1. SLUsARCZUK [42 1 43], N. A
SiErOW [39 1 40], N. S. WOLKOWA, Ju. A. RADCIG, N. CH. CHASANSZIN [50] oraz
T.S. Km [12]. Podobne zagadnienia w oparciu o réwnowasne tu kryterium mini-
mum potencjaiu rozwazali Z. WASTUTYNSKL [46], A. BraNDT, J. KosMowsKkr1 Z. WA~
storynskr [4], J. Kosmowskr [19], J. Grycz [10] oraz A. BrErRNaWSKI i B. GRro-
CHOWSKEY [2}. . '

W ostatnich latach daje sie zauwazy¢ silny rozwdj prac poéwieconych optymal-
nemu ksztaltowaniu kratownic przy mnieco ogélniejszych zatozeniach. Przypadek
obcigzen zlozonych lub obciazen ruchomych badali N. A. Srerow [41], K. M. Cau-
BERIAN [6], A.1. KorszunNow i N. A. KororN [18], D. A. MaciuLawiczius [25]
oraz A.I. BoGATYRIEW [3]. Optymalnym wstepnym spreZeniem kratownicy we-
whetrznie statyeznie niewyznaczalne] rajmowali sig E. M. WASILIEWA {45] oraz
1. A. Fieporow [8]. Dodatkowe warunki sztywnosei kratownicy uwzgledniali
L.I. Korszun [16], A. R. Toaxrey [44]1 G. G. PorpE [27]. Optymalnej konfiguracji
kratownicy poS§wigcone sa prace D. A. MacgoLawiczZiusa [24], A. G. DOILNICYNA
(711 A.1. Korszunowa [17]. ' :

Oddzielnie wyodrebnimy szczegdlnie interesujace nas problemy uwzgledniania
statecznofel pretéw: §ciskanych. Pierwsze prace z tego zakresu opublikowal
L. Kirste [14 i 15}, ktéry rozwiazat kilka prostych kratownic na podstawie wzordw
Yulera i Johnsona-Ostenfelda. Autorami dalszych prac sa M. AcuomaDALIEW [1]
(numeryczne metody .obliczeft), 1. A. FIEDOROW [8] (uwzglednienie wstepnego
sprezenia), JU. A. Rapcig 1 A, Sz Arstanow [331, A.N. Ramwskr [34] oraz
L. A. Scamit Jr. i W, M. Morrow [36}.-

- Ustroje kratowe stwatzaja duie mozliwoéci optymalnego wykorzystania mate-
riaty, gdyz nie istniejg tu «warstwy obojetne», wystgpujace w przypadku zginania
lub skrecania. Jednakze prety Sciskane moga utracié stateczno$é i- odpowiedni
warunck ograniczajacy powinien by¢ uwzgledniony przy projektowaniu. -Procz
tego kratownica moze utiaci¢ stateczno$é jako calodé, bez wyboczenia poszezegdl-
nych pretdw. Ogdlna teorie takiej utraty statecznodci podat R. Mises [26], a prosty
przyklad wyboczenia plaskiego tego typu oméwiono np. w monografii G. BURGER-
MEISTERA 1 H. STeEUPA [S]; zjawisko takie moZe wystapi¢ z reguly jedynie przy nie-
wielkich katach migdzy osiami schodzacych sig pretéw; jest ono raczej rzadko
spotykane i nie bedziemy sig nim zajmowali. Nie uwzglednimy réwniez mozliwosci
wyboczenia przesizzennego rozpdtrywanych krat;. problemem tym zajmowali si¢
ostatnio H. Scroop i D. Hirtices [37]. : : : : :

© Sformulowanie zagadnienia jest w obecnej pracy zblizone do ujecia L. KIRSTEGO
[14 i 15]. Nie bedziemy wigc ustalali konfiguracji kratownicy, lecz bedziemy poszu-
kiwali konfiguracji optymalnej. JednakZe zbadamy wiecej ukladdw kratowych
niz uczynil to KirsTE, a ponadto w zakresie sprezysto-plastycznym okreslioy sifg
krytyczna wzorem A. YLINENA [51 1 52], obejmujacym caly zakres smuklosci pretow
i prowadzacym w konsekwencji do ujecia bardziej jednolitego niz wzory Johnsona-
Ostenfelda i Fulera. Pewne problemy optymalnego ksztaltowania plyt kolowych
ze wzgledu na ich statecznodé w zakresie sprezysto-plastycznym analizowali w oparciu
o wzdr Yinena A. Garewskr i M. Zyczrowskr [9]. Procz tego podamy przykiad
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ksztaltowania w zakresie spreZystym przy jednoczesnym warunku statecznosc
I ograniczeniu napreZefn; zastosujemy tu metodeg transformacyi linearyzujacej wa-
runki poboczne, zaproponowana przez W. Krzysia i M. ZYCZKOWSKIEGO
w pracy [22].

2. Ksztaltowanie w zakresie sprezystym

Wezmy pod uwagg jeden z najprostszych moZliwych ustrojéw  kratowych,
przedstawiony na rys. 1. Rozstep podpdr 2a przyjmiemy za usfalony, natemiast
bedziemy poszukiwali optymalnego kata ¢ i odpowiedniego pola przekroju pretow
F. Sita_podhuzna w pretach  jest co do wartosci bezwzglednef réwna

A ' =
2 IVl 2sing’
zatem, stawiajac jedynie warunek statecznosei pretdw
w zakresie sprezystym i warunek ograniczonych naprezen
sciskajacych, otrzymujemy

@.2) P - w2 EJ
' 2sing = jI2
oraz
2.3 ;i < ke, Rys. 1
2Fsin @ 8.

gdzie j oznacza stopien bezpieczefistwa ze wzgledu na wyboczenie, k. naprezenie
dopuszezalne na $ciskanie, I = afcos ¢ dlugo$¢ pretéw oraz J najmniejszy moment
bezwladnodci przekroju pretéw. Bedziemy minimalizowali objetosé ¥ kratownicy
(a zatem 1 jej cieZar),

2Fq
(2.4) V=2F= .
_cos @

przy warunkach pobocznych w formie nieréwnosei slabych (2.2) i (2.3). Jest to
problem parametrycznego ksztaltowania wytrzymalo$ciowego, czyli z punktu
widzenia matematycznego problem mnieliniowego programowania: poszukiwanie
kresu dolnego funkcji celu ¥ = V(F, ) w obszarze domknietym, wyznaczonym
nieréwnoéciami stabymi (2.2) i (2.3) (oraz ewentualnie innymi oczywistymi ograni-
czeniami, jak F >0, 0 < ¢ <®/2, itp.). Zastosnjemy fu metode transformacii
linearyzujacej warunki poboczne, zaproponowana przez W. Krzvsia i M. Zvcz-
KOWSKIEGO W pracy [22]. Wprowadzimy mianowicie nowe zmienne (paratetry)
x4, okreslone jako stosunki lewych stron niéréwnosci (2.2) i (2.3) do prawych stron
tych nieréwnodci: ' '

‘ : Pi&a?
(2.5) ' X1

T 2m? EFZsin pros? g
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oraz :
r

2.6 X2 D Fkpsin g’

gdzie wprowadzono ponadto bezwymiarowy wspolczynnik ksztaltu przekrojﬁ £
wzorem
F2

@ §=.

Wspolczynnik & bedziemy uwazali za dany i doborem ksztattu przekroju nie bedzie-
my si¢ zajmowali; problem ten byt badany w pracy J. B. KzuLLerA [11] {(przekroje
zwarte) oraz pracach L. Kirsteco {13, 141 15] i W. KRz¥S1A [20] (przekroje cienko-
§cienne). Odwracajac zaleznodci (2.5) 1 (2.6) do postaci F = F (1, X0} 1 p = @ (x1, %)
i podstawiajgc tak otrzymane zwiazki do funkcji celu (2.4), otrzymujemy do mini-
malizacji funkcje ¥ = V(x1, x2) przy bardzo prostych warunkach pobocznych
x1 < 1, xp <1, co ulatwia analizg. Odwrocenie zalegnosci (2.5) 1 (2.6) prowadzi
mianowicie najpierw do réwnania trygonometrycznego

' . 72 EPx
(2.8) sinp = WCOS @,
skad ostatecznie znajdziemy
2.9) ' cos g = ?1/5]/]/1 +482— 1
oraz
Bp
(2.10)

B X1 kc (]/1 +4_BZ — 1) ’

gdzie dla skrécenia zapisu przez B = B (x1, X2) 0Znaczono wspolezynnik wystgpujacy
'w réwnanin (2.8): '

211 B . 2 EP X2
( " ) (x15 'xz) - zazjfci gx% .
Po podstawieniu (2.9) i (2.10) do (2.4) przedstawiamy funkcije celu w postaci
‘ 21/2 aB
(2.12) V=V (x1,Xx2) = % (1/1 +4B2 — 1),
' eX

a po podstawieniu (2.11) i uwolnieniu od niewymiernoéci w mianowniku w postaci

) = 32
V2 adjko & ( ]/ 74 B2 P2 )
= r - v /3 2l3 43 . —4/3 —8,’3 2/3
1) vV T2 E 3 x xiP x4+ ey R A

Wygodniejsza do badania funkcje otrzymujemy wprowadzajac ozpaczenia
=y, x5 = yy; oczywiscie warunki poboczne majg tu w dalszym ciagu postaé
limowa yy <L1ipyp<l ‘Wzér (2.13) przepiszemy teraz w postaci

32
]/f adjhe & ( ]/ L, WEP2 )
@) =" Y T e Y
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Wrystarczy oczywiscie badac funkcje

(2.15) fOLy) = 2107 VA 257 s
gdzie f oznacza staly wspdlczynnik, okreflony wzorem

a2 jks &
(2.16) =

a wigc zblizony do «cechy Ylinena» [51 i 52]. Parametr ff okresla w pewnym stopniu
smuklodé komnstrukeji-
Pochodne czastkowe funkcji £y, y2) wynosza

f L, oyt =272y

(2-17) ayl Y ]/yf y2_2+ﬁ—2 y1_4 V2
oraz
2z ,,—3 1 - —4
6f —V1 V2 —l_?ﬁ 2y1
(2.18)

= —y 3,2+ .
R T N T

Przyréwnanie do zera obu tych pochodnych jednoczeénie prowadzi, jak Tatwo
sprawdzic, do sprzecznoéci, zatem minimum lokalne wewnatrz rozwazanego obszaru
nie istnieje i co najmniej jeden z parametréw y; lub y, musi byé réwny jednosci,
~ co odpowiada spelnieniu co najmniej jednego z warunkdw (2.2) i (2.3) w formie

rownosci. Wniosek ten jest zreszta calkowicie zgodny z przewidywaniami, gdyz
trudno byloby przypusdcié, aby dla konstrukcji optymalnej nie wykorzystany byl
w petni ani warunek statecznodci, ani warunek wytrzymaloéciowy.

Rozwazymy wige po kolei przypadki y; = 11 y5 = 1. Przyjmujac y; = 1 okresla-

my optymalna warto§é y, z warunku df/éy, = 0; otrzymujemy w ten sposéb

vz

(2.19) ' ya = 26%,
zatem

B 2V2a2 k2 €
(2.20) xZ_zﬁﬁ:W

oraz B (x1, xp) = /2, cos ¢ = 1/)/2, ¢ = 45° i wreszcie

V2 pr

2]((} )

@.21) F=

Z warunku x; < 1 otrzymujemy ponadto 8 < 1/29/2, czyli 8 < 0,3536; w tym
zakresie najmniejszych smukloéci optymalny kat ¢ wynika jedynie z uwzglgdnienia
warunky wytrzymalosciowego.

Przyimujgc y; = 1 otrzymujemy z warunku &f/dy; = 0

1/6
(2.22) Y= (—5—) B,
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a zatem

(4 i 4% g yEP
e () 4]
@.23) ! 5 p 5 ake 1/ JE

oraz B (x1, xp) = 1/5/4, cosp = 2/y/ 5%_,' g = 26°33'54"" i wreszcie

5 pyp S aVpE

Ograniczenic obszaru zmiennofei wynika tu z warunku xy <1, skad § 2 2/V5,
czyli # = 0,8944. W tym zakresie najwiekszych smukiodci optymalny kat ¢ wynika
jedynie z uwzglednienia warunku statecznodci pretéw. ‘

W przedziale §rednich smuklodcei 0,3536 < § < 0,8944 obie pochodne czastkowe
(2.17) i (2.18) sa w rozwazanym obszarze ujemne i naleZy przyjac¢ y1 =y =1,
czyli x; = x5 = 1. Wtedy B (1, x2) = 1/2, a optymalny kat ¢ 1 przekroj pretow F
okreslone sz wzorami )

(2.25) ' cosgp— Y26 (VBT - )
oraz - -

P
(2.26)

b= :
C 2e(VE2HL - f) -
W tym obszarze wykorzystany jest w pelni zar6wno warunek ‘\_vytrZYmalq'é_Ciowy,
jak i warunek statecznoéci pretow. T
Wyniki obliczen przedstawione sg na rys. 2.

@ fkcF/P . -

a6 p

2094

b e i aom e man e s o

! 1 [ 1 H [ T
o 02 03536 04 05 08 08944 10 12
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3, Ksztaltowanie kratownic statycznie wyznaczalnych
przy uwzglednieniu wyboczenia spreZysto plastycznego

3.1. Rozpoczniemy od analizy kratownicy, oméwionej wp. 2. Warunek statecz-
nofci pretéw wyrazimy teraz wzorem

P 72 E* J
: S
2sin g 2

3.1

w ktérym za modul wyboczenia spreZysto-plastycznego E* podstawimy wedlug
A. Yumana [51-1 52] wyraZenie : ‘

0—vo

Q-—co’

3.2) E* —~E

We wzorze tym ¢ = ¢g = |N|j/F oznacza krytyczne naprezenic Sciskajace w pre-
tach, O granice plastycznodci materiatu przy czystym §ciskaniu, ¢ pewna bezwy-
miarowa stala materialowa; tablice wartoci tych stalych podaja wspomniane
prace A. YLiNenA. Warunek (3.1) zastgpuje w pewnym sensie oba poprzednio sto-
sowane warunki (2 2)i(2.3); moina powicedzieé, Ze stanowi ich uogdlnienie, bowiem
przy przejSciu granicznym ¢ —1 i formalnym podstawieniu O = jk warunek (3.1)
rozpada sie wlaénie na (2.2) i (2.3). Poniewaz w poprzednim punkcie wykazalismy,
ze jeden z warunkow (2.2) Tub (2.3) jest w kazdym razie w przypadku kratownicy
optymalnej spelniony w formie réwnosci, wigc obecnie uzasadnione bedzie przyjecie,

#e warunek (3.1} musi przyjaé¢ forme réwnosci. Po podstawieniu (2 1) 2. 7) i(3.2)
i prostych przaksztalcemach otrzymujemy zwiazek

Pj&a? , -
(33 [f(F, (p) = (ZQFsm (p CPJ’) P E (ZQFsin ¢ — Pj)F2sinpcos2 ¢ = 0.

Ze zwiazku tego nalezaloby wyznaczyé funkcje ¢ = @ (F) lub F=F (cp) wstawic
do (2.4) 1 badad objetoéé ¥ jako funkeje jednej zmiennej, Flub ¢. Z wwagi na trudnoéci
w efektywnym okreéleniu wspomnianych funkcji (réwnanie trzeciego stopnia ze
wzgledu na F lub czwartego stopnia ze wrglgdu na sin ¢) zastosujemy Wzory na
pochodne funkcji zlozonej i funkcji uwiklanej plszac warunek ckstremum ¥V

w postaci
ov. oV dF
(3.4) % + aF % =0,
a wobec -
dr - Bflaep
(3.5) 7?5" ' affaF

otrzymujemy ostatecznie -

26 v of oV of
G.6) dp 8F OF ¢’
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Podstawienie odpowiednich pochodnych czastkowych prowadzi do zwiazku

j&a?
GD S Em {cos? @ — sin2 ¢)+sin ¢ cos2 ¢ (10 sin2 ¢ — 4cos? )+

+§cos2 @ (cos2p — 4sinZ ¢) = 0.
Roéwnanie to daje sig rozwiazaé ze wzgledu na pole powierzchni przekroju F; pod-
stawienie do (3.3) doprowadzi wtedy do réwnania o jednej niewiadomej . Zamiast
niewiadomego pola powierzchni F wprowadzimy nowsa bezwymiarows niewiadoma s,
réwng stosunkowi napreZenia krytycznego w precie do granicy plastycznosci
O P ]

3.8 §—
38 ¢ 20Fsineg
Rugujac z réwnan (3.3} 1 (3. 7) parametr Pf £g2[n? E okreélamy najpierw niewiadoma
§ wzorem

1
(3.9 § = m{]/(l — ) [9sint @ — (Tsin2 p — 2P ¢] —

— (7sin2 p — 2) ¢ — 3sin2 ¢},

a podstawienie (3.9) do (3.3) prowadzi do nastgpujgcego zwiazku, okreflajacego
funkcje odwrotng wzgledem poszukiwanej:

1
(3.10) A= T(l — 8in? ¢) (1 — 2sin? ¢)(1 — 5 sin2 ¢} 2sin~Lgx

% ({(1 ~ ¢) [9sint g — (Tsin2 g — 2)2 €1 +(T sin2 p — 2) c+3sin2 g)2x
x ({(1 — ¢) [9sin4 ¢ — (Tsin2 ¢ — 22 ]} — (Tsin2 ¢ — 2) c+3sin2 p) ),

gdzie parametr A okresla w pewnym stopniu smuklo§é kratownicy i jest zdefiniowany
wzorem zblizonym do (2.16):
a2 Q2 &

Opierajac si¢ na wzorze (3.10) sporzadzono wykres funkcji odwrotnej ¢ = ¢ (A),
okreslajacej poszukiwany kat optymalny ¢ (rys. 3), a w oparciu o wzor (3.9) —
wykres funkeji s = s (¢), dajacej orientacje co do optymalnego napreZenia krytyczne-
go w pretach (rys. 4). Wartodel stalej materialowej ¢ przyigto przy tym wedlug
YLINENA kolejno: ¢ = 0,857 (stop magnezu elektron), ¢ = 0,875 (soénina finska)
oraz ¢ = 0,977 (stal weglowa St 37 i St 52).

3.2. Rozpatrzymy obecnie podstawowy uklad kratowy zamknigty, tréjprefowy
symetryczny, przedstawiony natys. 5. Qdleglos¢ a podobnie jak poprzednio przyjmie-
my za ustalona. Objgtosé kratownicy okresli tu wzor

(3.12) V= 2F 142F, a,
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gdzie ! = ajcos ¢. Sily podiuzne w pretach sa rowne

P P
: = —cigp.
Zsing’ N2 ZCg(p

Uzasadnione bedzie tu petne wykotrzystanie materiaty pretéw, oznaczonych wskazni-
kiem 1 z uwagi na wyboczenie sprezysto-plastyczne, a preta 2 — na rozcigganie.
Warunki poboczne dla funkeji celu (3.12) napiszemy wigc w.postaci réwnodei
n2 E* F}
&r
gdzie E* jest okre$lone wzorem Ylinena (3.2), natomiast k, oznacza naprezenie
dopuszczalne na rozciaganie. W przypadku granicznym @ - oo otrzymujemy
ze wzoru (3.2) E¥ = E, wzor (3.14) przechodzi we wzor
Eulera i najpierw rozpatrzymy ten prostszy przypadek
{wyboczenie sprezyste pretow sciskanych bez ogranicze-
nia wartodci ﬁaprqiefl $ciskajacych). Mamy po pod-
stawieniu- (3.13) do (3.14) i rozwigzaniu tych réwnafi
ze wzgledu na Fp i Fa: - o T

b ]/ P&

""" wy2 ¥ Esingcos?p’
P
2ky

{3.14) |Ny = Ny = ky Fy,

(3.15)

F2ﬁ Ctg(pa

zatem po "pods'tawieniu do (3.12)

Rys. 5

@2/ PE - S i
L i#sm 2 pcos—2¢p + % cEy.
¥

(3.16) V=V =—] 5

Warunck dV/dp = 0 prowadzi do zwiazku _ _
a2y/2 5 / PjE 1 Pa
(3.17} ] ]/ fE (2 sinl g cos=3 ¢ — ?51n_312¢608 1 qa) - *k—"sm 2 =0,

z ktérego mozna otrzymaé pelne réwnanie széstego stopnia wzgledem sin p; wpro-
wadzajac jednak parametr §; podobnym do (2.16) wzorem

@2 jkEE
m2EP’
okre§limy funkcje odwrotna wzgledem poszukiwanej nastgpujaco:

{3.18) ‘ Br =

2cosb @
sin @ (5 sin? ¢ — 1)2°

(3.19) . S B

Otrzymanie stad wykresu funkcji ¢ = ¢ (f) nie przedstawia trudnodei (podamy
go lacznie z wykresem dla wyboczenia sprezysto-plastycznego). W kazdym razie
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widaé, ze mamy tu ¢ = 90° dla B = 0 (bardzo mata smuklo$¢ kratownicy lub mate
napreZenia dopuszezalne na rozeizganie) oraz ¢ = 26°33'54"" dla fi; — oo (kratowni-
ca o bardzo duzej smuklosci).

W przypadku ogdlpym skonczonej wartoei granicy plastycznodei Q przebieg
obliczen jest nieco trudniejszy. Pole powierzchni przekroju F pozostaje okreslone
drugim ze wzoréw (3.15), natomiast warunek statecznoéci po podstawienin wzoru
Ylinena (3.2) prowadzi do réwnania trzeciego stopnia wzglqdem F 1- Jest to réwnanie
(3.3), w ktérym zamiast J* nalezy podstawic Fy.

Bedziemy wiec poszukiwali minimum objgtosci kratowmcy v,

2Fya Pa
-+ ——k——Ctg‘tp’

(3.20 V= V(F,q = cos
z warunkiem pobocznym (3.3). Warunek minimum (3.6) prowadzi tu do: zw1a,zku,
ktéry zapiszemy nastepujaco: o

s(1 — ) Q . ¢ 1—s 1 —5

— —_ e — SRS
1—es ]k, —s0 '2S)jk,-+ | T 1 —¢s te* gt

+(3 —28)ig2 g2 (tg2 ¢ — DFs (1 — 2tg2 ) = 0;

(3.21)

przez s oznaczono tu stosunek oix/Q, okreslony wzorem (3.8), w ktérym zamiast
F wystepuje obecnie Fy. Wprowadzenie wielkoéci s o prostej interpreiacii fizycznej
pozwala na sparametryzowanie réwnan (3.3) i (3.21), z réwnania (3.21) obliczamy

mianowicie tg ¢
JTS(Z — 5§ — 3es+2682) (1 — 2es+es?)
(3.22) tg g = i

4 — 35 — Scst+4es? ?

a z réwnania (3.3) okreéiéuny 6'dpowi¢_adni4 «smuklodé» kratownicy wzoreﬁn
1 T
(3.23y A= 3 (1 —s)(4—3s—5cs+des2ys—2 (1 —es)~1 }}C— §(2—s5—3cs+2es?) -+
—12 - ! oo N Bt
+( —2cs +cs2)] [}—— s(2— 85— 3es+2052) (5 — 35 — Tes —i—5cs.2)] ,
-,

przy czym A jest zdefiniowane wzorem (3.11). Tak wigc rownania (3.22) i (3.23)
okre$laja poszukiwang funkcje ¢ = ¢ (4) za poSredniciwem parametru s. Aby
uzyskaé korelacje z rozwiazaniem, uzyskanym poprzednio dla prostszego przypadku
granicznego ) — 00, wystarczy zauwazyé, ze :

o - : jk?. 2
(324) o 5;,=_*Q—.A
Zaleznoéc @ = (p(ﬁr) przedstaw10n0 na wykresw (rys 6) dla roznych wartosm
parametru Q/jky. Ponadto rys. 7 podaje zaleznosé ¢ = ¢ (s), (3.22), okreglajaca
zwigzek migdzy optymalnym kafem, ¢ a naprezeniem krytycznym w pretach $ciska-
nych. Warto§é stalej Ylinena przyjgto ¢ = 0,977 (stal weglowa).
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1
90"1
o 8
?BG
----- Qfjkr=1/2
e (k=1
— Qfjkr ===
g0? |

a0? ! ! ! -1 !

0 05 [ 45 2 25 Ar
Rys, 6
&
500 -
450 i~
307 |-
7633 '54"
onf ] ] 1 ! 1 1 1 1 1 L
0 02 ad 05 08 W5

Rys. 7

3.3, Obecnie zajmiemy si¢ ksztaliowaniem kratownicy, oméwionej w p. 3.2,
ale poddanej dziatanin sit o przeciwnym zwrocie (rys. 8). Przypadek ten rozwazat
L. KirstE [14 i 15] w oparciu o wzory Eulera i Johnsona-Ostenfelda. Tym razem
pret poziomy jest Sciskany, prety uko$ne — rozciggane, zatem warunki poboczne
dla funkcji celu ¥V (3.12) przyjmiemy w postaci réwnosci

(3.25) ' Ny =k F, [No|l =55
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Tok obliczen jest podobny jak poprzednio, W przypadku granicznym @ — oo
otrzymujemy rozwiazanie w postaci funkcji odwrotnej

_ (g2 —1)2

(3.26) Br 2tz ¢

3

natomiast w przypadku ogdélnym otrzymujemy przedstawienic parametryczne
rozwigzania:

. 1+ 1 I — 2es+tes?
G20 o= 0  2—s§—3esi2e2 i
-
Jky
A 1—¢
= —x
(.28) 852 (1 — ex) F 3
~
o
——5(2 — 5 — Jes+2e52)
X Jkr
o - AL
— 52 — 8 — 3e54+2e5?) (1 — 2es+cs?) P > p
Jhr 7y 5
przy czym parametr § oznacza tu a o
' os Pjctg ¢ D o
3.29 =
(3.29) 8 0 20F, Rys. 8

Parametr smuklodci A jest zdefiniowany wzorem (3.11); réwniez wzér (3.24), wia-
zacy parametry A i fr, pozostaje bez zmiany. Zaleznoéé ¢ = ¢ (f,) przedstawiono
na rys. 9 dla réinych wartosci Q/fjkr, natomiast rys. 10 przedstawia zaleinoéé ¢ =
= @ (5). Przyjgto ¢ = 0,977 jak poprzednio.

o

Rys. 9
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Rys. 10

3.4. Zajmiemy sig Jeszeze dwuprgtowym ukladem kratowym przedstawionym
na rys. 11. Odleglosé a przyjmiémy za ustalona; optymalne ksztaltowanie sprowadzi
si¢ do doboru katéw i 9 oraz pél powierzchni przekrojéw Fy i Fa. Problem jest o
tyle trudniejszy od poprzednio rozwazanych ze mamy fuo Jeden «stopien swobody»
wigeej.

Funkeja celu bedzie tu w postaci

(3.30) V="FL+F1

przy dwéch warunkach pobooznych ktére preyjmiemy w formie
rownosc

(3.31 = fey F i = 2T
. ) Ny =k Fy, [N} = fﬂ%
Sity podluzne w pretach wynoszg
(3.32 Ny = P
32) L sin g (ctg p-ctg )
P
(3.33) IN,| = ; Rys. 11

sin p {cig g-bctg )
zatem z pierwszego z warunkéw (3.31) mozemy obliczyé pole powierzchni Fy:

(334 - :
(3:34) kysin @ (ctg p4-ctgy)’
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natomiast drugi warunek przybiera postac
P _ mEFisinzy QF,siny (ctg g+cig p) —
sin p (ctg g |-ctg ¢) ja? QF, sin p (ctg pctg¢) — cbj’

(3.35)

Rozwazymy najpierw prostszy przypadek graniczny Q -> oo, co praktycznie
oZnacza narazenie preta 2 jedynie na wyboczenie sprezyste. Wtedy z rownamnia
(3.35) mozna bez trudu okresli¢ nlewmdoma Fy:

.(3'36-) T m ]/E sind v (ctg ptctg )

i podstawiajac (3.34) 1 (3.36) do (3.30) okreflamy funkcje celu juz bez Zadnych
warunkéw pobocznych:

337y 20 +'a2]/ A
(3:37) " kpsin2 @ (ctg gctg v) 7 E sinS p (ctg qa+ctg w) o

Warnnki konieczne analityczhego minimum 0Vjdp =0 1 8V/81,u = 0 prowadza
do uldadu réwnaft

1 — 2sin ¢ cos @ (ctg p-+cigy) 1 ]/azjlcig — 0
. sin? ¢ Votg otctgw . 2siny 72 EP g
(3.38) P goTolgy .
1 n 1 — 5sin v cos w (ctg ptctg )’ a2 jk2 £
sin2 g Vetg potg v 2si’Py @2 EP

Réwnania (3.38) okreélaja optymalne katy ¢ 1 g jako funkeje «parametru smukiodciy-
Br, zdefiniowanego wzorem (3.18) (oczywiscie przy zmienionym sensie wymiaru g).
Nie widzac mozliwoéci okredlenia funkcji ¢ = ¢ () i ¢ = vy () wzorami bezpo-
§rednimi, podamy rozwiazanie &czeSciowo odwrotne», mianowicie funkcje g ==
= 9 {g) i fr = fr (). Rugujac z réwnan (3.38) parametr fr otrzymujemy najpierw
(3.39) [1 — 2 sin @ cos p (ctg p-rctg )} [1 — 5.5in p cos p (ctg gpfctgw)] — 1 = 0,
skad dochodzimmy do rownania kwadratowego wzgledem tg ¢ lub tgy:

(3.40) Stgp(l — a2 g) = 2tg o (te2 p — 4).

Rozwiazujac je ze wzgledu na tgy i pozostawiajac jedynie dodatni pierwiastek
dochodzimy do zwigzku

5(1 —te2 @)+ V25+141g2 925 tgt g
dtg g '

(3.41) tgyp =

Pierwsze z réwnan (3.38) daje teraz

@ jlyE  Alghy Qg prtgy — g2 plg )
w2 EP - tgd g (tg pts p) (1+tg2 )% 7

gdzie za tgy nalezy podstawié (3.41); nie uczymono tego, by nie komplikowac
wzoru (3.42).

(3.42) pr =
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W przypadku ogdlnym skoficzonej granicy plastycznosci 0 okreslenic F, ze wzoru
(3.35) natrafia na trudnoéci. Bedziemy wige poszukiwali funkcji

Pa Fz [41
ker sin 2 ¢ (ctg @-ctg y) sin p

(3.43) Vg, . F2) =

2 warunkiem poboczaym

. Pjéa?
(G.44)  [lg.p Fo) = QFysiny (ctgp-tetgy) — B/

—[OF, sin y (ctg ¢--ctg y) — Pj] F3sin? p (ctg p4-ctgy) = 0.

Dwa warunki minimum typu (3.6) prowadza do réwnan

Q sin2y . _ _d)
T S0 g [1 — sin 2¢ (ctg p+ctg w)] = Pt
(3.45)
Q sin?y . b d)
e sim2g sin 2y (ctg p+olg ¥) e P
gdzie funkeje b (s) i d(s) sa okreflone wzorami
5 — 35 — Tes+5c¢s2 1 — 2es—+es?
346) b(s) = = —
(3.46). (s) 2(2 — 5 — 3cs+2cs2) () 2 — 85— 3es+2es2

natomiast s oznacza bezwymiarowe napreZenie krytyczne w precie $ciskanym:

Ok P
o Q F, sin y (ctg p+otg )
Funkeje & (s) i d(s) wprowadzono tak, aby latwo bylo przej$¢ do granicy przy
Q— oo, czyli 5 —0.
7 réwnan (3.45) wyrazimy ¢ 1 ¢ jako funkcje parametru s. Odejmujac je stronami
dochodzimy najpierw do prostego zwiazku

0 gy :b(S)
Jkr tg s

(3.47) s =

{3.48)

L

a nasteppie obliczamy funkcje tangens obu katéw:

o) Q
T L am ’

Iy

(3.49)

b2 (s)+ }%: s [d{s)+2b (9]
v 0 [Q




&0°

40°

200

QO L Il 1] i —

Rys, 12

ag?

Ll

4a°

o0

Rys. 13

[R631
Rozprawy Ihiynierskie — 3
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Parametr smukloéci A zdefiniowany wzorem (3.11) (przy zmienionym sensie
wymiaru @) wyrazamy wreszole przez parametr § Z réwnania (3.44):

1—¢ Q 12
(3.50) A= T e (——) B = TY = U 117
—es kel [_% ]2 l_Q_ ] :
5 T stb(s) o s—d@®)

Zwiazek miedzy parametrami gy i 4 pozostaje bez zmiany (3.24). Poszukiwane
zaleznofci @ () 1 w (8r) przedstawiono na rys. 12. Ponadto rys. 13 podaje zaleino§&
migdzy katami ¢ iy przy réZnych wartoéciach parametru Qfjkr. Stala ¢ przyjeto
wszedzie ¢ = 0,977. |

B (s)+ Ti: s [6-11 (8)+2b ()]

4. Uwagi konicowe

Zbadane przez nas uklady kratowe sa wprawdzie ukladami mozliwie najprostszy-
mj, jednak posiadajacymi podstawowe znaczenie dla kratownic bardziej ztozonych.
Ich optymalizacja moze przebiegaé na podobnej drodze, jedna kotrzymywane wtedy
coraz bardziej loZone uklady réwnaf algebraicznych i trygonometrycznych musza.
byé z reguly rozwiazywane jedynie na drodze numerycznej.
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Pesome
OIITUMANLHBIA PACYUET PEBIETYATRIX ®EPM C VYETOM YCTOMYUBOCTH

B pafoTe ONpenciAeTCs ONTAMANLHAN KOHArypar@s CHCTEM TCTRIPEX PeIieTIaThIX depm,
IpeNCTABICHHBIX Ha PEC. 1, 5, 8 @ 11. B xauecTBe KPATEPHA DACIETR, NPHEMMACTCHA MHHFMATBHE1E
obwem (pec) seelt GepMBl, TOFHA Kax HOGOYHEIE YC/IOBHS IPHAAMO HIA ¥ IPOMHOCTHEIE YCIOBHA
BIH YCHOBAS YCTOWYHBOCTH OTRCSHABHBIX crepxacH, CKaThX B VOPYTO 00NaCTH, WK XS HAKOHEI(
YCTOBHE YOPYIO—IUIACTHYCCKOH YCTOHUABOCTH  JIIfL CHRATBIX cTepxkuel M YCIOBEC OPOYHOCTH
JUls pacTATEBaeMEIX crepxeil. B yupyrok o6racTH, WCIONL30BANCA METON npeolpasoBanml,
HHEAPTIHPYIOLIET0 HOOOHEIS YCTIOBAL, npemioxemisil B, KpiabiceMm | M. Kmaxosckam 8 paGo-
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Te (22). B meympyroii oO0NACTH, OUpENENseTCS KPHTHYECKAs CHNA HCIOIL3YS, YHABCPCANBHSHIS
dopmymer A, WnEEeHa, DO3ROMIONME HA OAHOPOMHYIO 3JAIOHCE BO BCEM DacCMATPHBAEMOM
VHTepBate rAOKocTH, Pe3ynbTartel Jai0TCA B ABHOM HJE HeABHOM BHZE WIM JK¢ B NapaMeTpH-
9eCKOM BHIOE H KPOME TOrO DE3YILTATH MILIIOCTPMPYETCHA TpadHYecEH, HOKIRHAA ONTHMANBHBIC
YITIEI HAKJOHA CTEpMKHGH mapamMerpon TrEOKoCTHE depMsl.

Summary

OPTIMAL DESIGN OF TRUSSES WITH CONSIDERATION OF THE CONDITIGNS
OF STABILITY

Tn the paper the optimal configuration has been determined of four truss systems, presented
in Fig. 1, 5,8 and 11. As a criterion of design the minimal volume (weight) was assumed, and
as auxiliary conditions — cither the conditions of strepgth and stability of the individual bars
compressed in the elastic range, or the condition of elastic-plastic stability for compressed bars
and the condition of sirength for stretched bars. In the elastic range the method of transformation
linearizing auxiliary conditions was utilized, given by W, Krzyé and M. Zyczkowski in paper (22),

In the imelastic range the critical force was determined by the universal formufae of A. Ylinen,
which enable the uniform notation in the entire interval of slenderness ratio considered. The results
have been presented either in explicit form or implicit or parametrical form, and moreover have
been graphically illustrated, making the optimal angles of inclination of the bars dependent on the ’
parameter of slenderness ratio of the truss.
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