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BLONOWY STAN ODKSZTALCEN W POWEOKACH OBROTOWYCH
DRUGIEGO STOPNIA O DODATNIEJ KRZYWIZNIE GAUSSA(*)

K.H. SCHLUSSLER i W. FORSTER (FREIBERG, NRD)

1. Wstep

W pracy [1] przez zdefiniowanie pewnych zastepezych wielkodei przekrojowych
i transformacje wspétrzednych powierzchnjowych udalo si¢ sprowadzi¢ jednorodny
uktad réwnan rézniczkowych teorii blonowe] powlck obrotowych o dodatniej krzy-
wiznie Gaussa do réwnan Cauchy’ego-Riemanna. Wielkodci przekrojowe staja
sie wtedy funkcjami analitycznymi zmiennej zespolonej.

" Nasuwa si¢ pytanie, czy istnieje réwniez mozliwo§é powiazania w podobny
spos6b przemieszezenia powloki z funkejami zespolonymi, a przez to ulatwienja
rozwiazania odpowiedniego ukladu réwnan réz- 71
niczkowych, Temu zagadnieniu poswigcona jest
ninigjsza praca. -

2. Ukiady wspéirzednych, pojecia geometryezne 05 abrotowa

Miedzy wspoirzednymi kartezjafiskimi z%(k —

N . . . - - 1. - R - - 1
=1,2,3) i bezwymiarowymi wspolrzednymi - g T
krzywoliniowymi x*{a = 1,2) pa rozpatrywanej CR
powierzchni powloki, wykorzystujac zwigzek T

2.1) r=R ]/qx1“+bx1 Je ' Rys. |

] oz'naczenia. podane na 1ys. 1, znajd%ieﬁly nasigéujqee iwiaczki:
2l — Brsin 2 = B Vax+bxl fesin x2, 7
(2.2) 22 = Brcos x2 = R Vax'+ bxl+ccos x2,
7 . zd == Rxl.’

Réwnanie tworzacej dla badane] powierzchni otrzymujemij ze zwigzku (2.2)
w nastgpujacej postaci:

2.3) rz— (axt®+bxl-4-¢) = 0.

(*) Z niemieckicgo przettumaczyt K. WILMANSKI ~
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Jej ksztalt zalezy od wartosci przyjmowanych przez wspélezynniki 4,51 c.
Na podstawie wartodci wyznacznika charakterystycznego

a 0 1b
(2.4) D=0 —1 0|=4(2—4dac) #0
150 ¢ o

i wspolczynnika ¢ moZna wyr6ini¢ rodzaje powicrzchni obrotowych drugiego
stopnia zestawione w tablicy 1.

Tablica 1
 D>0, a<0 | D=0, a>0 | D=0, a=0
Tworzaca lub iworZace
Elipsa L ‘ Hiperbola | Parabola
Powierzchnie obrotowe
. D<0 ‘D=0
Elipsoida Hiperboloida Hiperboloida Paraboloida
jednopowlokowa dwupowlokowa

Z réwnania (2.3) otrzymujemy nastgpujace wsp(ﬂrzédne wektorc'_)w bazy na po-
wierzchni: '

(2.5) , b= o =y,

gdzie pochodne czastkowe wzgledem x* oznaczono pionowa krétka kreska. Nato-
miast pochodng wzgledem x1 oznaczaé bedziemy przecinkiem w gornej czescl
rézniczkowanej wielkosci. ‘

Po rozwinigciu zwigzku (2.5) mamy

(2.6) cf = R(r'sin x2, r'cosx2, 1), c;” = R (rcos x2, —rsin x2, 0).

Dla pierwszego tensora podstawowego powierzchnmi, stosujac konwencje suma-
cyjna, mamy ' '
Qg = cfc;rim,- .
@7 ay =R (1412, ap=Rr2, ap=0,

4= ay an — af, = R4 (1512

oraz dla jego wspolrzednych kontrawariantnych

(2.8) alt ! alz =0,

= g a2 =
ST R4

R2r2’
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Jednostkowy wektor ortogonalny do powierzchni ma nastepujace wspohrzedne
kowariantne:

Expg C? Cg 1 . ,
2.9) Ny = = == (sin X%} c08.x2, —r').
Vanazn Vit
Natomiast dla wspélrzgdilych kowektoréw bazy powierzchniowej mamy
= dm L‘g a®
1 — _—_ r_r 2 r 2
(2.10) Cr R0 415 (#'sinx2,r' cos x2, 1),
PR 2 sin 12
%= Ry {cos x2, sin x2, 0).

Wreszcie dla symboli Christoffela drugiego rodzaju w przyjetym ukladzie
wspolrzednych otrzymujemy zaleznosdci:

I, =k cf,fl

|}|9
- rlrfi . -
1 = z . 1.
(2.11) I =157 rk=o, ri=o0,
¥ rr’
I'122=T, lez;—m’ 2 =0,

ktére prowadza do nastgpujacych wzordéw dla drugiego tensora podstawowego
powierzchni: .
N g ]
buﬂ = cafﬁNk 3, ba = baw a”,
R’ Rr

i  WTyI Ty beso

rr . 1
b%:o—r,jﬁ, b%:“*—c—-———'—-——____,
R(1+r?) RV 142

Krzywizna Gaussa ma wtedy postaé

2.13 KB — g o 2
(213) A= TR A e aReAl e

jest wiec zawsze dodatnia, gdy D > 0. Tym samym wykluczamy z rozwaZani hiper-
boloidy jednopowlokowe.

3. Réwnania podstawowe

Punktem wyjécia bedg réwnania réwnowagi napisane za pomocag wspblrzednych
kontrawariantnych sit N*¥ w powloce wolnej od obcigzen powierzchniowych

(3.1 N#*, =0,  buaN*—=0,
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réwnania definiujace tensor odksztalcenia powloki za pomocy wspéhzednych
wektora przemieszczenia 2% w

1
'(3-2) Da,ﬁ s ? (@di?+qjﬁla _ 2baﬁ W)
oraz rwiazki fizyczne

1
(3.3) D = 5 [(14+2) N* — 0% 0,5 N7T,

gdzic E oznacza modul Younga, v liezb¢ Poissona oraz dtuga, pionowa kreska
oznacza pochodng kowariantna w przyjetym ukladzie wspdlrz¢dnych. _

W dalszych rozwazaniach beda uZyteczrie Wsp(’)h:zédne fizyczne tensoré6w na po-
wierzchni. Dla tensora dwukrotnie kontrawariantnego otrzymujerny

apg ' e 94
AW ]/ —a A%, AUD = R2(1+4+r'2y A1,

(3.4)
A0D — 2 V142 412, A0D — f22 A2
oraz dla wektora kontrawariantnego o*

(3.5) o® w0 Vam, oW =RV1Lrzol, . 2@ — Rro?.

4. Stan napreienia
Po wykorzystaniu definicji pochodnej kowariantne]j i wstawieniu Wspélrzqdnych
fizycznych réwnania} réwnowagl maja postaé
(FNAD)], — ¢" NC2) - Y142 Na2), =0,
CRY - GNOD)|; 47 NG + Y 142N, =0,

rr

rr
1-+¢2

NADFNCD =0,

Wyeliminujmy teraz z tych réwnah N©@2) i zdefiniujmy nastgpujace wielkosci:

r 1 2
4.2) Ny =~7——=NaD, Ny = w2 NO, . 3 =—7p— = —F——.
! ]/1 452 ? ]/D ]/ b2 — 4ac

Otrzymujemy wtedy réwnania réwnowagi w uproszczonej postaci
4.3) _ w2 N +Npl, =0, %2 Nyl — Nyl = 0.
Przeprowadzajgc przekszialcenie wspolrzednych

a = a(x)
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z dodatkowym warunkiem .

do -
4.4) %m‘z =1,

otrzymujemy z (4.3) réwnania Cauchy’ego-Riemanna

(4.5) - Nl ANl =0," Ny, —N],= 0.

Przyjmujac definicjg
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(4.6) o z = x2+ia

mozna teraz uwazaé wielkodci Ni 1 Ny za czesé rzeczywista 1 urajong funkcii anali-
tycznej _ ‘

@7 N (z) = Ny +iN3.

PowyZsze rozwazania odpowiadaja drodze, po kiorej szedt Wrasow. Mozna
rozwaraé trzy przypadki zestawione w tablicy 2 ze wzgledu na geometrie powloki.

Tablica 2

Powloka eliptyczna . Powloka hiperboliczna Powloka paraboliczha - .
-h“bZi] - ﬂ"xb-2<1] Y PR
a —arc t ~2—( +2axt) —arccth 7( +2ax1) 5 Inlx Jr?
1 b k i b . ¢
x1 ——the ——— ——ctha—— e
®a 2a »a 2a b
P R S per
% ach? o ] #2ash?a :
| —y/=ast | e Y/
F — Y —asha L. —] a cha . . ?] e .

5. Stan przemieszczenia

Napiszmy zwiazki fizyczne za pomocg wspdlizednych fizyczriych:

1 1 ‘
(1) = —— (11 — (#2¥4)] (22) = — (22) — an
oy DTN D e,

2D02) ==

2(14»)
—_— N12)
Eh N,
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i wprowadZmy odpowiednio wspolrzedne fizyczne do zwiazku (3.2) dla tensora
odksztalcenia; otrzymujemy woéwczas wzory

V14r290) -

Lt

w= (1 +r’2) [N(u) —— pNE22T

(5.2) rot®), 4 = o +

dd R N©@2Y . aNaD
]/1 ]/1 Sw=r Eh[ ——v- 1,
214+ R

l/ 1 +r:2 ‘Z)(I)IZ.—I—F?)(Z)l] — " D) = r ]/1 +Fr2TN(!2) .

Jezeli z tych réwnan wyeliminujemy przemieszczenie w, to otrzymamy
(V1472 2@ A2 R ,
1+r2 o), 4" v |2:—E[(1+r 2) (NUD — yN©22)) +
(5.3) | L’ (N22) —pNUD)],

2(14) R

(]/1 _I_:rrz ‘Z?“))|2+r” ,U(Z)il _ r-’ ﬁtz)ﬁ s r I/l +r12N(12) .

Analogicznie do wielkodci sit przekrojowych moina teraz wprowadzié zastgpeze
przemieszezenia:

. : L
(5.4) _ =V oW, = — o,

W ten spos6b réwnania (5.3) przyjma postaé

2(1+» R

wrd i) tayly, = Eh

(3.5) .
R 1
2wy — ), = h l 212 (1-1'2) (NUD — pN QD) — — (N(zz) — ,;N(u))]

rVidrz Na2

Po wykorzystaniu transformacji wspdhzednych (4.4) lewe strony zwigzkéw
(5.5) przyjmuja postaé réwnan Cauchy’ego-Riemanna. Po wykorzystaniu zastgpezych
sit przekrojowych (4.2}, z prawej strony zwiazkéw (5.5) otrzymujemy

201+ R N V142
2

3

ly gl =

Eh ®r
(5.0) V’T—_z ) .
-+F2 RN,y { ]
- e — 2 L) - 4.
ul'oc u2|2_ aer Eh 2?+%21 (1+r ) + ’{2)’,2(1 +T’2)

Przechodzac do zmiennych zespolonych

G z=2x24ia, z=x2—1ia
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i funkcji zespolonych
u=uytiuy, U=y iU,
(5.8) -
N = Ni+iN;, N= N, —iN,

oraz uwzgledniajgc naslepujace reguly réZniczkowania:

Gl = Gl G0k

5.9
¢ (o= 7 [ G-l

mozna obydwa rownania rozniczkowe (5.6) przedstawié w postaci jednego réwna-
nia rozniczkowego w dziedzinie liczb zespolonych, Réwnanie to ma postaé:

w przypadku powierzchni eliptycznych |

. -—m;_ z—Z z—Z | _
5.10) uz;=—K cos ]/1--}—asin2 2 [2(1—|—v)N—«

2Eh 2
_ NN (1+ay
2 z—=Z z— Z ] ’
a cos2 1--a sin2 3 )
w przypadku powierzchni hiperbolicznych
. Va 2:—2?]/1 . zzgf[z | _
(5.11)  ulz= zRéﬁsm 2 —+a sin 5 (l4+») N —
_ NiN (1-+a)p
2 z—Z 7—Z ] ’
a sin? 3 114acos? )
w preypadku powierzchni parabolicznych
z—7Z
exPz
(5.12) u;——R l/b Vl'l"——bexlu(z—z)x
1. 2
v b — dexp {—i(z— 2)} 1-5——4~bexpi(z—:2)
P20+ A+ '

dexp {—i(z — :Z')} ]/1+ %b expi(z—2)

Latwo zauwaZyC, Ze wszystkie przypadki odksztalcefi nie zmieniajace pierwszego
tensorz podstawowego powierzchni uf; — 0 s3 zawarte w powyiszych zwiazkach
dla funkcji analitycznych. '

Nalezy jeszcze okreSlié przemicszezenie w w kierunku normalnej zewnetrznej
do powierzchni $rodkowej powloki. Wykorzystamy w tym celu réwnania (5.2);
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i (5.2)2. Na miejsce przemieszezen o) i o2 podstawmy wielkodci u; i, oraz zamiast
NaD § N2y — wielkofci Ny 1 No. Ofrzymamy wowczas nastgpujgea zaleZnoSé:

;

2r

RJN[ , 1 .-
—2w = wr V112 (], Ful) N A el L e

lub, uwzgledniajac zwiazki (5.11),

(5.13) 2w = 2 V1112 (ul, Hil) — i

R (N—l—N)
+ Eh

Dia rozpatrywanych trzech przypadkéw mamy ostateczme réwnania:
w preypadku powierzchni eliptycznych - :

1 ]/1' — ash2 g

‘[4_1:4_1'4 (A2 — 1].

14 —2w= V—a cha et
i V—asha L NN 12 [(l—ashl’oa)2 “1]'
Il/luashza u— -k aea a’cha ’

w przypadku powierzchni hiperbo]icznych_

1 Vidach?a | . ]/acha

(5.15 2w = ]/a_ sha (ul,+al)+i- /T—?c::_];;; (u— @)+ .J
. NJ-N l (1+ach? a)p ]
+ B =4S Zg Zshia 11;

w przypadku powierzchni paraboliczaych

(516) —2w —— ]/1 b= (ul,+itl;) — '1/5' T S N
s —2W = e% + — b 7] e et
Vo e 1

54 MR
' N+N 1 —20{[ 4 4:1(1 JF b ——-2&)2 1J
+ R 4 be b2e 2 —11.
6. Praykiad

{2 ' Zbudowy réwnan (5.10) i (5.14) wynika, e
powloka kulista, dla ktorej a=—1, c =1, =0,

. jest majprostszym przypadkiem wérdéd badanej
przez nas klasy powlok obrotowych. PoniZej
obliczymy przemieszezenia tej powloki wywo-

: fane momentem, ktdrego wektor jest styczny
"Rys. 2 . ‘ do powierzchni- powloki w punkeie x' =0,
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x? =z (2 (rys. 2). Przy zastosowanm wsmlrzqdnej zespoloneJ
g = x2+m = x2—|—z arcth x1
funkc;a okreslajaca sity w przekro_]u poprzecznym powloki ma postaé

~ icosz
A2 (1 —sinz)2°

(61) : | -7 N2 =

Uwzgledniajac zaleino$ce .
N (2} = Ny +iNy = 2 [NUD) jNA2)]

dla wspdlrzednych fizycznych tych sit otrzymujemy wzory

1
(1 +cos? x2 — Tsin x2)

Mxl 2
(6.2) N — — Y _ = —NE@2),
AmR2 (I — rsin x2)3
N2} = ¥ cos x2 (r2 — x1* — rsin ¥%)
4w R2 {1 — rsin 22)3 ¢

Calkujac réwnanie (5.10) dostajemy nastgpujacg zalezno$é dla zespolonej funkeji
przemieszezenia:

14+#) R
U= (—i)—— f2c052

_ (1 +vy M
" 8aREh

N (DHditg(z) lub
(6.3)

icosZ
{f [14-cos (z — 2)] HTZ)Z dz+f (z)}

Po wykonaniu catkowania mamy

(1 +v) M { 1
8aREhR

sin

-+sin z[——_
— sin Z

(6.4)

1—sinZ 1

+In (1 —sin E)]-i—

) cos Z 4 ) o } :
+ oSz (z— Zycosz — if(2)-
skad, wydzielajgc czedé rzeczywista i urojong, otrzymujemy

(14 M [ cos x? sh a (3ch? a — sin2 x2)
" 8mREh (ch o — sin x2)2

(6.5) —2a cos x2 ch @a -

cos x2sha

—cos x2sh aln (ch a — sin x2) — sin2? x2 ¢h ¢ arct : —
( ) . glﬁsmxzcha

A+ M I (1 — sinx2 ch:a) (3ch? a — sinZ x2)

tRef ("2"“"'“)}"” 8 RER (ch a — sin x2)2

+2asin x2 sh a-}sin x2 ch aln (ch ¢ — sin X2 —

‘ cosx2sh e
—cos x2 sh a arcig 1 sn2cha
— x2cha

+Im f(x2 —i—ia)J .
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Funkcja f(z) odpowiada odksztalceniu powloki bez zmiany picrwszego tensora
podstawowego powierzchni §rodkowej powloki. Przykladowo moze ona byé tak
dobrana, aby sztywna translacja lub obrét powloki pozostawialy jako stale pewne
wybrane punkty powloki.

Powracajac do wyjéciowego ukladu wspolrzednych i uwzgledniajac rownanie
(5.4) otrzymujemy nastgpujace wzory, okreflajagce pole przemieszcezen powloki:

. 2
o) = riyy :]/1 — x1 Imu,

(6.6) _ .
A+ M (]/I — x1* —ginx2) {3 — (1 — x1) sin? x2}
a1} = [ +
8RER (t — V1 — xt* sin x2)2
) ) 1 — V1~ x!" sin x2
+2x1sin x2 arcth x1+sinx2 In —_— —
]/1 — x!
x1 cos x2 _—
—x1 cos x2 arctg = +]/1 — xU" Im f(x2 i arcth xl)] ;
]/1 — x1" — sin x2
VD = py = Vﬁ?&"ﬁ Reu,
{6.7)

. I+ M [ x1 cos x2 {3 — (1 — x1%) sin2 x2}
v = -

“8mRER (1 — V1 — xI* sin x2)2
1 — ]/1 — x1* sin x2

-—2cos x2 arcth x1 — x1cos x21n ]/1_““_1{ —
‘ —X

. x! cos x2
—sm x2 arclg ————
VY1 — x1® — sin x2

+V1 - x** Re f(x2-+iarcth xl)] .

‘Wreszcie réwnanie (5.14) w postaci
{6.8) —2w = ul, Al +i(u — d)tha

stuzy do okreflenia przemieszczenia w. Wstawiajge do powyZszegoe rdwnania
zwigzki (6.4) dla przemieszezenia # otrzymujemy

MM x V1 — 1" sin 2 x1

6.9 W= : [ e — sin x2 —
©9) 8nRER |1 — ]/1 — x1%gin x2 ]/1 —x1®

_ — x1 cos x2
-2 ]/1 — x¥° sin x2 arcth x1 -H/l — x1° cos x2 arctg ]/ -

1 — x1* —sin x2

— Re f" (x2+iarcth x1) 41 Im f(x? -+ arcth xl)] .
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Pesrome

BE3SMOMEHTHOE HEGPOPMUPOBAHWE COCTOAHMS
' OBOJIOYEK BPAIIEHWSA BTOPOM CTEIEHK
C IOJIOXKHUTEIILHON KPHBHW3HOM TAVCA

Passupas mopennoxennsli B. C. BracoBniM MeTon CBEACHHA CHY CeYeHMH B De3MOMEHTHOM
TeopuH 000N0YEK BPAILEHHA BTOPO CTENeHH ¢ J0OABOYHON KPUBHIHOM, X aAHATHTHYECKAM (yHK-
UHAM KOMIUIGKCHOH DepeMeHEHOH B pafoTe MONMYYEeHO aualiCFRYHBIC PE3YALTATHI A8 COCTOBIRIO-
L{HX BEKTOpA MepeMeltenws B Taxwx ofonoukax. CooTBeTCTByIOMEE AudibepeniiAaibHOe ypaB-
HeHHe PEaeTcHA, B TAKOM Ciydae, B KBaapaTypax.

Meron pelleHHS HIUTIOCTPAPYET IpHMEp cdiepAYccKoi 0GOMOMKH, 3aTPYKEHHON MOMEHTOM
¢ BEKTOPOM KacarenbisiM K 000nouke,

Summary

A MEMBRANE STATE OF DEFORMATIONS IN THE SECOND ORDER ROTATING
SURFACES OF A GAUSS POSITIVE CURVATURE

When following the idea prior to Wlasow to describe the membrane forces of second order
surfaces with positive Gaussian curvature as a function of a complex variable using an appropriate
transformation of coordinates, the authors succeeded to get on an analogue way the coordinates
of the displacement vector. The solution of the corresponding differential equation is possible by
simple mtegration. The special example of a spherical shell loaded by an external couple serves
to iliustrate the general way. '

Praca zostala zlozona w Redakeii duia 23 lipca 1968 r.

Rozprawy InZynierskie —-4






