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NOSNOSC GRANICZNA PEYT W KSZTALCIE TROJKATA ROWNORAMIENNEGO

MICHAL KLEIBER i MAREK KWIECINSKI (WARSZAWA)

Wainiejsze oznaczenia stosowane w pracy

M, jednostkowy moment graniczny «dodatni»,

M, jedpostkowy moment graniczny «ujemny»,
1= M;/Mo wspblczynnik warstwowosdcl struktury plyty,
t t, WspOlezynniki utwierdzenia brzegéw plyty,

Ve, P, Wi i, s . . .
@, X parameiry okredlajace mechantany zniszczenia plyty,
3 *

k parametr okreflajacy polozenie sily (rys. 1),
t parametr okreslajacy polozenie sily (rys. 4),
» B katy rozpatrywanego trojkgta réwnoramiennego (fys. 1),
h wysokoSG rozpatrywanege trojkata rownoramiennego (rys. 1),
promiens okregu wpisanego w trojkat.

1. Wstep

W pracy przedstawiono problem okreflania infensywnoéci obeigZenia granicznego
dla plyt w ksztalcie tréjkata réwnoramiennego, obciazonych w sposéb ciagly
i skoncentrowany przy réznych warunkach podparcia.

Przeprowadzajac analize szeregu sztywno-plastycznych plyt izotropowych sta-
Tano sig usystematyzowaé i uzupeini¢ otrzymane dotychczas wyniki [1-8] w celu
umozZliwienia ich praktycznego wykorzystania. Jako metod¢ rozwiazywania przy-
jeto poszukiwanie intensywnoéci obcigZenia granicznego na drodze kinematycznej.
Zalozono, Ze rozpatrywane plyty wykonane sg z materiaty uplastyczniajacego sig
zgodnie z warunkiem najwickszych momentéw gléwnych. Nalezy zaznaczyé, Ze
przyjecie do rozwazan plyty w ksztalcie tréjkata réwnoramiennego nie jest w zasa-
dzie zawezeniem ogdlnosci problemu znajdowania obcigzen granicznych dla plyt
w ksrtalcie dowolnego trojkata, gdyZ i tak zachodzi koniecznodé rozpatrzenia naroZa

-0 dowolnym kacie wierzcholkowym, obcigzonego w ogdlny sposéb.

Wykorzystujac wyniki otrzymane dla réznych narozy mozna metoda superpo-

zycji szacowal no$no$é graniczna dowolnych plyt trojkatnych.
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2. Obciazenie sila skupiona

Zaleinie od polozenia sily, okre§lonego parametrem k, kata y (rys. 1) oraz
przyjetych warunkow brzegowych, moga sig pojawiaé rézne mechanizmy zniszczenia. -
2.1 Plyta swobodnie podparta na calym obwodzie. Dla sity w poblizu brzegu AB (rys. 1)
lokalny mechanizin zniszczenia plyty zwiazany jest z obcigZeniem granicznym [1]

(2.1) P= My (3n+2).

W tym przypadku polozenie sily nie
wplywa na nosnoéc plyty, geometrycz-.
ny za§ warunck mozliwodci powstania
tego mechanizmu ma postac

sin y/2

2.2 —_——. .
( ) ]/Z—i-siny/Z Rys. 1

Dla sity w poblizu naroza € (rys. 1) lokalnemu mechanizmowi zniszczenia naroza
odpowiada noéno$é graniczna plyty okreflona [1] za pomoca wzoru

7 w+y
(2.3) P:2M0(~5+y—]—1+20tg 4 )

Réwniez w tym przypadku polozenie sity nie wplywa na noénosé plyty, a geometrycz-
ny warunek moZliwoéci powstania tego mechanizmu przybiera postaé

]/f siny/2

24 k= meny2

W przypadku sily polozonej w §rodkowej czeéci plyty nalezy rozpatrzy¢é mechanizm
zniszczenia pokazany na rys. 2. Zgodnie z [2], wykorzystujac zwigzki okreflone
geometrycznym ksztaltem plyty, otrzymano
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T4y
b=b=0=0b=""7—"2 o1=%, V=,
3yr~'y( Im —y l/l—k _ y) C 3m—y
g — cos— + L S ~+sin ~7

ct = —_—— s
2 ¢ ]/1ﬁk- ’
PR
3m— vy ]/1—k_ y
cos — + © Sins

3w —y
4

ctggp =

sin
Noénoéé plyty w tym przypadku Wynosi— :

2.5 P = 4M; (ctg @1 +cig q?2+Ctg £ = 4My %

1—k V72 +]/ k 1 e
) k C 3m—y l—k& 3 —y ¥ otg 4

sin —, gin — 7 >

Wizbr (2.5) uzaleznia wartoéé obcigZenia graniczmego od parametru okreflajacego
polozenie sily P przy zaloZeniu zrealizowania si¢ danego mechanizmu. Zbadajmy,
dla jakiego polozenia sily obciaZenic graniczne jest minimalne. Zadajac aby
OP/dk = 0, otrzymano

{2.6)

Réwnosé (2.6) zachodzi, gdy sila poloZona jest na dwusiecznej kata bocznego
naroza, a wiec w §rodku okregn wpisanego w kontur plyty. Po okresleniu przedzialow,
do ktérych odnosza sie odpowiednie mechanizmy zniszczenia, wykresy zaleznosci
noénoéci granicznej od poloZenia sily dla réznych wartosci kata y przedstawiono
na rys. 3.

Minimalne wartodci obciaZenia granicznego wynosza przykladowo:

7 P
dlay:? E:6,91,

7 P
dla y = y ““ﬁ};}“ = 7,00,

2n

dl = L 0
ay—73 MU—?',Z.
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P/,
420 |~
100
&0
Worfosel proponowang. - S R
=, Preez Dubinskiego
& |
a0 05 a4 78
k

Rys. 3

W pracy [3] zaleca sig, aby dla dowolnych plyt tréjkatnych, obcigzonych sila
skupiona w Srodku okregu wpisanego, przyjmowaé w przyblizenin P/My == 7,00.

Jak widaé, dla wymienionych wartodci kata y blad wynikajacy z przyjecia
wartosci przyblizonej nie przekracza 3%, a i dla innych plyt trdjkatnych tez nie
jest wiekszy [3]. .

2.2. Piyta podparta na calym obwodzie bez mozliwosci unoszenia si¢ narozy. Dla znalezie-
nia noénosci granicznej plyty nalezy rogzpatrzyé zniszczenie naroza (rys. 4).

Z réwnania pracy przygotowanej otrzymujemy

Q7D P=M, [(i +pig) ctg 1 (1 ) ctg po+
() @yt — P

144y fsin gy

in2 — .
ity —F 0 sinys
Wyrazenie to poddajemy minimalizacji ze wzgledu na katy vy 1 ya. Z otrzymanych
dwu rownan eliminujemy ¢ i otrzymujemy

[1 L _ClE iy (_1+Mz 1cte2yr 14w, I-Fclgzw)]
clg p1+-elg ya 1+m ctg 14w otz

(2.8)

1+ H 2
(1 dotg2y) (1 +ctg? o)

= 0.
(ctg v, -+ctg 1.02)2

Jest to réwnanie, ktore musi byé spelnione przez katy o i v, aby przy danych
(za pomoca parametréw g, i g,) warunkach brzegowych obciaZenie graniczne
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bylo minimalne. W réwnaniu tym nie wystepuja: parametr okreslajacy polozenie
sity 1 kat § (co nie znaczy, Ze mechanizm zniszczenia jest niezalezny od tych wicl-
kodci). Wplyw ich staje sig widoczny w toku dalszego postgpowania, ktére Jjest naste-
pujace:

1) obieramy wartodci parametrow py, uy i us,

2) obieramy warto$¢ kata ), '

3) z (2.8) okreslamy wartosé kata .
Nastepnie graficznie sprawdzamy trafnosé doboru wartodci kata 3. Wrysowujac
W kontur naroza mechanizm zniszezenia (okreslony przyjgta wartocia kata )
otrzymujemy kat o, ktéry powinien mieé wartosé réwna wyliczone] z (2.8). Jedli
tak nie jest, powtarzamy proces przy innej wartosci kata .

- w" ) k \" _‘///’ ﬁ’f /y
T3 //////7//7/[3//_////////////////////////."//////////f;//;’/////////////,

Lig My
Rys, 4

Z réwnania (2.8) mozna otrzymad szereg szezegolnych przypadkéw postawionego
zagadnienia. Zaloimy, Ze bezwzgledne wartosel momentdw granicznych (ujemnego
i dodatniego) sa réwne y; = 1. Dla naroza o jednakowych warunkach brzegowych
na obu krawedziach u, = py = uy ofrzymujemy

. 4 2 1

2.9 ctp? y; +2et, ct ( - 1) +eig? gy =8 [ - ]
(2.9 2~ g Clg P 1+, g ¥2 (1+p2)2 14ty

Dia naroZa o brzegach przegubowo podpartych, #2 = 0, otrzymujemy {podobnie
jak w pracy {1)) .

{2.10) cte? y11-6¢tg ) oig py-ctg? vy = 8.

Dia naroza utwierdzonego na obu krawedéiach, ty =1, otrzymujemy (podobnie
jak w [1]) '

(2.11) ctg prtetg s = 0,

Boaprawy Inzynierskie — 5
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Rozpatrzmy teraz szczegblowo dwa przypadki podparcia plyty.

A. Plyta przegubowo podparta na obwodzie. Dla sily w poblizu brzegu 4B
(rys. 1) zagadnienie jest identyczne z omoéwionym przy rozwazaniu podparcia
swobodnego. ‘ '

Dla sily w poblizu naroza C (rys. 1) mechanizm gniszczenia zaleZy od wielkodci
kata p [1]. Wartoéci obciazenia granicznego wynosza

. by 8 iy A
(2.12) dla - <y<=m P=2M (? +y+1+ctg;";—)
oraz
bt A
(2.13) dla 0<y< o P=2MpQ2+).

Dla sily w $rodkowej czedci plyty (zakladajac odpowiednie typy mechanizméw
zniszezenia, réwniez zalesme od wielkosci kata, oraz wykorzystujac wyzej podany
algoryim postgpowania) znaleziono na drodze graficznej warto$ci parametrow
w1 1 s, co uwzgledniajac wzor (2.7) pozwolito na okreslenic obcigZen granicznych

AN ]

i 4

404 o

".; /l_:_
\\!\ \\ﬁ&\ ¥ ﬁ;‘l“% .
7§ - B

LW Warlodei proponowane

P ™ preez Dubiniskiego
% SR R I s S
: L R IV S B
AR I
: .
6,0 3 A
g - 02 04 a6 08 40
K
Rys. 5

odpowiadajacych tym mechanizmom. Uwzgledniajac mozliwoéci powstania innych
oméwionych wyZej lokalnych mechanizméw zniszozenia piyty, przedstawiono
na rys. 5 wykres zaleznosci noénoéci granicznej od polozenia sily dla réznych wartosci
kata y. Ze wzgledu na to, ze dla niektérych poloZefi sily P stosowano, graficzny
spos6b wyznaczania mechanizméw zniszczenia, a nastgpnie korzystano z uzyska-
nych na tej drodze wynikéw dla obliczenia no§nodci granicznej plyty, nalezy liczyé
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si¢ z fakiem popelnienia bledu w ostatecznej wartoéci obcigzenia granicznego.
Przyimujac

P Ay, Ay °=0,017
Sy Vi F1

i wykonujac obliczenia wartosci AP/M, dla réznych katéw 4, mozna przekonaé
sig, Ze blad wzglegdny maleje szybko wraz ze zblizaniem sig kata v, do 45°, co odpo-
wiada polozeniu sily w srodkowej czesci plyty. Jednoczesnie wartosé bledu wzgledne-
go rzadko tylko przekracza 1%,

Taka dokladno$é otrzymanych wynikéw mozna uznaé za wystarczajaca. Mini-
malne wartosci obcigzenia granicznego dla sil polozonych w §rodku okregu wpisa-
nego w kontur danej plyly wynosza przykladowo:

7T P
dlay:?- E:%]S?
7T P
dla y = 5 ﬂg = 9,25,

. 2n P
.dla'y:? E:9,37.

W pracy [3] zaleca sig, aby dla dowolnych plyt tréjkatnych obciazonych sila skupiona
w Srodku okregu wpisanego, podpartych przegubowo, przyjmowaé w przyblizeniu
P{My = 3,30. Blad wynikajacy z przyjecia wartodci przyblizonej nie przekracza
1,57% 3L '

B, Plyta utwierdzona na calym obwodzie. Dla zniszezenia lokalnego, w ktérym
linia zafomu «ujemnego» jest okregiem, mamy [1]

(2.14) ‘ P =daM,.

Aby uzyska¢ nosno$é graniczng calej plyty w przypadku Zniszezenia W postaci
«wachlarzy» w narozach, nalezy stosowaé zasadg superpozycji dla wynikéw otrzy-
manych z rozwazait nad poszezegblnymi marozami. Otrzymano tym sposobem

1k y

In? in —
2ln % sm2

(2.15)  P=4M v ta).

Widag, ze okreSlona przez (2.15) no$noéé jest zawsze wicksza od dnMy, zatem
mechanizm ten nigdy nie powstanie (4zM jest bowiem wartoécia obcigzenia gra-
nicznego przy zniszezeniu lokalnym). A wiec plyta tréjkatna utwierdzona na obwo-
dzie, obcigzona sita skupiona, ulegnie zawsze tylko Iokalnemu zniszezeniy. Nosnosé
graniczna takiej plyty nie zalezy od polozenia sily i jest réwna 4mMy. Zgodnic z pracg
[2] zalom «ujemny» pokryje si¢ z okregiem wpisanym w kontur plyty.

ZnajdZmy mipimum wyraZenia (2.15) ze wezgledu na warto§é parametru k,
co moze by przydatne przy rozwigzywanin plyty obeiazonej réwnomiernie na calej
powierzchni. ‘
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Zadajac aby 9P/ék = 0, otrzymujemy
1—k ¥

& sm—zhé 1,

co odpowiada przylozeniu sity w Srodku okregu wpisanego w kontur plyty.

3. Obevigzenic ciagle réwnomiernie rozloione ma calej powierzchni plyty

3.1, Plyta swohodnic podparta na obwodzie. Analize tego przypadku przeprowadzono
metoda parametryzacji siatki linii zaloméw 1 minimalizacii wartosci obcigZenia
granicznego wzgledem wszystkich parametrow. Najogélniej okreslong siatke znisz-
czenia charakteryzuje osiem parametréw. Jednakze przy tak ogdlnie okreflonym
mechanizmie zniszczenia samo napisanie réwnania prac przygotowanych jest bardzo
uciazliwe, a cfektywne przeprowadzenie minimalizacji jest praktycznie niemozliwe.
Dlatego wprowadzono do tak sformulowanego zagadnienia szereg uproszcze po-
legajacych na zmniejszeniu liczby parametréw. Mozna to osiagnaé przez przyjecie
uproszczonego mechanizmu zniszezenia Przenoszac pewne wilasnodci siatek linii
zaloméw otrzymanych w podobnych do tego zagadnieniach, jak np. w zagad-
nieniu identycznej plyty obciaZonej sita skupiona. Spoéréd wielu mozliwych uprosz-
czenn postawionego zagadnienia wybrano mechanizm pokazany na Tys. 6
(dlay = =/2).

Rys. 6

Réwnanie prac przygotowanych dla tego przypadku przybiera postaé

@y
4
3.1 -

6D

s
h2tg? — tg?
pneig 7 g

gdzie x = ctgp, a = Bz — p)/4
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Przeprowadzajac minimalizacje (3.1) ze wzgledu na parameir x otrzymano

2 ph2

3.2} dla y = Y cig p =3,0214, ¢ = 18719, 6M0 3 94;
7 e ph?

(3.3) dla y = Ty ctg'p = 2,1659, @ =24°47, 6—% =5,13.

Dla y = =3, czyli dla plyty w ksztalcie tréjkata réwnobocznego, zagadnienie znacz-
nie sig upraszeza, bowiem wystarczy rozpatrzyé tylko jedno naroze o kacie réwnym
#f3. Réwnanie prac przygotowanych dla tego przypadku ma postaé

I 181/3 (x2-+1)
6My  —3x3+5)3x2+3x — /3

(3.4)

Z warunku na minimum p otrzymano
. PRz

(3.5) ctg o = 1,3280, o = 37°01, oM 8.23.

W pracy [3], zakladajac 7e siatka zniszczenia jest okreflona dwoma parametrami,

a wigc rozwazajac zagadnienie bardziej ogélnie, dla y = #/3 otrzymano ph?/6M, =

= 7,60. Jest to lepsze przyblizenie rzeczywistej wartodci obeiaZenia granicznego

prawie o 8,3%, w stosunku do wartoci (3.5).

3.2. Plyta podparta na obwodzie bez moiliwosci mmoszenia si¢ narozy. W celu znalezienia
wartoSci obcigZenia granicznego skorzystano z rozwigzania rzagadnienia wariacyj-
nego dla, naroZa obcigzonego réwnomiernie i podanego w pracy [4]. Zagad-
nienie takie (dla konkretnego naroza) polega na okrefleniu mechanizmu Zniszcze-
nia rozwazanego obszaru plyty. Mechanizm ten okreflony jest wartoscia kata o
(rys. 7), a odpowiadajace mu obcig- .

Zenie graniczne okre$la wzér

paz 12002 sin? o

o a4

gdzie

V8(1 — pp) siny Y“
sin 2p — 2p+-f )

Minimalizacja (3.6) wzgledem kata o
prowadzi do nader skomplikowa-
nego wzoru, z ktérego nie udaje
si¢ praktycznie skorzystad,

Rys. 7

Duzo prostsza droga jest przeprowadzenie obliczen numerycznych na podstawie
wzoru (3.6) dla réZznych wartodei kata 9, a nastepnie wybranie kata odpowiadaja-
cego minimalnej wartodci p. Blad popeliony przy taklm obliczaniu wartosci pmin
jest tatwy do oszacowania.
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Rozpatrzmy plyte utwierdzong na obwodzie o wspolczynniku utwierdzenia
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brzegdw pg = 1. Aby (3.6) miato wtedy sens, musi by spetniony warunck

(3.7)

sin 29 — 2p-+=0.

Warto$el wyznaczone ze wzoru (3.7) i wartosci pa?{My ze wzoru (3.6), okreslone

dla réznych narozy utwierdzonych, podano w tablicy 1.

Tablica 1. Wartofci obciaZen granicznych naroiy o wspélezynniku utwierdzenia brzegéw M,

=0 po=05 # =10

g " sl v i v paz

My My Mo

30° 26° 4,75 32° 6,59 43,5° 8,28

45° 31,5 5,27 37,5° 7,29 50,5° 8,95

60° 37° 5,66 43¢ 1,87 56,5° 9.65

90 43° 6,00 52° 8,68 66° 10,72

120° 60° 6,00 . 60° 9,00 74,5° 11,59

Otrzymane wartoéci obcigzenia granicznego dla narozy wykorzystano nastgpnie
do oszacowania no$nodei plyt trojkatnych. Ustalajac niezaleZnie od sicbie mechanizmy
zniszezenia poszczegdlnych narozy plyty trojkatnej, nastepnie za$§ zakladajac,

I3

ze wlaénie takie mechanizmy sa zrealizowane w procesie zniszczenia calej pivty,
moZzemy znale#é obcigZenie graniczne, odpowiadajace tak okreslonej siatce linii

zalomow.

Rys. &

Noénos¢ naroza moze by¢ napisana [4] w postaci

(3.8)

. 0
ctgyp-+ f (
e

P2
1+ }—2) dv

12My

. 0
aZelgy+ f,-z do
—-¥
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Stosujac oznaczenia z rys. 8 nosnos¢ graniczna plyty trojkatne] wyrazi sig wzorem

0 2 0 ral
2ctgy totgyn 2 f 1+ *a de+ f 1+—r“2— dv
r_ -1 ! ~¥ 20
3.9 M

{0 [}
@ (ctgpy+2ctgp)+2 [ridot [rdy
k! —¥z
Dla poszezegdlnych wartosci kata y otrzymano wyniki podane w wierszu 3 tablicy 2.

W pracy [5] podano uzyskane na innej drodze wartodci obciazenia granicznego
dla y = @3 i y = «/2, ktore pokrywaja si¢ z dokladnodcia obliczen numerycznych
z podanymi w tablicy 2.

Tablica 2. Nosnoi¢ graniczna plyt irdéjkatnych. ObcigZenie ciagle. Wartoscl ph2/6My

AN

Rodzaj\V 60° og° 120°

podparcia ™
—_— g,23 5,13 3,04
— 8,50 525 1 399
T 14,47 9,02 6,68

Przeprowadzajac analogiczne obliczenia dla plyty przegubowo podpartej na
obwodzie otrzymujemy wartodcl obciaZenia granicznego dla naroZy podane w tablicy
1. Nastepnic na takiej samej drodze jak poprzednio okreslamy noéno$é graniczng
plyt tréjkatnych. Wyniki zamieszezono w wierszu 2 tablicy 2.
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PeszromMe
HECVIIAA CIIOCOBHOCTh PABHOCTOPOHHEW TPEYTOIBHOW ILIACTHHKHN

B paGoTe nMpoROARTCS aHAIM3 3a0aYA, KACAIOIIEcH wecyiuel CIOCOGHOCTH NUIACTRHOK B BMIC
DABRHOCTOPOHKErO TPeYroNbHAKY, TOABEPKCHHOTO CITIOMNON H KOHNEHTPEYECKON Harpyske,

THonyuero 3naveHmsA OpeENEHEIX HATPY30K JULT [AACTAHOK CO COSMYIONIMMA KPASBLEIMK YCIIO-
suavE: cBo0OIACe ONHpaHue, MADHAPHOS OMHPAHME H 3AIICMICHHE,

VrasersaeTcs BOIMONMHOCTE ITOMYYSHMS 3HAYEHHS NPENeNBHBIX HATDY3OK IS IUIACTHHOK
C KpYyTHMHE KPASBBIMY YCIIOBHAMS,

TTomyuenssie KMHEEMATHYCCKUE YCHOBHS SBMNMIOTCA BepXuell OOEHKOH HEHCTBATE/ILHEIX mApe-
JeAbHBIX HATPY30K,

Summary

LIMIT 1.OAD OF AN EQUILATERAL TRIANGULAR PLATE

In the paper a kinematic analysis has been conducted of the problem of limit load of plates
in the shape of equilateral triangles, loaded in a continuous and concentrated way. Hitherto
known solutions have been systemized and completed. The values of the limit loads have been
given for plates with the following boundary conditions: free edge, simple support, built-in edge.
The obtained results are an upper bound to the exact limit loads.
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