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NAPREZENIA DYNAMICZNE W CIENKIEJ TARCZY KOLOWEJ,
WYWOLANE DZIALANIEM NIEUSTALONYCH ZRODEE CIEPEA

STANISEAW WOELKE (POZNAN)

Oznaczenia

promien farczy,

funkcje Kelvina rzedu p,

wspolczynnik liniowel rozszerzalnosci termiczmej,
predkosé fali podhuine],

cieplo wlasciwe,

symbol Kroneckera,

funkcja Diraca,

wspotrzedne tensora odksztaleenia,

dylatacja,

funkcia Heaviside’a,

modul odksztalcenia postaciowego,
zmodyfikowana funkejj?iE;Bésscla _pierwszegé rodzaju rzedu p,
funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu p,
wspoleczynnik przewodzenia temperatory,
zmodyfikowana funkcia Bessela drugiego rodzaju rzedu p,
wspodlczynnik Poissona,

czestosé kolowa,

operator Laplace’a,

wspoOtrzgdna promieniowa w ukladzie biegunowym,
zmienne parametry,

pestose,

parametr transformacji Laplace’a,

wspolrzedne tensora napigienia,

naprezenie IrezZonansowe,

czas,

temperatura wzglgdna, odniesiona do temperatury stanu beznaprezeniowego,

przemieszezenie promieniowe,
przemieszczenic rezonansowe,

wydajno$é zrédla ciepta w jednostce czasu i jednostce objetodci.
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1, Sformulowanie zagadnienia

W pracy wyznaczono pola temperatury, przemieszczen i naprezen w cienkiej
tarczy kolowej o promieniu g, w obszarze ktérej dzialaja Zrodla ciepla, opisane
wzorami

* o(r —R) .
0=0p (;azR e,
Y Yo R, r,0)<a,
(1.1} QZQUW”@),
0=Qyn (R — &)™, 4

0~ R—0n@. e’

Zalozono, Ze material tarczy jest izotropowy pod wzgledem mechanicznym
i termicznym, a jego wlasnosci nie zaleza od temperatury. Przyj¢to warunki termiczne
zapewniajgce izolacje plaszczyzn tarczy oraz doskonaly wymiang ciepta miedzy jej
obwodem i otoczeniem. Rozpatrzony problem nalezy do klasy niesprzgzonych
zagadnief dynamicznych termospreZystoci, ktérych szeroki wachlarz jest ujety
w wielu pracach, np. [I, 9, 10] i innych. JednakZe jak dotad niewiele jest prac, za-
wierajacych ilosciowa ocene efektow inercii [5 1 12].

Badanie zjawisk dynamicznych w sformulowanym tutaj zagadnieniu prowadzi
do ciekawych wnioskéw. Analiza rozwiazan, uzyskanych w przypadku ogrzania
tarczy Zrodiami ciepla opisanymi wzorami (1.1); 1 (1.1); udzielifa odpowiedzi na py-
tanie, w jakich warunkach jest mozliwe wystapienie rezonansu mechanicznego,
wywolanego wymuszeniem termicznym. Wydaje sie, #e tego rodzaju zagadnienie
nie bylo dotad stawiane ani publikowane.

W pierwszej kolejnosm WYZnaczono funkc_ge Greena dla temperatury, prze-
mieszezedl | naprezen.

2. Funkcje Greena

Wszystkie rozwigzania uzyskano stosujac metod¢ funkeji Greena. Obrany
sposdb nakazuje, aby jako podstawowe uwazaé rozwigzania, kidre otrzymuje sig
przy ogrzaniu tarczy Zrodlem ciepla

d@— R)
0= QO——QJZR

8 (1).

Funkcja Greena dla temperatury przy Qp =1 Jest rozwigzanie réwnania prze-
waodnictwa cieplnego [6]

0y 8(r — R) @2 1 2 8

8 (1), V2=ﬁ+“]‘,—a‘, ()=—

T
1 2T == e
21 VT % ] 2nR

Zz warunkiem poczatkowym

(2.2 T 0 =0
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oraz z warunkami brzegowymi _
(2.3) - T(a,5)=0, T (0, f) < o0,
- Przy rozwiazywaniu réwnania (2.1) korzystano z transformacji Laplace’a [7]
oraz z rozwiniccia funkcji Diraca w szefeg funkeji Bessela [11]:
2R .f(} (an R) Jy (an T)ﬁ

2.4) dGr—R)= 72 (an @) ,

=1
przy czym wartoscl ap wyznacza si¢ z réwnania przestgpnego
(2.5) : Jo (ana)y =0,

Rozwiazanie spehiajgce warunki (2.2) i (2.3) ma postaé

(2.6) T(r, t) = - Z JD (anR)JO(am) — Rt

T ~ J3 (an a)

Funkcie Greena dla przemieszczen otrzymano przez rozwigzanie wlasciwego
w przypadku plaskicgo stanu naprefenia réwnania ruchu 8]

(2.7) (Vz—i)u—izkal, k= ar(14»), cﬁﬁi(i—
r2 c2 ar pf{l — )

z warunkami poczatkowymi

(2.8) u(r,0) = u(r,0)=0

i brzegowymi

(2.9) u(0,1) = on(a,1) =0,

PIZY CZyM oy jest naprezeniem rédialnym.

Po zastosowaniu transformacji Laplace’a réwnanie (2.7) przyjmuje postac

d2 uy 1 dur ( ) dTL s
) Sl i o2y = fo— _

(2.10) ar2 + roodr 2 e k dr £ ¢’
gdzie u, = ur (v, 8) 1 To = T1.(r, 5) sac transformatami odpowiednio przemieszczenia
i temperatury.

Rozwigzania réwnania (2.10) poszukiwano w postaci sumy

Uy = ] +try.

Tutaj u; jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego

d2u,, 1 dupy ( 1
: L N T DO
A2 + r dr 2 +p )“L: 0,

a ury jest calks szczegdlng réwnania

Py, 1 du 1 k. Jo(an RYJ
@2.12) | I Ook ~1 onJo(an R)YJ1 {on 1)

LI P ETIY I
dr2 roodr (r2 tp )M‘L2 mia2 (s-+2a2) T3 (o a)

=1

2.11)
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Rozwiazaniem rownania (2.11), z uwagi na pierwszy warunck (2.9), jest funkcja

ury = Bl (pr),
gdzie B jest staly catkowamia.
Catka szczegdina réwnania (2.12) ma postaé

QO k < ay Jy (o R) J1 (an 1)
Z (07 +p2) (s+xaq) J1(an a)

Laczac w sume uﬁl i gy 1 wyznaczajac stala B z drugiego warunku {2.9) otrzymano
transformaig przemieszezenia

213 u = Qoke2 < an Jo {an R)
mta? “ (32 +ak c2) (s+ras) J1 (on a)
r
Jy(og ¥) 261 (S m;)
J1(an @)

a a
pacsly S? — 2GTL S—C--

Calke konturowg odwrotnego przeksztalcenia Laplace’a [7]

atico

1
ulr, fy = pn f w; (r, 5) € ds

g—ico

obliczono metoda residudéw. W tym celu okredlono bieguny funkeji podcatkowe;.
W plaszezyZnie zmiennej zespolonej funkcja ta ma nieskoficzony cigg biegundw
rzeczywistych ujemnych w punkiach

2
Snl = —xly,
oraz dwa nieskonczone ciggi biegundw urcjonych w punktach

Sng = Liap e, Sm= Lifm.
Tutaj W.yrazy ciagu sm speiniaja réwnanie
a ' a
(2.14) oacsm Iy e 2GH \sm -] = 0.
W pracy [1] podano dowdd, ze wszystkie pierwiastki tego réwnania sg urojone

i dlatego przyjeto je w postaci sm = —-ifim. Tym samym réwnanie (2.14) mozna
napisaé w sposdb nastepujacy: -

@15)  achuJy (ﬁm f}) — 267, (ﬁ,,,, —j—) 0, m=4(,2,..).
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Pierwiastek sy = 0 spehnia takZe rOwnanie (2.14); nie jest on jednak biegunem
transformaty (2.13). Obliczajac granice

%
. lsc
lim -

* ot o)~ 20n (s ]
gacsly\s — s~

stwierdzono, #¢ ma ona skoficzona warto§é, a wobec tego sy = O jest biegunem
POZOTNYIL.

Z podsumowania rozweazan wynika, ze wszystkie bieguny transformaty (2.13)
53 jednokrotne. O obliczaniu residuéw w takich biegumach traktuja szczegdlowo
monografie [2 i 31 Suma residudw jest poszukiwanym polem przemieszczef:

Qoke* T Jolan®)

mra? Ji (an @)
=1

(2.16)  u(r,f)=

¥
2 .
exp (—wa2 ) | Ji(omr) | 264 (m” c)

an (2422 o) | J1{ena)

[43 41
pacxas I (mi T) — 2GIL (mg C)

’
oo an fm [»a? sin (Bm £ —fm cos (fm D] Jl (ﬁm 7)

46 .
= o 261 = (2 — ) 0 a8 1 ()

- Szereg podwojny, wystgpujacy we wzorze (2.16), sprowadzono do szeregu poje-
dynczego dzigki mozliwoéci wykonania sumowania wzgledem wskaznika n. W opar-
ciu o zamieszczone w Dodatku wzory (D.10); i (D.11) przeksztalcono wyraZenie
(2.16) do postaci

Oy ke? Z"j Jo (an R) exp (—xd2 §) | J; (aa 1)

7a? = O (€2 422 afzq,) Jiland) 1 Ji(ag a)

Q17 u(n )=

;
2GI (xcﬁa c)
+ +
a a
pacxal, Iy (%af, ?) — 2GL (xaf@ —c—)

Lk

c

-+2Ga N : PR
m=1 (chdse? i) [oa? iz, — 26 (14+9)]J, (ﬁmc)
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M{AnR) -
% ﬂ(ﬁ%ﬁ [c2cos (D, — P — P +2Bm sin (O — P — fm ] —
)
JU ﬁm e . ] ﬁm
T [e2 cos (B £) — wfmsin(Bu DI |, An= o
: s |
przy czym funkcje Kelvina przedstawiono tutaj.w postaci biegunowej [13]
bei (im R)

M2 (A R) — bex? (ln R)-+bei2 (I B), @ (i R), = arc tg ber LT

2.18) | |
; bei (Am @)

M2 (A a) = ber2 (A @) +bei2 (A @), . Ow (Am a) = arctg ber (A ay Om )’

£13

Zastosowanie nastgpujacych zmiennych bezwymiarowych:

R r a Zm ot
RU:;a ?’G:E, Zn_—‘,anﬂ,_zan:ﬁm?, Xm = “;l““, 77:;",
(2.19)
% pc2
om = P {xm Ry), Fm = On (xm), h“h:_a?: bzst dﬁz_g

umozgliwilo napisanie wzoru (2.17) w postaci

| RN &
(2'20) 2 (rﬂ.s 17) T \ A Ut An Uy,
o~ AUt 2,
gdzie : : :
1 | M (xm Ro) [
A = A 22) 6y — )T, Go) { ITB R R A
Jo(Zm Ro)

+hzpsin (fy — @u— Zn 1) — (cOSzZpm T — hzZm SiN 2y r)]} .

Jy (Zm)
2.2 ' ‘
Jo (zn Ro) exp (—hZi 7)

zu (L-H02 22) Ty (z0)
i (zn 1g) 1 (hz, 1)
Un="1Gmrd. Un = 705" bhi2 Iy h2) — I (h)

Zwiazki fizyozne w przypadka plaskiego stanu napreZzenia, wyraZone we wspol-
rzgdnych biegunowych, maja nastepujaca budowe [6]:

Ay =

2G o
iy = “1““;—’; 1 — ) e5-1-(venr — KT 831, Lj=m, ¢,
(2.22) o
N ou

u
Ery G e = 7 e = &+ 00
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Po podstawieniu w powyZsze zwigzki przemieszezenia (2.17) uzyskano napreze-
nia przedstawione w postaci bezwymiarowej

a2 o% : =
Gyr ?G—/—C—Q; = 2 Agp Mm — 2 Ap My,
m=1 #=1
Ugy m = 2 A Ny + 2 ApNy.
Mm=1 =1

We wzorach (2.23) wprowadzono oznaczenia

(2.23)

1
My, = bzy Jo(Zm ro) — EJL (Zm 70)»

N = (b — 1) zmJo (zm o)+ —~ Jl(zm’())

My = AT [71 (zn o) +BH2 1o 23, Ty (20 )] —
(2.24
) B 1 bhry 22 Iy (h22 ro) — Iy (hz2 rg)
Fo bhzy Iy (hzy) — Iy (hzy) 7
1 . ) ° .
Nu = ———— 1 (za 10} — 25 ro (L 612 23) Jy (2 ro)]+

ro 1 (zn)

1 (b — 1) by 22 T Uiz 1) -+ Iy (h22 )
Fo bhzy, Iy (hzy) — Iy (hz3)

Wyprowadzone wzory sa poprawne rdéwniez w przypadku, gdy R-— 0 (lub
w zmiennych bezwymiarowych Ry— 0), a wigc wowezas gdy chwilowe punktowe
Zrédlo ciepla jest przylozone w §rodku tarczy. Pokazano to na przykladzw przemie-
szczenia okreS§lonego wrzorem (2.20). Wiedzac, Ze

limJo(z R) =1, lmMGmR)=1, 4= n,m
Ry—+0 Ry—r0
otrzymano wzor
Un {
(1 2 22) (b7, — d) Ty (am) | M (xm)

(2.25)  u(r,v) 57 Q P fcos (P —

[cos (zm ©) — hzm sin (2n 1:)]} +

. X Uy exp (—hz2 7)
Z Zn (1 +k2 Z%) J] (Zn) "

1
Jo (zm)

—Zm T) —i—th, sin (ﬂgn — Zm ’L')] -

W podobny sposéb moina znalezé wzory opisujace stan naprezenia w przypadku,
gdy Ry —0.
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Rozwiazania (2.6), (2.20) i (2.23), opisujace pole temperatury oraz stan przemie-
szczenia i naprezenia, sa dla Zrodia ciepla Qp==1 funkcjami Greena dla kadej
obrotowo-symetrycznej funkeji Zrodet o dowolnym wydatku w czasie. Funkcje te
moga postuiyé do uzyskania nowych rozwigzan.

Gdy na okregu o promienin R bedzie dziataé Zrédlo Q (£) o znanej wydajnosci
w czasie, wowezas pola temperatury, przemicszczen i naprqzen obhcza si¢ za po-
mocg catki Duhamela [7]:

TR T*(R,7, 1 — &)
2.26) AR 0= [ Q@O Rt —BidE, i=r9.
(Rt ° oy (R, 7t — &)

Jesli w obszarze piericienia kolowego o promieniach R; i R jest znana, jako
funkcja micjsca i czasu, wydajnodé Zrédha ciepta Q (C, £), to poszukiwane wiclkobci
‘wyznacza sie ze wzoru

T(Ry, Ry, 1, 1) - T* (Gt — £)
@2 §u@y R i=2x [ [ Q& O wr G re— B}t d.
oit (Ry, Ry, 1, 1) ¢ A o (G, rt—28&)
We wrzorach (2.26) i (2.27) T*, u* i o}; sa dla zmiennych naturalnych R, r i ¢
odpowiednio rozwiazaniami (2.6), (2.20) i (2.23), w ktoérych . przyjeto Q, = 1.

Znajomos¢ funkeji Greena pozwolila na uzyskanie rozwigzan szczegdlowych
dla przypadkéw Zrédel oznaczonych mumerami od (1.1); do (1.1)4.

3. Pola temperatury

W pierwszej kolejno$ci wyznaczono pole temperatury, wywolane dziataniemi
na okregu o promieniu R 7rédia ciepla (1.1); o harmonicznie zmiennej wydajnosci
‘w czasie. Po scatkowaniu funkcji (2.6) wedlug wzoru (2.26) otrzymano

Q0 3 Jo(an R Ty (an 1)
:fm2 (%an—i—zm).f (axa)

@By .= [ — exp (—xo D]

Przejécie graniczne @ — 0 wykonane w ostatnim wzorze pozwala na wyznaczenie
funkeji temperatury w tarczy, do ktérej na okregu o promieniy R jest przylozone
Zrodio ciepla o stalej wydajnosci w czasie opisane wzorem (1.1),. Funkc;a ta ma
postac

[l — exp (—xa N].

62 Ten=— ) Jo (30 B) Jg (0a7)

)
apJi(ana
— 2 /1 (o a)

Taki sam wynik mozna otrzymaé wprost ze wzoru (2.26).
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Rozwigzania (3.1) i (3.2) opisuja niestacjonarne pola temperatury. Z takini
polami mamy do czynienia w procesie szybkicgo nagrzewania tarczy, ale stan ten
ma charakter procesu przejéciowego. W miare uplywu czasu nastgpuje ustalenie
rozkladu temperaiury w przypadku pela opisanego wzorem (3.2), natomiast pole
(3.1) ulega w czasie zmianom okresowym, odniesionym do pewnego stanu ustalo-
nego. Jest widoczne, Ze dla czaséw dostatecznie duZych moZna pominaé funkcje,
malejace wylkdadniczo w czasie. Wzor (ID.5) zamieszczony w Dodatku umozliwia
wowezas wykonanie sumowania szeregu (3.1, W ten sposéb uzyskano funkeic

Dowze tob

63 Tow(Rerot) g == 7 7y 41 (Ro = ro) o (ro ) <

x [Ko (IRo /1) Iy Q7)Y — Ko (1YT) I (IRg y D]+

02

1 (rg— Ro) I IRy YT ) [Ko oy D D (YT — Ko Uy T R (g y D}, 2= "
Granica ' !

{im Twoo (Rp, g, 1) == T',joo (Rq, ry)

w0 -
opisuje stacjonarny rozklad temperatury w przypadku dziatania na okrggu o pro-
mieniu R Zrédla ciepla o stalej wydajnosci w czasie. Obliczajac ja otrzymano

- 27cx 3
34 Taoo (Ro, 70) 00 " (Ry — ro)In Ry — % (rg — Ro) In rp..

Graficzng ilustracja wyniku (3.4) dla Ry = 0,2 i Ry = 0,5 jest rys. 1.

Z budowy wzoru (3.4} wynika, Ze gdy Ro— 0, tzn. wowczas gdy Zrédlo ciepta
jest przylozone w érodku tarczy, temperatura w miejscu dzialania Zrodla dazy
do nieskofczonodel. Jako preypadek szezegdlny ofrzymano tutaj wynik zgodny
z podanym przez E. MELANA i H. PArkUsa [4].

Zrédto cicpla (1.1); o zmiennej harmonicznie w czasic i jednoczeénie stalej
wizgledem miejsca wydajnoéci, dziatajace na wspolsrodkowy z tarcza obszar kolowy
0 promieniu R, wywola pole temperatury, ktore mozna wyznaczyé ze wzoru (2.27).
Ze wzgledu na obszar, objety dzialaniem Zrddla, dokonano calkowania w granicach
od 0 do R. Wynik calkowania jest poszukiwanym polem temperatury:

o0

ZQORZ Ji (an R) Sy (an 1)

a? ty, (03 i) I (ay a)

(3.5) Tu(nf) = e — exp (—wudd D).

A==l
Przechodzac we wzorze (3.5) z w — 0 latwo wyznaczono rozklad temperatury

w przypadku dziatania Zrédia ciepta (1.1)4, kidre zardwno wzgledem czasu jak i wzgle-
dem miejsca ma stala wydajnoéé:

— exp (—xa? ]

RS Ji (an B Ty (an ¥
(3.6) I 1) = 22 Z i (an R) Jo (an 1)

a2 a3, J? (an a)

T

Rozprawy Iniynierskie — §
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. Po uplywie dostatecznie duZego czasu we wzorach (3.5) 1 (3.6) moina pominaé
funkeje, malejace wykladniczo w czasie. Wzdr (D.7) zamieszezony w Dodatku
pozwala wéwczas na zsumowanie szeregu (3.5). W rezultacie otrzymano

_ % Ry éet [ {10 Iy
3.7 TmooR-',f = = — Ry — T
( ) ( 0- Fo )Qoaz []/f I{)(l]/l) ??( il r@) lR{]]/l

41 (ro — Ro} Iy (IRy Y1) Ky (o ) I (1y/1) — Ko (U Vi (i ;/i)]].
Obliczajac granicg -
lim Twon (Rg, o, l‘) == Tnoo (RO: I‘O) H

w0
? == 2
Ty 5? k => E;{ TR0
v
v 32 =05
ARy =02
2.0
15 b
42
08
....... 2
LK
X ”0::::::::%‘“'\
R o S RS
R
SRR ARG Do
Rt
6 02 04 05 ik WL

otrzymano wzér, ktdry opisuje stacjonarny rozklad temperatury w przypadkun
dziafania w obszarze kolowym #rodia ciepta o stalej wydajnofei w crasie:

' ' A rz ‘ .
(3~8) Tpoe (Ry, rg) _.Q_G? = R% [')’] (Rg — rg) (1 —1In _Rg - 7{%‘) —n(rp— Ro)ln I"g] .

Mozna wykazaé, Ze Tozwigzania (3.7) 1 (3.8) przedstawiaja funkcje ciggle i gladkie
dla wszystkich wartoéci ry 1 Rp.




NAPREZENIA DYNAMICZNE W CIENKIEJ TARCZY KOROWET 413

Rozklad temperatury w tarczy, opisany wzorem (3.8) dla Ry = 0,5, przedstawio-
no na rys. 2.

4:{1
fpeo

UE

04

02

Rys. 2

4. Stan przemieszezenia i napreienia

Wyznaczenie stanu przemieszezenia i napreZenia w tarczy, wywolanego dziafa-
niem jednego ze Zréde} (1.1) nie nastrecza Zadnych trudnosci. Wystarczy funkcie
Greena (2.20) 1 (2.23) podstawi¢ do wzoru (2.26) w przypadku dzialania Zrédet
(1.1); 1 (L.1)2 lub do wzoru (2.27) w przypadku #rédet (1. 1)3 1 (1.1)4 1 wykonaé odpo-
wiednie catkowanie.

W ten spos6b dla #rédia (1.1) otrzymano wyrazone w zmlcnnych bezwymiaro-

wych WZOry
i, (R, Fo, ‘17) Z Up A2+ Z Up A9
et ' mac . > 3
(4.1) 5 (Rosro.™) S 5 = 2 Moy A — Z My A,
M=1 fr==1
rae
553 (Ro, 79, %) 25k0, Z N A Z Ny A9,
gdzie
1 M (xm Ry)
(@) — .
AT AT 2 (2 — ) Gt — )T, (o) [ M Gy o (LHAI0)
% [eisx sin (P — Pm) — sin (P — P — Zm T)] 4
(4.2) H(hzy, — i8) [cos (S — P — zm 7) — €7 cos (Om — pm)]} —

Jo (zm Ry)
TW {zm (1+-hid) sin (zp 7) +(hzE, — i8) [cos (zm ) — ei"’]}] .

4 Jo (zu Ry) {€"F — exp (—hz2 7)] _ wa

zu (L2 22) (B2 4i8) Jy (z) ° ° ¢
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Zrédio (1.1}, wywola pola przemieszezefi i naprezef, opisane funkcjami

ity (Ra, 1o, r) Z Un A+ V’ Un A,

",‘1
o oo
JicC o1 1
(4.3) G52 (R, 1o, 7) %- == Z Moy A — Z My AP,
¢ m=1 =1

00 (e
JTdac
OB (Ro. ) i = ) Nt D)Mo A,
m—1 =1

Tutaj wprowadzono oznaczenia:

1
2 Si!’l ( Zlm 'l‘:)

2 { M (xm Ro) [ (
o) — cos\ Pm — @m —
oz (V42 22) (b22, — ) T, (2m) M (xm)
1 ) 1 Jy (Zm Rﬂ) (i ) —_
@9 — o zmt)hzysin (?91?3 TPm T ATy L2 AT

1 -
ﬁth Sln (?Zm T)}},

W przypadku dzialania Zrédia ciepta (1.1); wzory na przemieszczenia i napre-
Zenia maja postaé

Jo (zn R} [1 - exp (—hz% 7)]
hzy, (1402 22) T {zq)

AP =

e (RO’ 0, T)K Z Um F(w)_i_ 2 U??: Fg;n)s

=1

(4.5) o (R, 1, S = 3 My Fi) — D' Mn FD,
=1

0":.‘?13 (-RGsJO; T)S = ZNm.FS’,?)"i“ Z Nn Fg;u),

M= =1

Przy czym .
Ry (Ml (xm Ro) { .
(@) = Zy (1 R ) x
(4'6) Fm (1 +112 Z?n) (Z?zn — (52) (bZ,,z,n — ({) J[ (Zm) Xin M (Xm) "
x [e’:'jr cos (}/m g — %) — COS (ym — It EmT — )]—l-(hzm L

. o 2\ N J1 (zm Ro)
x[sin('ym»ﬁm—i—zm‘r—Z)—eﬂrsln(')fm_ﬁm“4 —b—:jrl('z—m)x

{2 (1Hhid) sin (o ©) (b, — 10) feos (zm 7) — em]})’
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RoJ1 (20 Ro) [€" — exp (—hz 7)]
2 (1H2 23,) (hzy+i0) Jy (20)
¢ ¢
K= 2k0p a2’ §= 4Gka(, ;

@ e

beil (xm RD)

M (v Ro) == ber (sm Ro)+beif (v Ro),  ym = arc tg bery (xm Ro)’

Dla zZrédla ciepta (1.1)4 otrzymano wzory

o0 m‘
tty (Ro, 70, VK = 3 Un FP+ ' UL FD,
Mm=1

=1

oo o]
@7 O Ro, 1o, 1) S = D' M FP — ' M, F,
‘ m=1 n=1

] o
Gggn‘; (R{)s Fo, T)S = Z Nm Fg;:‘a)"!“ 2 Nﬂ, Fg;?)»
M=t

B=1

w ktdrych
1
2Ry sin (z 17)
= 1 = TR e LTS
" . Zgm (142 2127._,,) (bzfn — Yy (zm) | xm M (om) o Ym . m
1 7 ! .
(4-8) . ?Zm T 2_ +hzy cos Ym — Dt ?Zg;f; T — "I - —
5 J1 (zm Ryp) [ ( 1 \ _ ( 1 )]}
] R LI
Fo — RoJy (za Ro) [1 —exp (—hzp 7)] )
" bzt (14-h2 22) J1 (z0)

Przedstawione tutaj rozwigzania dla Zrédet ciepla o stalej wydajnosci wzgledem
miejsca, dzialajacych w obszarze kolowym, nie wyczerpujg wszystkich mozliwych
do uzyskania rozwigzaf. Znajomosé funkeji Greeha pozwala na wyznaczenie stanu
przemieszczenia i naprezenia w przypadku, gdy w obszarze kola lub pierscienia
kolowego dzialajg Zrédla o dowolnym, obrotowo-symetrycznym rozkladzie wy-
dajnosci. :

5. Rezonans

Dokladniejszej analizie poddano rozwigzania (4.1) i (4.5), uzyskane dla przy-
padkéw dziatania #r6det ciepla (1.1); i (1.1); o okresowo zimiennej wydajnosci w cza-
sie. Jest widoczne, Ze przy 8 —» zy wyrazy z numerem- porzadkowym m pierwszych
szeregéw sa nieokreslone, a tym samym wzory (4.1) i (4.5) traca sens. Nieokreslony
charakter tych rozwiazan jest wiee $ciéle zwigzany z wartosciami Zm, ktdre sa rozwig-
zaniami réwnania (2.15), przekszialconego do postaci bezwymiarowej

(5.1 bz Jy (zm) —J1(zm) = 0.




416 S s . ‘8. WOELKE - '

To rownanie przesigpne ma nieskoficzenie wiele pierwiastkéw. Wynika stad, e
rozwigzania (4.1) i (4.5) sa nieokreslone dla nieskoficzenie wielu czestosci Zrédia
ciepla.

Wskagnik m, dla ktérego zachodzi rownosc 8 = zy, zastgpiono wskaznikiem r,
a odpowiadajaca mu czesto$é zmian Frédia oznaczono dalej przez d.

Poprawne wzory w przypadku, gdy 6 = zj,, uzyskano obliczajgc granice wy-
razefi (4.1) i (4.5): ' '

(5'2) lim (uﬂ’: NS‘?L 6'1(')?9): uw: E(;‘,): 0‘6\‘?) = (ul'e‘z-a &S'i;‘eZ)a &g§2)} Urez, Ugfr:Z)s G(rSZ))
Op—~+2r . . .

Ze wzorow {4.1) otrzymano

firen (Rﬂs T'0, ‘I’) Uk = Cr U1+ Z U A(T)—I— Z Un A(r)
m;ér

e ac o __ e
(5.3) (Ro, o, T) ZGICQ = Cy My Z My Ay 2 My Ay,
' m;ér

G55 (Ry, iy, ) e 5 Gk Q = Cy Not 2 N AQ+ 2 N AD,
. m;ér
edzie
Ur = Un(8), My=Mun(d), Nr=DNn(®), AD=ADG), AP =453,

1 { M (Xr R{))
28, (1+42 68 (682 — d) J1 (60 | M (xy)

x 0= sin (8, 7)+0r T (1-1-hidy) e'Or=trten]

-70( ¢ Ro)
J(ﬁ)

(C1)) Cr = f(1 — hidy) =

[(1 — hidy) sin (6r ©) 10, v (1+-hidy) e“""]} .
Wzory (4.5) po obliczeniu granic (5.2) przybraly postaé

tiren (Ro, 7o, ©) K = Hy Upt+ Z Up FO-- 2 Uy FO,
m#r

(5.5) o (Ros 7o, S = Hr Myt 2 My FE) — Z My F,
n=1

m;ér

55 (Ro, 10, 7) S = Hy N+ 2 Non PG+ Z Ny F.
=1

m;ﬁr
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Tutaj wprowadzono oznaczenia:
FQ=F@(8), FP=FP (5) L
B R {Ml( r Rp) RTPPEY

B S 2 8 0 — d) 1,5 | M () e

(5.6) | S0 (00 ) 405 7 (s — 1) € (ma,.,.,arﬁ T)] -
J1 (6r Ro) o o\ 3

—b I — Ridy) sin (8 1) +0, 7 (1-1-hid)) 7] ¢ .
: T (87) ) _

W rozwiazaniach (5.3) i (5.5), w zaleznosct od budoWy wyrazen, ktoére g funkcja-

mi czasy, mozna wyroinic:

1) funkcje malejace ze wzrostem czasu,
2) funkcje okresowo proste,
'3) funkcje okresowe o amplitudzie liniowo zaleinej od czasu.

. Funkcje wymienione w punktach 1 i 2 wchodza w sklad szeregéw, z ktérych
skladaja si¢ rozwiazania (5.3) i (5.5). Ograniczone dla dowolnie duzego czasu sumy
tych szeregdw opisuja skoficzone napreZzenia. Dla odpowiednio dobranych stalych
materialowych napreZenia te nie przekrocza granicy sprezystosci.

Fz)

a)/ | Alz)=bz
‘ | Falz)= 355
} !
{
|
t {
g \
: hizf | }
i | |
|
1 Z"i i Z\'Z} | By
0 7 / 3 ] % z
Rys. 3

Funkcje ujgte w p. 3 maja te wlasciwodé, Ze w zaleznos$ci od wyborn chwili czasu
mogy przyjmowaé dowolnie duZe wartoéci. Do tej grupy funkcji naleza pierwsze
skladniki wzoréw (5.3) i (5.5). Opisuja one zjawisko rezonansu mechanicznego,
wywolanego wymuszeniem termicznym Dwie pierwsze grupy funkeji stanowig tlo
drgad rezonansowych tarczy.

Poniewaz zjawisko rezonansu wystgpuje wowcezas, gdy charakteryzujaca wymusze-
nie bezwymiarowa czesto$é zmian #rédla ciepla 8, jest réwna dowolnemu pierwiastko-
Wi zm rOWDania (5.1), przeto rozwiazania tego réwnania sg bezwymiarowymi czesto-
$ciami drgan wlasnych tarczy. Rozmieszezenie zer réwnania (5.1) ilustruje rys. 3.
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Driesieé pierwszych pierwiastkéw wyznaczono metoda kolemych przyblizenr
i zamieszczono w tablicy 1. Prayjeto stata b = 1,43, co odpowiada liczbie Poissona
» = 0,3. Tym samym czg¢stodci drgan whasnych podane w tablicy 1 odnosza sig
do wickszodcl metali.

Pomiedzy naturalnymi i bezwymiarowymi czgstofciami zmian 7rédla clepha
zachodzi w przypadku rezonansu zaleZzno$¢

8

(5-7) Wy =

PRt
Jest widoozne, Ze naturalne czgsto$ci rezonansowe sa proporcjonalne do predkosci
fali podiuznej ¢ i odwrotnie proporcjonaine do promienia tarczy a.

Tablica 1
m=r Zm m=r Zm
1 20402 6 18,0334
2 53897 7 211768
3 851 é 24,3248*
4 #7318 g ZTAT
5 14,888 0 WEHB

Obecnosé skiadnikéw rezonansowych we wzorach (5.3) i (5.5) pozwala przewi-
dzieé, ze przy dowolnie malych wartodciach amplitudy zrodla clepla Qg po uplywie
odpowiednio diugiego czasu napreenia Osiagng granicg sprezystosci. Dalsze utrzy-
mywanie tarczy w stanie drgan rezonansowych musi doprowadzi¢ do zniszczenia
struktury materialu, 7z ki6rego bedzic tarcza wykonana. Latwo dostrzec analogig
np. 7z wymuszonymi drganiami masy o jednym stopmiu swobedy, zamocowanej
sprezyscie. _

Dalsza czes$¢ pracy jest poswigeona oméwienin przykladéw liczbowych w przy-
padku wystapienia rezonansu wywolanego dzialaniem srédla (1.1)3 1 analizie wy-
nikéw. Punktem wyjscia beda wzory (5.3).

6. Przyklady liczhowe i analiza wynikéw w przypadku rezomansu

Opisujaca zjawisko rezonansu Zozona postaé rozwigzania (5.5) sprawila,
e obliczenie przykladow liczbowych wedtug uvzyskanych wzoréw byloby w duZej
mierze utrudnione. Nasuwa si¢ my$l, aby zrezygnowaé z pelnej scistosci obliczen
rachunkowych i zadewolié sig¢ przyblizonym opisem zjawiska. W celu zwickszenia
przejrzystodci dziakania, ktére w koncowym efekeie przyczynito sie do uproszczenia
wrzordw (5.5), szczegblowe obliczenia zamieszczono w Dodatku. Uproszczeh doko--
nano w przypadka drgan przy najmniejszej czgstosci rezonansowej, ten. przy d» —
= &y = 2,0492, (tablica 1). Przyjeto stalg A = 2,23-10-% [por. oznaczenie (2.19)].
Warto§é ta odpowiada tarczy stalowej o promieniu @ = 10 cm.
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W trakcie dokonywania uproszczen z wynikoéw zespolonych wyodrgbniono.
czescl rzeczywiste, Taka operacja rachunkowa odpowiada dzialaniu Zrédia ciepla,
ktére mozna napisaé jako funkcje zmiennych bezwymiarowych w postaci

0 = Qg7 (Ry — o) cos (41 7).

Kolejno wypisano otrzymane w Dodatku wyraZenia przybhzone ktore wehodza,
w sklad uproszczonego rozwigzania (5.5).
Skiadnik rezonansowy Hy okredlony wzorem (D.14) ma postac

bRy Jy (81 Ry)
2681 (b} — d)J3 (8)

z bledem nie przekraczajacym

6.1) H o~ — Isin (§; 7)-+-8; 7 cos (61 T)],
g << 0,0071¢.

Czedel rzeczywiste szeregdw (3.53), sumowanych wzgledem wskaznikéw n, na
podstawle wzorow (D.25) sa w przybliZzeniu réwne

s R2 ro R2
Un F(?’)} Sln( 1 o - 4] {3__1
Re { } 461 n (Ry —royrotn (o RU) 2b Tl

1 sin(dy ) | R
®2)  Re {21 Ma FE,‘:)} ~ T L[7?' (Ro — ro)+n (rg — Ro) 2~ 2 Rﬁ] )
s

oG _
Q | sin (9; 7} R
Re {2: N Lo } a8, R —n{(Ro — o)1 (0 — Ro) 7 |
e } 0
przy czym blad wynikly z przybliZzenia e < 0,04169.
Podobnie dla szeregow sumowanych wzgledem wskafnikéw m otrzymanox
w oparciu o wzor (D.18) zast@pcze Wyrazema przybliZone:

Re =Z Um F(,;z)} =~ bR[] ‘2‘7 5 Jl (sz ?0)2‘]1 (Zm‘ Rg) X
—— Pregd (zm — 81 (bzpp - d)Ji(zm)

K [51 Sil"l (61 T) — Zm Sil’i (Z'm T)] [

63 re{ N s rgh s p B0 N Cn RO brazntoznro) (zm 70)}
. mlgen b— 2 (L — ) ) v
m=2 n o= (zm 1) bz — Y (zm)

x [0y sin (§) 7} — zZm sin (7 T)],.

°c.' Ry N1 (zm Ro) [(b = 1) zmro Jy (zm 1) +J1 (2m 70)]
R \ Nom F‘”} . 1 0 970 (¢
e{& o 2) (2 — O (b — )T} (z)

[ m=2
x [81 sin (8 ) — zam sin (2 T)] -

g

(%3

Dla sum skoficzonych zozonych z dziewiecin wyrazdw szeregbw (6.3) blad,
nie przekracza wartosci g < 0,0418 %0,
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Przyblizong postac wzordw (5.5) uzyskano lczac odpoWAedmo skladniki (5.4)
oraz od (9 1) do (9 3. Wzory te maja budowg :

sin 8; ¢

' Ry v R}
urez (Ro, 7o, 7) K & o, |7 (Ro — 1) 1o-+n (rp — Ro) “"--—I-T:l— —

*P (R{h Fos T) 1011 (51 ?o)+fo Z Pm (Ro, 0, D J1 (zm o),

me—z
sin §; v

@
a5 (Ro, rp, 7} S 45, [ — 9 {Ro — ro) — 1 (ro — Ry) 2 ] -
g 0

P (Ro, 70, T} 1661 1o Jo (81 7o) — J1 (61 ro)]+

-+ 2 P (Ry, 1o, 7) [b19 2m Sy (Zm ro) — Ji (Zm 1)},
{6.4) m=2 :

. sin & © o : 7 R{z)
955" (Ro, 10, ™) § 5 — [R% — 17 (Rq == ro)+0 (o — Ro) ?] —
V]
—P (Ro, 1o, ©) [(B — 1) 81 1o Jo (81 ro) +J1 (81 o))+

+ 2 P (Ros 70, 9) (6 — 1) 20 70.Jo (o 70) 471 (o 7o),

sin (61 )1 T cos (4; 1)
ro (b6} — d) I3 (3p)
8y sin (81 ©) — Zm Sint (z 7)

ro(zin — 69 (bzin — d)J3 (zm)”

PRy, 1, 7) = bRy J (51 Ro)

Py (Ry, 19, T) = bRy J1 (zm Rp)

Funkcje (6.4), jako ostateczny rezultat zastosowanych uproszczeri, okazaly sie
-odpowiednimi granicami funkcji (5.5), w ktérych -0, Wydaje sie jednak, Ze
formalne wyznaczenie tych granic uniemozliwiloby dokonanie oceny przyblizenia,
‘podezas gdy oszacowania zamieszczone w Dodatku daja poglad na wprowadzone
uproszezenia. Fakt, #e przyjecie w rozwigzaniach (5.5) h= 0 tylko nieznacznic
:zmienia warto$ci liczbowe rozwiazaf, ma swoja interpretacie fizyczna.

W zwigzkach (2.19) & = wfac.

Z powyzszego wynika, Ze w zagadpieniu dynamicznym wplyw wspélezynnika
‘przewodzenia temperatury » na pole przemieszczen i napreZen jest pomijalnie maly.
‘Nalezy sobie jednocze$nie zdawaé sprawe z tego, e chodzi tutaj jedynie o wplyw
‘pofredni, bowiem zmienne w czasie pole przemieszczen i naprezen jest wywolane
Zmiennym w czasie polem temperatury, ktére z kolei zalezy od wspdiczynnika .
Jednakie w rozpatrywanym przypadku zmiany przemieszczeri i naprezen sa bardzo
szybkie i zachodza w tak malych przedziatach czasu, w ciagu ktérych pole tempera-
‘tury praktycznie nie ulega wigkszym zmianom. W tym sensic pominigcie wplywu
‘wspblczynnika » na pole przemieszczeni i napreZen wydaje si¢ uzasadnione.

Nalezy dodaé, %e uproszczenie takie bedzie shuszne tylko wowezas, gdy réwno-
-czesnie iloczyn ac bedzie dostatecznie duZy. Predkosé fali ¢ zalezy od rodzaju
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materiatu tarczy, natomiast promien tarczy a moze przyjmowaé dowolne wartodci.
W przypadku gdy promien ten bedzie bardzo maly, wéwczas przyjecie A= 0 w roz-
wigzaniu (5.5) moze spowodowaé znaczne znieksztalcenie opisu zjawiska.

Wzory (6.4) postuzyly do obliczenia przykladéw liczbowych. Bezwymiarowy
promien kola, objetego dmalamem 7rédia, przyjeto Ry = 0,5. Przy tej wartodei Ro
zadowalajaca zbieznodé szeregdw pozwolita na zastapienie ich sumami skoficzonymi
Zozonymi z dziewiecin wyrazdw.

Wykres przemieszezefh i naprezen przy ustalonym promieniu g = 0,6 dla. ¢ =
=0;0,2;...;4,8 podano na rys. 4. Juz dla matych wartodci czasu ujawniajg sie
tendencje do wrrostu kolejnych amplitud wszystkich przedstawionych na tym
wykresie wielkosci.

=14 Kupey
o} 5ol
a6

04

02

041

Rys. 4

Na rys. 5 podano poréwnawczy wykres naprezedi promiemiowych oen)
z uwzglednieniem wplywu tla oraz 6% z pominigciem wplywu tla. Jest widoczne,
ze dla naprezenia of? obwiednie nie sa prostymi. Z wykresu wynika réwniez,
Ze w miar¢ uplywu czasu maleje wplyw tla i wskutek tego nastgpuje zréwnanie
faziamplitud dla naprezen of? i ¢, Dla malych czaséw zaklécenia w zgodnosci
przebiegu naprezen sa wymklem stosunkowo duzege wplywu tla na Z_]aWISkO
rezonansu.

Podobny charakter maja wykresy porowhaWcze dla przexmeszczema i napreZe-
nia obwodowego.

Rysunek 6 ilustruje rozklad przemieszczeri i napreZefi w zaleznoéci od promienia
#o dla rg == 0;0,1;0,2;...; 1,0 przy ustalonym czasie 7 = 3,2, Jest -widoczny niere-
gularny przebieg napreZed na granicy obszaru objgtego dzialaniem Zrédla. Wykresy
naprezet maja przy Ry = rg ostrza, a przermeszczeme ma malo widoczny punki
przegiecia,
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safe

Rys. 5

Obliczenia, kidrych graficzng ilustracja jest rys. 3, wskazuja, Ze w zakresie

7 < 2 wszystkie skladniki wzoréw (6.4), a wiec zaréwno skladniki opisnjace re-
¢ ¢ zonans, jak i tlo rezonansu, w rownej

= TEOaE O iCkOs . . - . .
¢ mierze decyduja o wartoscl przemrieszezen

06 R _ -
Bs ? :%z | P | i naprefefi. Ze wzrostem czasu dominu-
5 | R I : . . .
Bl , jacy wplyw osiaga skladnik rezonansowy
Eé: | P(Ry,rs,7) okreSlony wzorem (6.4).
“ uz 1 Poniewaz pozostale skladniki sa ograni-
é’ czone dla dowolnego czasu, przeto moina
\ przyjaé, ze dla = > 2000 stan przemiesz-

0 03 7] 06 8 10 N . .
. czemia i mnaprefenia W tarczy bedzie
Rys. 6

Z bledem 0,17 opisany wzorami
tren (R, 1o) Ky (7) & Py (Ry, ro) 1o Jy (61 1o),
(6.5} " a¥ (Ro, ro) S1(7) = Py (Ro, ro) [0 1o Fo (81 70) — J1 (81 7o)l
o557 (Ro, r0) 81 (x) & Py (Ro, 7o) [(b — 1) 8y 1 Ty (81 ro)+71 (81 )],
gdzie
' ¢ ) ¢
2600 a2 Teos (b 1) Si(m = 4GkaQy T cos (61 1) ’

) bRy J1 (31 Ry)
2rg (B0} — d)JT (3y) °

Ky (r) =
(6.6)

PI(ROarO): — T>2000

Na podstawie wzordw (6.5) obliczono przemieszezenia i napreZenia jako funkcje
promienia ry (ry = 0;0,1;...; 1,0). Graficzna ilustracja wynikéw jest rys. 7. Jako
funkcje czasu wielkodei przedstawione ma rys. 7 ulegaja okresowym zmianom,
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przy czym ich amplituda wzrasta liniowo. Bezwymiarowy okres drgan réwny Ty =
= 2m/d; = 3,067. Wzory (6.5} moga postuzyé do dalsze] oceny ilociowej stanu
przemieszczenia i naprezenia w tarczy. Jedli przyjad, Ze jest ona wykonana ze stali,
to wspdlezynnik rozszerzalnoSci termicz- . .

mej i stale sprezystodci wynosza ) K peatromdys 1 aCkGpatomort

1
tr = 12'1()*6_", 1’:0539

5 & 0
C 0‘% || 8161(;32)
G = 8,1.105 kG/fem?, E\:‘? 090 |- b i P
¢ = 5,38-10 cm/s. “ | e
5 :
Jezeli promien tarczy przyja¢ a=10cm, ~ ‘ P
: iy . 0 2 a7 ] 05 08 P
a amplitude Zrodla ciepla Qg =10 C/.s, s
to dla 7 = 2000 najwigksze naprezenia Rys. 7
(w §rodku tarczy) sa réwne ol°® = o2 = -

= 3,7 kG/cm2. Wynik ten pozwala na wyciagnigcie wniosku, Ze do niczbyt duzych
amplitud Zrédla ciepla w calym zakresie naprefen pordwnywalnych z granica
sprezystodei odnosza sie stosunkowo proste wzory (6.5).

7. VWhnioski kencowe

Rozpatrzone w pracy drgania rezonansowe tarczy pozwalaja na wyciagniecie
mastgpujacych wnioskdw. '

1. Zjawisko rezonansu wystepuje dla nteskonczenie wielu czestoSci zmian
Zrédla ciepla.

2. Naturalne czesto§ci rezonansowe wy s proporcjonalne do predkodei fali
podluzne] ¢ 1 odwrotnie proporcjonalne do promienia tarczy a. Czestodci te sa
bardzo duZe. NajniZsza czg¢sto$¢ dla tarczy stalowej wynosi w; = 1,103-105 s —L,

3. Bepwymiarowe czestodci drgah wlasnych zalefa jedynie od wspdlezynnika
Poissona ».

4. Przy dostatecznie duZej wartoscl iloczynu ae wplyw wspdlezynnika przewo-
«Izenia temperatury » na pole przemieszczen i papreZen moZna pominad.

5. Uzyskane rozwiazanie sklada sig = dwdch czedei, Jedna 7 nich opisuje zjawisko
rezonansu, druga stanowi tlo tego zjawiska. Wplyw tla na pole przemieszczeni i napre-
Zzeh szybko zanika ze werostem czasu.

6. Analiza zjawiska rezonansu ma raczej charakter formalny. Jest moZliwe,
ze dla wyliczonych duZzych czgstosei nie beda spelnione niektére z przyjetych
zalozen, jak np. prawo preeplywu ciepla.

W zakonczeniu nalezy stwierdzi¢, ze ze wzgledu na duze czgstodel przypadkowe
wystgpienia rezonansu wydaje si¢ watpliwe. CrzgstoSci spotykane w technice sa
znacznie nizsze 1 nie przekraczajg 100 s—1. Tak wice rozpatrzony rezonans nie
zagraZa konstrukcjom maszynowym.

Byé¢ moze prady o duZej czestosci, zastosowane w odpowiednio dobranym
wkladzie elektroniczno-termicznym, moglyby potwierdzié¢ przewidywania teoretyczne.




424 . S. WOELKE
8. Dodatek

Postaé rozwutzan (5.5), oplsujaccych z;a.w1sko rezonansu, w duzgj mierze
utrudnia obliczenie przykladéw liczbowych. Treéé Dodatku jest po§wigcona uzyska-
niu w oparciu o rozwigzania (5.5) wzoréw, ktore zjawisko rezonansu opisza w sposéb
przyblizony. Réwnoczeénie dokonano oceny bledéw wyniklych z zastosowanych
uproszezen.

W uzyskaniu wzoréw przyblizonych doniosta role odegrala znajomos$é sum
pewnych szeregdw funkeji Bessela. To zagadnienie, potraktowane tutaj jako zadanie
o charakterze pomocniczym, rozpatrzono w pierwszej kolejnosci.

Punktem wyjscia jest rozwiniecie funkeji Diraca w przedziale [0,q] w szereg
funkcji Bessela [11]

2R~y Jo (o R Jylan 1)
%)) ﬁ(r_R)x—az—Z . aJ% (a:a) ,

H=1
przy czym wartofci an okresla sie z réwnania przestepnego Jy (an ¢) = 0.
Whasnoéci funkeii Diraca
8(x) = k8 (kx) k#£0
oraz

X8 (x — ) = 18 (t — %)

pozwalaja na napisanie szeregu (D.1) w dogodniejszej postaci

\1 Jo (zn Ro) Jy (zn 7o)

(D.2) d (.R[) — ig) = 2]‘0 LJ J (Zn) 3

JO (Zy,;) == 0,
gdzie

R R r
b g

i g =— —
a.
sa zmiennymi bezwymiarowymi.

Obie strony réwnosei (D.2) pomnozono przez Rg Iy (bRp), przy czym b jest staty
dowolna, a nastgpnie scatkowano [13] w granicach od 0 do Ry Wykorzystanie
wilasnosci filtrujacych 8 funkeii [7] prowadzi do wyniku, ktdry przedstawiono w posta~

- ¢l réwnania rézniczkowego

Iy (bro)

3 _
(D.3)  BL (BRy) S (Ry, 1) — I (bRU) S(Rg, o) = R 12 Ry>rg20,
0
przy czym
-

J9(zn Ro) Jo (zn 1a)

(D.4) S ) = 3 ]
Wor) = 2 @ m 7

Rozwigzaniem réwnania (D.3) jest funkcja

S (Ry, r) = AI{) (bRy) ‘JF Io (b?‘o) Ky (bRo) )
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gdzie 4 jest-stala catkowania, ktéra wyznaczono z warunku brzegowego S (1, ry) —
=0. Znajomo$¢ stalej A4 pozwolita na przedstawienie szeregu (D.4) w postaci

oz R) Jolzare) 1
(D.5) 2 @R ) {n (R — ro) Iy (bro) [Ko (bRo) Iy (B) —

— Ko (0} Lo (bRo)] -+ (ro — Ro) Iy (BRy) [Ky (br. o Lo (B) — Ko (b) I (bro)]} -

Wartosé sumy dla Ry <C rg wynika z symetrii migdzy zmiennymi Ry i ry. Réznicz~
kujac otrzymany zwiazek wrzgledem R; otrzymano

oo

wJ1 (20 R) Ty (2 b |
@6 M° (;2:: bz;).ffzzi@) o 27 @) & Qo — 10) Ty Gro) 1K (BRo) Iy ()-+
n=1

+Ko () ) (BRo)| - (ro — Ro) 11 (BRy) [Ky (B) I (bre) — Ky (Oro) Iy (B)1} -

Z kolei pomnozono obie strony zaleznodci (D.5) przez Ry i scalkowano w naste-
pujacych granicach:
0, Ry, gdy Ry << ro3

Ro, 1, gdy Ry > ry.

Rezultat omoéwionych catkowaii ujeto wzorem
1 J1 (20 Ro) Jo (20 70) _ 1 '
(D.7) 2 In (0D P (2n) | 2Ro b2 () [ (Ro — r0) {Jo B) — Ry by (bro) x
x [Ky (bRo) Iy (B)+Ko (b) Iy (BR)]} 4

(o — Ro) Ro I (bRo) [Ko (bro) Iy (5) — Ko (B) I (bro)]].

#n=1

£a pomocy zrozniczkowania wzgledem ry zwigzku (D.7) WYZNaczono sume 'nastqpne-r
£0 szeregu:

o171 (Zn Ro) J1 (20 70) 1
(D.8) 2 @) i 2o ®) {1 (Ro — ro} I (bro) [Ky (bRy) Iy () +

+Ko (8) I (bRo)[+9 (rg — Ro) 1y (bRo) [K, (bro) Io () +Ky (B) Iy (bro)l}.

W pracy znalazly réwnieZ zastosowanie pewne przypadki szczegblne wzoréw
(D.5}+D.8). Przejicie graniczne b— 0, wykonane w zaleZnodciach D.6) i (D.3),
daje kolejno wyniki

e

J1(zn Ro) Jo (zn o) _ r o
21: Zn'Jf (Zn) 1R o 2Ry’
=
D.9) )
1 J1 (zn Ro) J1 (zn 70 1 [ "o Rﬂ]
¥ T S () SRR

R ]
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Przyjecie we wzorach (D.6), (ID.8) i (D.9); Ry = 1 pozwala odpowiednio napisaé

wdy(zare) I (bry)

2 @A | 2me)

. - Ji(znrg) I (bro)
{D.10) g (22 +52) J| (zn) a 2bIy(b) a.
NGO
DE RS

Jezeli we wzorze (D.10); zamiast b napisaé ib, to oirzymuje si¢ wzor

. czoj zZn Sy (Z'n, rp) N Jo (bi'o)
®.17) 4 (G TG 200)°

R

rg < 1.

Wzory (D.9), (D.10) i (D.11) sa czesto spotykane w literaturze [3, 6,81 13].

Z kolei rozpatrzono mozliwoéci uproszczenia rozwiazan (5.5). Uproszczen
dokonano dla d, = 6; = 2,0492 (tablica 1). Przyjgto stala /= 2,23+10-8, Stanowiacy
‘podstawe do obliczenia przykladow liczbowych przypadek Zrédia ciepla

O = Qo7 (Ry — o) cos (61 1),

sugeruje, aby z wynikéw zespolonych wyodrebnié czeéci rzeczywiste.
Zrezygnowano z réwnoczesnego przeksztalcania catych wzordw, gdyz wszystkie
uproszczenia bylyby wéwczas wyjatkowo nieprzejrzyste. Dlatego tez kolejno osza-
cowano odpowiednio pogrupowane skladniki wroréw (5.5).
Rozpoczgto od wyrazenia Hy (por. (5.6)), ktére wystepuje w wolnych wyrazach
- wszystkich wzoréw (5.5). W celu zwigkszenia przejrzystodci oszacowan przepisano
je tutaj jeszeze raz przyjmujac zgodnie z zapowiedzia dp = &1 (i wobec tego r = 1):

oy +ive o= 3) +
[

_ RU Ml (xl RG)

B2 = S e e — DT, (ao{ o M )

J (8 Ry)
Ji.(dy)

— hi6,) sin (81 )40 v (1 +-hidy) e*’ﬂ]}.

5(1’1*513401— 'Z)] _ 5

+d T (hd —De

Jest widoczne, ze wszysikie funkcje czasu sa tutaj zgrupowane obok dwdch
funkejl miejsca:

J1 (91 Ro) My (x1 Ro) = ]/(31
N T =

Fi (Ry) = bm oraz  Fy (Ry) = W s

Pk




NAPREZENIA DYNAMICZNE W CIENKIEJT TARCZY KOLOWET 427

Ten sam rzad wielkosci funkeji czasu wystepujacych przy wyrazeniach Fy (Ry)
1 F5(Ro) prowadzi do wniosku, Ze o wartodei calego wyrazenia (D.12) decyduja
funkcje miejsca. Na rys. 8 przedstawiono wykres funkeji

J(6; R Mi{x R
f1(R0)‘_‘—1JfTIaI)‘Q, fz(Ro):M

. J4{684Rp) _ Ma(x4Rg)
M (xp) FR FilRo)= sag 2Ry

w zaleznosei od Ry. 140

Z nierdwnosci fi (Rg) > f2 (Rg) wynika, 7e b8

dla przyjetych wartoéci b, & i 6; funkeja Fa(Ry) sl

Jest znacznie mniejsza od Fy (Rg), przy czym g,

blad (" wynikly z pominiecia funkeji Fy (Ry)
" jest mmniejszy od

11 Jh i,
-ZE;:? "51— = 7,3:10-5, Rys. 8

02

o

Dokonanie tego uproszczenia pozwala na napisanie czgsci reeczywistej wyrazenia
{D.12) w postaci
bRy Jy (81 Ry)
200 1+ 67) (67 — ) I3 (3y)

x (sin 8y 7-1-6; T cos 8y T — hdy sin &, 7).

(D.13) Re[H]~ —

Przyjeto w (D.13) 2= 0, co pociaga za soba biad
&P < hoy (1 — B2 8 = 4,57.10-8;

ostatecznie otrzymano

” Re [~ bRy J; (81 Ro) o 5 5
(D‘ ) B[ ]] ~ 261 (baf% d}‘]%(al) [S[ﬂ( IT)_i_IlTCOS( 1'5)}.

Ogdlny blad wezgledny dla przyblizonego wyrazenia (DD.14) nie przekracza
‘wartosci
g1 < (817 1&7)-100% = 0,0071 %.

Z kolei uproszczono wyrazenie F (por. (5.6) i (4.6)), ktére wystepuje we wzo-
rach (5.5) w szeregach sumowanych wzgledem wskaznikéw m. Przepiszmy je tutaj
powtdrnie; '

D15 F‘”-: Rq (Mz (XmRO){ Lihi s
SRLL N (REZEAYE Sy oY =y e e vl CAE VLR
N 7L ) T
. [emlr COs§ (’}"m — . — I) — COs (Ym — Fmtzm T — ‘Z)] +(h2%n — 1’61) X
43 : T
% [an (')"m — Gtz T — Z_) — "M% gin (')’m . 'ﬂm . T)}} —

J1 (zm R
TR s,y sin o )2 — 15 o0 (e ) - e“”]})'
J1(zm)

Rozprawy Inzynierskie — 7
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Podobiefistwo wyrazest (D.15) 1 (D.12) zadecydowalo o Zblizonym sposobie
postepowania.
Poniewaz funkecja

J1 (zm Ry)
D.16 —_—
( ) J1 (zm)
dla m = 2 oscyluje okolo wartoéci zerowej; wobec tego nierownos¢
Ji(zm Ry) My (xm Ro) Zm

Xm — i

T~ MmO A

nie jest spetniona dla kaizdego Ry. Jednakie zawsze ma miejsce nieréwnosé
Ji(zm Ro) | My (xm Ro)

J1 (zm) M(xm)
przy czym lewa strona tej nierédwnodci jest najwigksza wartoscig funkeji (D.16)
w przedziale 0 < Ry < 1. Stad wynika, ze z dwéch funkeji
J1 (zm Ro) M) (xm Ro)

J1 (zm) Xm M (xm)

druga jest znacznie mmiejsza od pierwszej. Pominigcie drugiej funkcji obarcza
pierwszy wyraz szeregu (w ktérym teraz sumowanie rozpoczyna si¢ od wskaznika

m = 2) bigdem S
(”<——:—]/——— =45.10-5,

przy czym zp wzigto z tablicy 1. Btad dla dalszych wyrazéw szeregu jest jeszcze
mniejszy.
Czesé rzeczywista wyrazenia (D.15) mozna teraz przedstawi¢ za pomoca Wzoru

(D17)  Re[FO] = — bRy T (am Ro) 5z sin(zn 7) —

(A +12 2) (25, — 6}) (bzyy — d) I (zm
— 68y sin (81 7V +-hzk, [cos (zm ) — cos (81 D]}

Przyjmujac z kolei 2 = 0 moZna napisaé

bRO J} (Zm R[))
T (Zh — O) (b7, — )7 (zm)

C(D.R)- Re[FD = [8; sin (81 T) — zm sin (zm T)].
Konsekwencja ostatniego uproszczenia jest dla dziewigtego wyrazu szeregu
biad nie wigkszy od
2h210
2 £ —— = 1,364.1076,
&5 172 2, .36
Dla poczatkowych wyrazéw szeregéw blad ten jest jeszeze mmicjszy. Mozliwy do
popeiniena blad &, powstaly w wyniku zsumowania dziewigciu wyrazéw (D.18),
bedzie mniejszy od

9 () - 629-100% = 0,0416 %.
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Z kolei dokonano uproszezen we wzorach (5.5) szeregéw sumowanych wzgledem
wskaznikéw n. Przez X, Y'i Z oznaczono czesci rzeczywiste szeregdw, wystepujacych
odpowiednio we wzorach na przemieszezenie, naprezenie radialne i naprezenie
obwodowe. Szeregi te przepisano w pelnej postaci:

(o]

Ji(zn rg) Iy (hz% rg) ]
X (Ry, 79, 7) = vB[
Fored =r0 2, 8| S T bty ) — 1y G |
> 1 , _
Y (Roro,7) = D Bays s ro 2 2o (za r0)- s Gz roll
= 1Zn :

(D.19)

 bhrg 25, Iy (hehy rg) — 1, (k25 ro)}
bhzy, Iy (hzy) — I (hz}) )

o3,

Z (Ry, ro, 7) = Z {J (zn) V1 (zn 1g) — 2z g (1 +BA2 Zfza) Jo (zn ¥}l

(b — 1) hzly vy Iy (B2, ro) I (B2, r@)}
bhz% Iy (hz2) — I\ (hz2) ’

8y sin (8) ©)+hzy, fcos (8) 1) — exp (—.hzﬁ; 7]
ro 25 (1402 23) (B2 23,-+87) 1 (2a)

W pierwszej kolejnodei uproszezono we wzorach (D.19) wszystkie wyrazenia,
na ktére skladaja si¢ zmodyfikowane funkcje Bessela. Jest widocrne, Ze ze wzgledn
na wystgpowanie w argumentach tych funkcji statej 4 dla poczatkowych wyrazéw
szeregu argumenty te beda male. Dziesigte wyrazy szeregdw (D.22) wykazuja dla
h =0 biad

Bu == RO Jl (Znn, _R{)

eg‘? < 1,381.10-10,
Wykonanie pchjéél gran'icznych

lim 7, (hx), » — 0.1
0

w zmodyfikowanych funkcjach Bessela pozwolilo na napisanie wzordw (D.19)
w nastepujacej postaci:

S4 sg
X(Ry, 10, T) = 10 & Sl-i— sin (& T} + Sz—’r T cos(d; 7) —

( Sat Iﬂfﬁi)}’

(D.20) Y (R, 1o, 7) & {8, (S1 — ro S4-+bhSs) sin (81 1) +(Sy — 1y S5+
+S10) cos (05 %) — (S — 1o Se-+S1)}
Z (R, 10, 7) & {61 (S1+r0 89 — S7 — bhSg) sin (8; ) +H(Sh+rp S —
—8g — S1p) cos (d; 7) — (3 +7p S — So — S1)}»
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przy czym

o0 =) .
= 2 Dn Jl,(Zn F{J), ~S2 == Z Dn ZZ.ZJI (Zn ?'D),
n=1 .

n=1

Sy=h D DuziJy (zn ro) exp (—hzl 7),
n=1
— Z Du i (z0), Ss=h 2 Dy 23, J1 (z0),
=1 =1 ’

So=h > Duz3Ji (zn) exp (—hz} ©),

=1

(D.21) 87 =ry 2 Dy 2o Jo(znr), Sg=hrg Z Dy 23 Jy (zn o),
A=1 .

=1

8o = hrg 2 Du 23, Jo (2n ro) exp (—hz;, 7),
A |
Sip = bl ry Dy z, Jo (za rp),

Si1 = b3 ry 2 Dy, 23 Jy (20 1) exp (—hz2 1),

=1
Do — Ro J1 (zn Ry)
P rg 2 (A2 28 (B2 26 +60) TG (z0)

Wszystkie szeregi (D.21), ktére nie zaleZa od czasu, moZna zsumowad opierajac
sig na wzorach (D.6), (D.8), (D.9) i (D.10).
Oto ich sumy:

Ry ox Lk
o2) 5=, {n(e,a 51) Z PAYCATAICEIR

o Iy G £1) TR (a2 To () + Ko () To Gt 52)1}.

We wzorze (D.22) i w nastepnych w celu skrdcenia zapisu wprowadzono naste-
pujace oznaczenia:

&1 =n(Ry — ro) ro-Ly (ro — Ry) Ry,
&2 = n(Ry — ro) Ro+n (rg — Ry) v,

R _]/fs;" ]/51_
fu‘lﬁh’ Hz = A #3 =1 o

(D'23) 0 = 26% h2, ay = 1: @3 = 1:
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=2, fo = —1, By = —1,

o o Be
S2= drg h g; Ty (pex) (éi‘“ﬂ«ai)n (&2 = E0 0y (ua £1) >

x [Ky (ur £2) Iy (ua) +Ko (ur) Iy (uex: £2)],

Ry oy e s (i Ry)
Sa= g g R D> T —m s
4ry 67 <~ 1o () (81 -+1e)
{D.23) 3
ed. 5. — Ry~ Bl (s Ro)
s =

4hrg < Ty (pe) (87 -+pe)’

_R & ar !’Lk
S — J— —
T 452 [2"7 (RO ) R{) : Iy (us) (52+M ) {77 (Ry — r()) Ty (pw 1) %

x [Ky (ux Ro) Iy (ur) +Ko () Iy (ua Rp)]+

£ (0 — Ro) Ty (ur Ro) [Ko () Jo e 70) — Ko (e rg) Iy (mc)}}],
3

Sy 0 Ny P b7
8= AJ T (ua) (' F4) {n (Ro — 1o} Io (e ro) 1Ky (s Ro) Ty (st +
+Ko () Iy (e Ro}l+n (g — Rp) x
Iy (g Ry) [Ko (ua) o (ur ro) — Ko (e ro} I (ue)l},
BhRy ~n B s
Sio=— ’ i 7~ 1 (Rg — ro) To (ug r) x

4 L b {(x) (87 +u3)

* [Ky (g Ro) Jo () +-Ko (e} It (r Ro)]H-n (ro — Ro) Iy (e Ro) »
x [Ko (i) o (e 10) — Ko (s 7o) Io ()]}
Wykorzystanie rozwinig¢ asymptotycznych dla zmodyfikowanych funkcji Bessela

pozwala stwierdzi¢, ze o wartoSci wyrazen (D.20) decyduja pierwsze skladniki
wzoréw (D.22) i (D.23).

Oto wspomniane skladniki:

R(} [ o Rg
Sy & o 7(Ry — TO)E"M? (rg — Ro)j;}—- ,

RS

Sy '
4?‘0 61 /

1
S7 & %?W(Ro— ro) .
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" Pominigcie pozostalych sktadnikéw w zwigzkach (D.22)1(D.23) jest przyczyna
bledu
' ko

(D.24) &2 <2 ]/61 == 2,09.10-4

W grupie wzoréw (D.21) szeregi Sp, S5, S5 1 S1p sa majorantami odpowiednio
szeregow S, S5, So 1 813 Tym samym nier6wnosé (D.24), dotyczaca bledu, jest
prawdziwa w odniesieniu do wszystkich szeregdw (D.21)..

Przeprowadzone oszacowania pozwalaja na przedstawienie wyrazen (D.20)
w nastepujacej postaci przyblizonej:

sin (8, %) [ 7 R3+ ro R2 ]
X (Ry, rp. ‘L’)~_4—6’1—“7](R0——10)10—f—‘r] (ro — Ry) o w1l
sin(d; ) [ RS 5
D25 Y(Ryrpt= “as. |1 (R — o) in (o — Ro) 5 — R,
1 L ' n
sin(0,7) [ ' Rj
Z (R, 1o, 1) & = | Ry — 1 (Ro — ro}+n (rg — Ro) 5|,
45]_ | IG

przy czym blad e; nie przekracza wartosci
(1057 +2:8-100 %, = 0,0418 %

Uproszezone wzory (D.14), (D.18) i (D.25) zostaly wykorzystane do przyblizo-
nego opisu stanu przemieszezenia i naprezenia w tarczy, a tym samym w duzej mierze
ulatwily obliczenie przykiadéw liczbowych.

Literatura cytowana w tekscie

1. W. Derskt, A dynamic problem of thermoelasticity concerning a thin circular plate, Arch. Mech.
Stos., 2, 13 (1961).

2. F. Lesa, Teoria funkefi analitycanych, PWN, Warszawa 1957.

3. N.W. McLacHLAN, Complex Variable Theory and Tramsform Calculus, University Press,
Cambridge 1963,

4, E. MeLan, H. PArcus, Wérmespannungen infolge stationdrer Temperainrfelder (tum. ros.),

Moskwa 1958,

W. Nowackt, A4 dyramical problem of thermoelasticity, Arch, Mech, Stos., 3, 9 (1957).

. W. Nowackr, Zagadnienia termospreiystosci, PWN, Warszawa 1960.

. J. Ostowsgr, Zarys rachunku operatorowego, WNT, Warszawa 1965.

H. Parxus, Instationare Wirmespannungen, Springer-Verlag, Vien 1959,

. W. Piscrocks, Axispmmetric dynamic problem of thermoelasticity for a solid sphere, Arch,
Mech. Stos., 4, 12 (1960).

10. A. Sincm, B. PURL, Dynamie thermal stress in an infinite slab, Arch, Mech. Stos., 1, 15 (1962).

11. M. Soxorowsgy, The axially symmetric thermoelastic problem of the infinite cylinder, Arch.
Mech. Stos., 6, 10 (1958). B

12. E. SterwprrG and 1. G. CHAkwAvVORTY, Thermal shock in an elastic body with o spherical

cavity, Quart. Appl. Math., 2, 17 (1959).
13. G.N. WaTsoN, Theory of Bessel Functions, University Press, Cambridge 1962,

oI T




NAPREZENIA DYNAMICZNE W CIENKTEJ] TARCZY XOLOWEJT - 433

Pesiome

ATHAMAYECKHE HAIIPSODKEAWS B TOHKOM KPYTIOBOM ANCKE,
BBEI3BAHHOE JENCTBUE, HEVCTAHOBUBIVXCA HCTOYHUKOB TEILTA

B pafoTe ORpeaeIAOTes; TEMIEPATYPHEIE IO/, NEPEMEIEHH H HUHAMMYECKUE HAIPSKeHIsT
B TOHKOM KPYTOBOM AWCKE, BRISBAHHEIC ACHCTEHMEM HCTOYHMKOB TeHNd ¢ HePHOHTICCKHE [epemMeH-
HOM W HOCTOSHHOH TIPOH3BOOATEILHOCTHIO BO BpeMenu. PaccMaTpuparorcd ciay4ad AcHCTBHs
MCTOUHKMKOB, PACTIOMOAKEHHBIX Ha KpYre H B KPHBOH OBNACTH. AHAMM3 DENICHMH, TONYYEHHSIX AL
WICTOYHHKOB TeIUld ¢ NEePHOMITICCKH TepeMEHHOH IIPORIBOIRTE/ILHOCTH BO BPEMERH, KAl BOZMOM-
HOCTS ChOPMYIIHPOBATL K OOKA3aTh HATISIIHO, 970 TEPMHYECKOS BRIHYKICHAS 5TOTG POAA MOMNET
6LITh HPHYHHON, BEI3BIBAIOMICH pPEICHAHACHEIG MEXAHHYSCKHMe Koyebamusa nWeKa. IpexcTanIAeTcs
Ipouece TepeMeHIcHHH I RANPMKEHHH B CIyYac BOIHUKHOBEHHS PE3OHaHCa, borbiine pe3oHAHCHEC
YACTOTH OBGCCIICTNRAIOT, UTO JTOTO THHA MEXAHHYECKHH PEIOHAHC He YTDOXKACT MAIMMHHLIM KOH-
CTPYKIHAM.

Summary

DYNAMIC STRESSES IN A THIN CIRCULAR DISK CAUSED BY THE ACTION
OF TRANSIENT HEAT SOQURCES ’

In the paper the ficlds have been determined of temperature, displacements and dynamic siresses
in a thin circular disk, caused by the action of heat sources of pericdically varying and of constant
output with time. The cases have been considered of the action of sources placed in a circle and
within a circular region. The analysis of solutions obtained for heat sources with periodically
varying output with time epabled to formulate the view that this kind of thermal forcing might
be the cause of mechanical resonance vibration of the disk. The high resonance frequencies ensure
that this type of mechanical resonance does not endanger machine consiructions.
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