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Problem rozchodzenia- si¢ fal w walcu izotropowym byl rozwazany przez
PocpuaMMERA [1] w r. 1876 i niezaleinie przez CHREE [2] w r. 1889. Szczegdlowy
opis rezultatow zawartych w tych pracach oraz niektére wyniki liczbowe moina
znalezé w pracy [3]. W r. 1890 CHrEE [4] opublikowal swoje badania dotyczace
propagacji fal podtuznych w walcu o poprzecznej izotropii (2). Ogélny przypadek
propagacji fal sinuysoidalnych w walcu o izotropii poprzecznej rozwazal MIRSKY
[5] w r. 1965. W pracy tej zostaly przedstawione réwniez niekidre wyniki liczhowe.
We wszystkich powyzszych pracach rozwigzania sa wyraZone przez funkcje Bessela
argumentu r. W pracy NOWINSKIEGO [6] z 1. 1967 przedstawiono rozwiazanie proble-
mu propagacji fali podiuznej w walcu ortotropowym. Przypadek fal skretnych
w walcu izotropowym byl rozwazany w pracy [3]. Ten sam problem dla walca
ortotropowego badal BERNSTEIN [7], a rozwigzanie r rOwniez zostalo wyrazone
w postaci funkcji Bessela. Obszerna bibliografi¢ dotyczaca problemu propagacji
fal mozna znalezé w pracach przeglado-
wych [8i9].

Nie trudno stwierdzié, e w przypadku
dowolnej anizotropii lub nawet, gdy z = 0
jest plaszezyzng symetrii, propagacja si-
nusoidalnych fal w walcu jest niemozliwa,
poniewaz w tym przypadku trzy niezna-
ne funkcje argumentu r musza spetniaé -
uklad wiccej niz trzech réwnan rézniczko- ©
wych. Gdy walec jest ortotropowy, liczba
réwnan wynosi dokladnie trzy. Ten przypa-
dek jest przedmiotem rozwaZan niniejszej Rys. 1
pracy. ’

Rozwazmy w ukladzie wspélrzgdnych walcowych nieskoficzony walec kolowy
(rys. 1). Zbadajmy, przy jakich warunkach mogg si¢ w nim propagowac¢ fale typu

(1) Z angielskiego thimaczyt J. BEIDA.
(%) Praca ta w calosci dotyczy anizotropii cylindrycznej.
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ulr, 0, z, 1) = U () cos +0 cos (az+wi),
(1.1) v (r, 0, z, ) = V{r) sin 9 cos (az-}+-wi),
w(r, 0, z, t} = W (r) cos ¢4 sin (az-+owf),

aby jednoczefnie pobocznica walca pozostawala woina od obciazen. Przez » ozna-
czono tu nieujemna liczbg catkowita, reprezentujaea fale obwodowe; 27/e jest dtu-
goscia fali, w/2% jej czestoscia, a w/a fazowa predkoscia propagacii w kierunku z.

Réwnania podstawowe i ich rozwigzanie

Zaleznosei migdzy skladowymi przemieszezen u, o, w, odkszialcen &rr, oo, .., P10
i naprezen Gy, 0o, ..., Tre dla tréjivymiarowego ortotropowego ofrodka maja postad

_ ou o 174 1 dv
&y = PR g6 — T Foa0°
(2.1 '
_ow _ v + 1 ow
Loz a7 N Yoz — dz r a0 ]
oraz
B ow N u do 7] + 1 du
[ ar oz’ o or r.or 907
Ory = €] ETT+C12 863457013 ézz >
2.2) '

Oos == €13 Errt+Can Eeo1C23 B2z,
Oaz = C13 Erp+C23 E061-C33 22,
Toz = C4qVoz>  Trz = C55¥rz, Tra = C66 Y105
gdzie ¢y — ¢ sa stalymi sprezystymi, spelniajacymi nastepujace nieréwnosci:
e >0, e >0, 55 >0, eg>0,
c11 €2 iy C1z €13
2.3 _
>0, cz o | >0,
C12 €22
€13 €23 €33

a rownania ruchu w napreZeniach maja postaé

60'7'1' 1 4 Tro 51'” + 1 i a‘?‘u
a T e e el T ey
6rze 1 60'9.9 8'5,4; P
.4 — " —
24 oz + I3 + ot a Qe
50‘33 1 51’,-3 + 1 a'f:rz _ 52 w
iz r o0 r + o o

gdzie p oznacza gestosd.
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Podstawiajac (2.1) i (2.3) do (2.4) otrzymamy nastgpujace roéwnania ruchu
w przenmieszezeniach: '

1 i 1 1
— ?‘*2(:22 u - T ey trteqq tyr Tz- Cog Uoo—Cs5 gz — E(sz +ceg) vo T+

1 1
+ " (c12+es6) Tro + " (13 — €23) waH(c13-Fes5) Wre = QUi
1 1

] A 1 H .
— ;E ces T T T €66 TUrCeg Trr T ]—2 Co0 VootC4q Taz T+ T {co3 - €44) Woz -
(2.5

1 1
+ 2 (e2a+cee) o 1 I—_(Clz+ceﬁ) Uro = 0%,
1 1 1
€55 Weess Wr -+ 2 Cad WootHe33 weg + - {caatess) te-t-(er3+ess) e +
|
+ (e teaq) vor = oWt
gdzie wskazniki u dofu oznaczajg rézniczkowanie czastkowe wzgledem oznaczone;

zmiennej.

Rozwigzania ukladu (2.5) poszukujemy w postaci (1.1). W rezultacie otrzymuje-
my nastepujgcy uklad réwnan réiniczkowych zwyczajnych dla szukanych funkeii
um, Ve 1 W:

1 1 1

en U+ ~oen U'+lpw?—cssa? — 2 (eaz Fees U+ o (e12+cee) V' —
1 , 1
2 (eaztese) vV H(ei13tess) aW' +ow? — cyy a2 — ) (co5tcan )] W =0,
fr 1 . el 1
(2.6)  cos V' T . C6 V' +ow? — cqq a2 — P (co6+cm v V —
1 1 o

s (caz+eqq) val — 7(612“5“6'66)7’[] - Fj(ézfrm) =0,

1 1
ess W . Css W't(ow? — ¢33 a2 — 2 ) W —(eitess) a U —

gdzie didr = . Zavwazmy, ze w przypadku fal podhuinych (» =0, tzn. v = 0)
mozemy przyjac ¥ (r) = 0, zatem drugie réwnanie ukladu (2.6) moze byé wyeclimi-
nowane.

Uklad réwnan (2.6) moZe byé rozwiazany dwiema metodami. Pierwsza
polega na zastapieniu réwnan (2.6) trzema (dwoma dla przypadku » = 0) réwnania-
mi rézniczkowymi szdstego rzgdu (czwartego rzgdu w przypadku gdy » = 0}, z kto-
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rych kazde zawiera tylko jedna niewiadoms i rozwigzaniu ich metoda FREBENIUSA
[10]. Metoda ta byla stosowana przez NowiNskieGo [6] dla przypadku » = 0.
Jednak nawel ten szozegolny przypadek wymaga diugich i Zmudnych obliczen
wspllezynnikéw réwnan, majacych na ogél postaé zespolona. Pojawiajg sig ponadto
punkty osobliwe, kidre ograniczajg obszar okreélonosci rozwigzania. Punkty te
nie sg punktami osobliwymi ukladu wyjéciowego (2.6), posiadajacego tylko jeden
punkt osobliwy r =0, a wynikajg =z mefody rozwiazania. Wreszcie rozwiazanie
[6] zostalo uzyskane przy wiekszych ograniczeniach na stale sprezyste niz rozwig~
zania otrzymane metoda nizej przedstawiona. Metoda nasza polega na zastapieniu
ukladu (2.6) liniowym ukladem réwnan rdZmiczkowych pierwszego rzedu przez

podstawienie:
n=U, m=V, p»n=W wu=U, p=V, ys=W.
Po wprowadzeniu oznaczen
ow? — ¢s55 a2 c2teg6 2 C2z2+¢o6
aG=——, T, @ = -,
1 €11 €11
€13 — €23 €12+C66 —C13—C15
ag = ds — — o ag e
€11 ’ 3 cir 0 1 ’
 cxtees 0?2 — ¢4y a2 _ Castep v?
lbl - s bZ = - s 1 s
66 €66 €66
2.7
L Caztea : €12-TCe6
b4 - _———5 bS - —-—J
. 66 66
c23-+cs5 e23-+C44 ew? —ca3 a2
ess Cs5 ’ €35
C44 €131-655
= —, o5 =————aq
€ss €55
otrzymujemy
L ’ ’ !
yl__y4’ y’z,ﬁySs J’3=J’6,
28) 12y = (a1 r2+ay) y1 a3 vyp-tag ry3 — rysta vrys+ag 12 yg

12 ys = by vyy-+(ba r2-4bs) y2+by vrystbs vrys—rys,

12 yg = eLry1+ea »rvaHes 12+cq 92) y3tear? yy—rye -
Liniowy uklad (2.8) ma jeden nieregularny punkt osobliwy r = 0, ale przez podsta-
wienic '

Zy=Vy4 - EZ5=TYs5, Zg=1F)g

CZp =N, Zy = oy, .

23 = D)3,
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otrzymuje sie nastepujacy ukiad réwnan

rzZy =24, 1Zy=725, TZy= Zg,

rzy = (ay 124-ap) 21 +a3 vzptag rz3t+as vzs+ag 126,
rzg = by vzy (b 12-1-by) 2o +-by v rzatbs vzy

rzg = €172 +ep rvzaH(e3 r2+cq ¥2) z3es vz,

2.9

w ktorym punktr = 0] est juzregularnym punktem osobliwym. Uklad ten jest rozwia-
zany dwiema metodami opisanymi w pracy [10].
Metoda A. Uklad rdéwnan

n
(2.10) 2y ()= X fraDza (), p=1,2,.m
4=1
gdzie funkcje fp, ¢ () moga byé przedstawione przez szeregi potegowe
Toa® =D dPre
E=0

zbiezne w pewnym otoczeniu zera [r| << R, przy czym nie wszystkie wspdlczynniki
ag’)a sg rowne zeru, posiada rozwigzanie typu

zp (1) = ri gp (1),
gdzie gp (r) sa szeregami potegowymi

[=+]

&p(r) = Z'Cp,fc rk

k=0

zbieznymi dla kazdego {r} << R 1 nie wszystkie wspdlczynniki sa rdwne zeru.
Wspblezynniki ep,¢ 58 Wybrane tak, by nie wszystkic byly rowne zeru i spelnialy
uklad réwnan

2.11) fo, 1(0) crot e +fo,p(0 =8l cpot . Hon(®en0=90, p=12,..,n
gdzie s jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego
(2.12) Det |fp,q(0)—sep,q| =0.

Wprowadzili§my oznaczenia o
{l, jesi p=gq,
e L] - a -
ne 0, jesi p#£gq.

Wspolczynniki ¢p, i (k = 1, 2, ...} sa okre§lone za pomoca liniowego ukladu réwnafh

n ' n k-1 .
@13) e, — (k) ep, o) can = — 2 2% Meams  p=12.m
g=1

przy warunku, Ze réwnanie charakterystyczne (2.12) nie posiada zadnego punktu,
ktory moghby sie rdzni¢ od danego pierwiasika s o wielko$é stala calkowita. Jesli
réwnanie charakterystyczne ma taki pierwiastek, to wspolczynniki c¢p, ; moga byé
jeszeze okredlone; jedli ze wszystkich pierwiastkéw réwnania charakierystycznego,
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réznigeych sig od siebie o sialy catkowita, przyjmiemy na s wartos¢ najwigksza,

tzn. taki pierwiastek, Zze liczby s+1, 5-+2,... nie spelniaja juZ rownania (2.12).

Jesli istnieja pierwiastki, ktore réznia sie od najwigkszego pierwiastka s o staly
catkowita (tu whaczono réwniez przypadek, kiedy s jest pierwiastkiem wiclokrotnym),

to wykorzystujac rozwiazanie otrzymane metoda A mozemy sprowadzi¢ ukiad

(2.10) do ukiadu o mniejszej ilosci réwnan, do kidrego ponownie metoda A moze

byé zastosowana. W tym celu wykorzystana jest metoda B.
Metoda B. JeSli gp (r) (p = 1, 2,...) jest rozwigzaniem ukladu takim, ze ¢y () #
# 0, to rozwigzanie to moze byé sprowadzone do podstawowego ukladu réwnan
w nastepujacy sposéb, Znajdujemy podstawowy uklad rozwigzan

Yo.2() 2,3 (e W), p=23...1
ukladu liniowego skladajacego sig z n — 1 réwnan
n
, Prlr)
¥ = F) ——— Yzg (), k=2,3,..,n
Zg (1) qu [ffa,q(f‘) Wi(")fLQ(J)] (1)

Oraz

- ®
1
g = [ —= Nyp,edr, p=23..,n.
Pr1() fm(r)gfq()w”()
Zatem funkcje

PP =Yp, 1 P> Pr.2=Pp,1 P2H¥p, 20 Cpa=¥u,1Pat¥pn P=2,3,..n

razem z rozwigzaniem poczgtkowym tworzg podstawowy uklad rozwiazafi réwnan
(2.10). Nalezy podksreslié, ze metoda B otrzymujemy rozwigzania, kidre w ogdlnym
przypadku posiadaja dla r = 0 osobliwoéci typu logarytmicznego.

3. Szczegdlne przypadki

3.1. Fale podiine, W przypadku fal podluznych (» =0, 2z =0, z5=10)
z ukladu réwpan (2.9) odpada drugie i piate réwnanie. Otrzymujemy zatem uklad
czterech réwnan rozniczkowych o czterech poszukiwanych funkcjach zy, zs, 24, zg.
Do jego rozwigzania stosujemy metode A. Réwnanie charakierystyczne w tym
przypadku ma postaé

—s 0 1 0

(3.1) 0 = 0T $2(s2—ap) =0,
a 0 —s 0
0 0 0 —s

a jego pierwiastkami sg liczby

— Ca2
si,2= 4 Yar = £ P 53,4=0.
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Rozwigzania odpowiadajace tym pierwiastkom przy zaloZeniu, ze 21/522/5-11 nie
jest liczba catkowitg maja postac.

2=V OG), = AT,
(3-2) 2= VEIRGY,  m=r VTP @),
2 = P (), 7= (),

gdzie K2 (r) (p = 1,2; g = 1, 2, 3) sa szeregami potegowymi zbicinymi dla kaidego
ridha h‘g) (0y = 0. Wspdlczynniki tych szeregdw sa ckrelone réwnaniami (2.11)
i {2.13). Stosujac metode B otrzymujemy czwarte liniowo niezaleZne rdwnanie
odpowiadajace podwdjnemu pierwiastkowi s34 = 0 W postaci

(3.3) 7 =rin OO P @), =P+ ),

gdzie BP(r) (p = 1,2; g = 4, 5) sa szeregami potggowymi zbieznymi dla kazdego
r i dla HP(0) # 0. Gdy 2 ]/c22/c1 | jest liczba calkowita, rozwiazanie uzyskujemy
przez powtérne wykorzystanie metody B. Przypadek ten, omowiony szczegblowo
przez MIRSKY'EGO [5], praktycznie nie opisuje dowolnej ortotropii, lecz ofrodki

o izotropil poprzecznej i izotropowe, dla ktérych ey =cy, tzn. gdy 2]/c22/011
jest liczba calkowity. Skladowe przemieszezen i odksztalcen odpowiadajgce rozwig-
zaniom (3.2)2 i (3.3) sa nieograniczone przy r =0, a odpowiadajace rozwiazaniu
(3.2); sa w tym punkeie ograniczone. Przemieszczenia odpowiadajace rozwigzaniu
(3.2); sa w r =10 ograniczone, odksztalcenia natomiast sa ograniczone jedynie

P
gdy s = Vepfenn > 1.
Zatem warunkiem istnienia dwoéch liniowo niezaleznych rozwigzan o ograniczo-

nych w punkcie » == 0 przemieszezeniach i odksztalceniach, gdy V‘CQ‘Q/CH nie jest
liczba calkowita, jest warunek ¢gp = g1 (3).

Wynik ten, jak zobaczymy pdZniej, ma duZe znaczenic w dowodzie istnienia
dla pelnego walca ortotropowego trzech (dwéoch w przypadku » = Q) liniowo nie-
zaleznych rozwiazan ukladu (2.9) posiadajacych ograniczone w punkecie 7 =0
skladowe przemieszczen 1 odksztaleedi, o ile tylko warunki brzegowe {pobocznica
walca wolna od naprezef) sg spelnione. Nalezy wspomnieé, ze w przypadku walca
wydrazonego potrzeba sze$¢ (cztery — gdy » = 0) liniowo niezaleZnych TOTWigzan
ukdadu (2.9), ktére zreszta zawsze istnieja. Dlatego tez w wydraZonym walcu przy
warunku nie obciaZzonej powierzchni bocznej fale typu (1.1) beda sie zawsze propa-
gowa'é, natomiast w przypadiu walca pelnego jest to moziiwe tylko dla pewnef okreslo-
nej ortfotropii materialus (4).

(3) Nie ma potrzeby teraz zadaé, by 2 chzfcl 1 nie bylo liczba catkowita, poniewaz rozwiazanic
odpowiadajace s; = *]/sz,"cil jest nie interesulace,

{9 NowiNskl [6] nie spostrzegl, Ze dla ¢1) > cpp rozwiazanie (3.2) posiada nieograniczona
warto$é odksztalcenia i dlatego przypuszczal, ze propagacia fal podhiznych w pelnym walen orto-
tropowym jest zawsze mozliwa.
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3.2. Fale gigtne. Celem wuryskania z ukladu réwnan (2.9) rozwigzania dla fal
gietnych (v = 1) wykorzystujemy ponownie metode A. Réwnanie charakterystyczne
ma postaé

—s 0 0 1 0
6 — 0 0 1
0 0 —s 0 0

(3.4)

ap a3 0 —s as

b1 bg, 0 bS -8

t] 0 g . 0 0 —s

={ca — B (a2 — ) (bs — 82 — (a3+as 8) (by+bs 5)] = 0

i posiada nastgpﬁjqce pierwiastki

oD = O D

51.2::&]/;=:i:]/6‘44/6'55, Sl,a=%p, 856—=0,
gdzie

, _
€11 €2 — ¢+ (11 +ean — 2¢12) o6

2 =
7
€11 C66

© Korzystajac z nieréwnoéci -(2.3) nietrudno wykaza, Ze p? jest liczba dodatnia,
tzn. mozemy wybraé taka liczbe p, aby p > 0. Rozwiagzanie ukladu réwnan (2.9)
przy zatozeniu, ze 2]/ caafcss, 2p, p+ ]/044/(,'55 nie sq liczbami catkowitymi ma postaé

a=r G, L= UG, 2= YD),
gy = pVertt K2, oz =Vt K2 (), z3=rVa K@), .

3.3y oz =P, z =P (r), z3 =" (),
2 =P EN ), 2 =r PP (), P h(;,.(r) |
z1 =K (), 2= HP (), z3 =15 (7)),

gdzie KD () (p=1,2,3; g==1,2,..., 5} przedstawiaja w ogélnym przypadku
szeregi potegowe zbiezne dla kazdego r i dla hﬁf’ (0} # 0. Wspdlczynniki tych szere-
20w sg okreflone réwnaniami (2.11) i (2.13). Stosujac metode B otrzymujemy szes§é
nastepujacych liniowo -niezalegnych rozwiazan odpowiadajacych  podwdjnemy
Pplerwiastkowi 55,6 = 0;

zy = In b+l (), zp = 1o rh® (F+HD (),

(3.6)
z3 = rln vhP () +10 (),

gdzie K (r) (p—=1,2,3; ¢g—6, 7) sa szeregami potegowymi zbieZnymi na ogét
dla kazdego r przy #? (0) # 0. Mozliwoé znikania niektérych K9 (1) (p = 1, 2, 3;
q=1,2,...,7) dla pewnych stalych spreZystych nie ma wplywu na dalszy tok
- rozumowania. Skladowe przemieszezesi i odksztalcers odpowiadajace rozwigzaniom
{3.5)2, (3.5)4 1 (3.6) sa nicograniczone dla r — 0, gdyz warunek A (0) # 0 jest zawsze
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spelniony, bowiem przynajmniej jedna = liczb 9 (0) i 4" (0) jest rézna od zera,
a KOy 0 dla i—1,2,3, Przemieszczenia i odksztatcenia odpowiadajace
rozwigzantu (3.5)s sa ograniczone w i =0, gdyz warunek A (0) = —HS (0)
jest spelniony. Przemieszczenia odpowiadajace rozwigzaniom (3.5); i (3.5); sg
ograniczone dla r = 0, patomiast odksztalcenia sa ograniczone tylko wtedy, gdy

51 = Vepfess > 11 §3 = p > L, bowiem warunek 47 (0) # 0 jest zawsze spelniony
i co najmniej jedna z liczb 45 (0), K (0) jest rézna od zera.

Zatem warunkiem istnienia trzech liniowo niezaleznych rozwigzan przy wa-
runkach takich, ze ]/044/655, D, p— ]//644/(:55 nie sg liczbami catkowitymi, a prrze-
mieszczenia i odksztalcenia sq ograniczone w r — 0, jest cqy > c55 oraz,

€11 €22 —~ €haHenFeap — 2e12) €66 > €11 Cog -

Rowniez i tu w przypadku fal gigtnych stuszne sg uwagi, jakie poczynione zostaly
w punkcie 3.1 dla fal podhuimych.

3.3. Przypadek ogdlny. Rozwazmy ogdlny przypadek propagacji fal, gdy »> 2.
Réwnanie charakterystyczne ma teraz postaé
-5 0 0 1 0 0
0 — 0 0 1 g

0 0 —s 0 0 1
3.7

I,

ay vay 0 —5 was 0

’Vbl b3 0 'Dbs —§ 0

0 0 ¢ 0 0 —g
= (e #2 — ) [(az — #) (b3 — 52) — 12 (a3 +-as) (by+bs 5] = 0.
Korzystajac z (2.7) otrzymujemy

Caq
(3.8) (Sz — 2 755“) {en1 eo6 8% — [(e11 e — ¢f, — 2ey o) ¥2-Fcg6 (e11+C20)] 52

ez o6 (V2 —1)2} = 0.
Pierwiastkami sa liczby

. €44
Sp2 =4 ]/— >
€55

1
83,4056 = 15— {llens e — ¢}, — 21 ¢6) v2-Fegs (e114-¢20)] -
2e11 o6 :

(.9)
7 1j2
+[[(err e2a—e€f,—2¢12 66) 2 +eo6 (e11 +can)2—dery g Cog (P2 1)2]}”2} .

Wykazemy, Ze pierwiastki s; (i = 3, 4, 5, 6) nie moga by¢ dla » > 2 liczbami czysto
urojonymi, tzn. réwnanie kwadratowe 4E2+4BE4C =0, gdzie

B10) A =ciics, B=—[(c1 e~ ) — 2e12¢66) ¥ +co5(c114c22)],

Rozprawy InZynierskie — @
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C = ¢33 66 (»? — 1)2, nie moze mie¢ dla » > 2 ujemnych pierwiastkéw. Przypusémy,
Ze istnieje taka warto$é vy = 2, dla ktérej jeden z pierwiastkéw & (i = 1, 2) jest
liczba ujemna. Zatem z pierwszego wzoru Vietty &1 & = ¢/d > 0 wynika, Ze drugi
pierwiastek bedzie ujemny, ze wzoru drugiego £,--& = —BfA wynika, 7e B >0
dla ¥ = 9. Korzystajac z (3.10) oirzymujemy

(3.11) Xo > X1, €112 — ¢ —2e2666 <0, ¢12>0,
gdzie

' egs(C11 ¢
(3.12) o=, x = 66 (C111-€22)

2 .
CiyF2e1y Cos — €11 €22

Biorac pod uwage (2.3) i nierdwno$é cjytepp = 2 1/2}??5 nietrudno wykazaé,
#e x1 > 1. PoniewaZ wyznacznik B2 — 44C musi by¢ dla » = »y nieujemny, otrzy-
mujemy y¥ (xp) = y¥* (%), gdzie x = 12 oraz

(3.13) ¥ (x) = [(e11 co2 — ¢, — 2¢12 co6) x g (11 +ea) 2, -

P¥E(x) = 4deq1 2 cés(x —1)2.

Z drugiej strony latwo zauwazyl, Ze »¥ (xg) << y¥* (xp) dla dostatecznie duzych
wartosci. Znak wielomianu y¥ (x) — y*¥ (x) dla duzych wartodct x jest okreélony
przez znak wspdlezynnika przy x?, rowny

(e11 €22 — €3y [e11 €2 — €35 — 2612 €66 — 2066 (2066 +€12)]

Ltory jest nicujermnny, poniewaz nierdwnosci (3.11) sa spelnione. Majac na ywadze
y¥ (D) = p** (1)1 p* (x1) << y*¥ (x3) dochodzimy do wniosku, Ze réwnanie posiada
tytko jeden pierwiastek dodatni xz spelniajacy nieréwno$é 1 < xp << x5, Zatem
P = p**(x) dla 0 < x <<xp i p* (x) <<y**(x) dla x >xp (rys. 2). Widzimy
yi wiec, Ze Xxo < X3 1 xg<{Xx; przeczy
pierwszej nieréwnoéci (3.11), co konczy

- dowdd.
Y™ ) Z dowodu tego wynika, Ze trzy
. pierwiastki rGwnania (3.8) maja ujemme
czesel rzeczywiste, a pozostale trzy —
*(x) dodatnie czeSci rzeczywiste, Rozwia-
/ zania odpowiadajace tym pierwiastkom
Y . sa w ogdlnym przypadku zespolone,
T % X X ale zardwno ich czedcl rzeczywiste jak
Rys. 2 i urojone s3 rozwigzaniami ukladu
(2.9). Przypuszczajac, Ze mie wystepuja
pierwiastki (3.9) rézniace sig¢ od sichie o liczbe catkowita, mozna wykazaé w sposéb
przedstawiony dia fal podluznych i poprzecznych w punktach 3.1 i 3.2, ze
pierwiastkom majgcym czefci rzeczywiste mieujemne odpowiadaja rozwiazania,
w ktérych przemieszezenia i odksztalcenia sa ograniczone w r = 0, a pierwiast-
kom o dodatnich czgSciach rzeczywistych odpowiadaja rozwiazania, w ktérych
przemieszczenia sa ogramiczome w r =0, natomiast odksztalcenia sa ograni-
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czone tylko wiedy, gdy te czeSci rzeczywiste sa wigksze od jednosci (5).
W op. (3.1) i (3.2) w drugiej czgsei dowodu zakdadalismy, Ze nie istnieje rozwiazanie
szezegolne ukiadu (2.9), dla kidrego przemieszezenia 1 odksztalcenia sq ograniczone
w r = 01 ktdre nie moze by¢ liniowg kombinacja vzyskanych metoda A rozwiazan
szczegdlnych, dla kiorych przemieszezenia i odkszialcenia sg ograniczone w r = 0.
Innymi stowy kazde rozwigzanie szczegolne ukiadu (2.9), w ktérym przemieszczenia
i odksztalcenia sg ograniczone w r == 0, jest liniowa kombinacjg rozwiazan otrzy-
manych metoda A, najagcych w r = 0 ograniczone przemieszezenia i odkszialcenia;
tzn. metoda A daje maksymalng ilo$¢ liniowo niezaleznych rozwiazan o ograniczo-
nych w r == 0 wartoéciach przemieszczen i odksztalced. Fakt ten latwo udowodnic,
jesli zauwazyé, Ze kazde rozwigzanie szezegdlne ukladu (2.9) jest liniows kombinacja
rozwiazan olrzymanych metodami A i B. Wyplywa stad dla przypadku » = 2
nast¢pujacy wniosek: zakladajac, Ze Zaden z pierwiastkéw o dodatniej czesci rzeczy-
wistej réwnania (3.8) nie rézni sig od pozostatych o liczbe catkowita, warunkiem
istnienia trzech liniowo niezaleZnych rozwigzarf o ograniczonych w r = 0 przemie-
szczeniach i odksztalceniach jest, aby rzeczywiste czeécl plerwiastkéw byly wieksze
od jednoici.

4, Rownania czestosel

Warunck brzegowy, aby pobocznica walca byla wolna od naprezen ma postaé
(4.1) Opp == Tyg = Typ — 0 )

dla r =air=> w przypadku walca wydraZzonego i r = b dla walca pelnego, ady

v = 0 warunek 7, = 0 jest spelniony toZsamodciowo. Korzystajac z rezultatéw

otrzymanych w punktach 3.1-3.3 nalezy spelnié¢ warunki brzegowe (4.1).
Rozwigzaniem ogélnym typu (1.1) dla walca wydrgZzonego jest ukiad funkeji

6
U= Z_A.; U (1) cos #0 cos (uz+wt) ,

6
(4.2) 9= 2 A Vi (¥) sin v0 cos (ez+wi) ,

6
W= 2 Ai Wi (r) cos v0 sin (az+wr)
i
dla » =1 oraz
4

o= Z As U; () cos (az+wi) ,

=1 .
4

(4.3)
' w= 3 A Wi () sin (ez-tof)

=1

o0 P
(5) Rozwiaczania ukladu (2.9) sa typu s Z cx 2%, pdzie 5 = a—l—iﬁ, a0, i=]/—1. Ponadto
[s0]
jest plerwiastkiem réwnania (3.8), a cx sa okreslone rownaniami. Szereg ' cp r¥ jest zblezny

dla kazdego r. Zauwazmy, Ze »¥ = 7 fcos (8 In r)--isin (8 In F)]. k=0
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dla vy = 0, gdzie 4; sq stalymi dowolnymi, a przez Uy (r), Vi (1), Wi (1} (i = 1,2, ..., 6)
dlavz1i i), Wil(r) (i=1,2,3,4) dla » =0 oznaczono podstawowy uklad
rozwigzan ukladu (2.9).

Spelnienie warunkéw brzegowych dia walca pelnego jest mozliwe tylko w przy-
padku istnienia trzech (dwoch dla » = 0) liniowo niezaleznych rozwigzaf ukladu
(2.9), majacych w r = 0 ograniczone przemieszczenia i odksztalcenia. Warunki
istnienia tych rozwigzan zostaly przeanalizowane w punktach (31.) —(3.3). W dalszych
rozwaZaniach bedziemy zawsze przyjmowaé taka ortotropie walca, aby warunki
te byly spelnione, tzn. aby zawsze istniala zadana liczba liniowo niezaleznych
rozwigzafi, ktére bedziemy oznaczaé przez Ui(r), Vi(r), Wi(r) (i=1,2,3) dla
v 2 11U (n), Wi(r) (i = 1,2) dla » = 0. Rozwiazanie ogdlne typu (1.1) dla walca
pelnego jest analogiczne do rozwiazan (4.2) i (4.3) z tym, Ze sumowanie przebiega
odldo3dlayvzliodldo2dlay=0.

Podstawiajac (4.2) i (4.3) do (2.1), a nastepnie otrzymany rezultat do (2.2) dosta-
jemy mnastepujace wyrazenia dla napreZen oy, Teo, Tre W WydraZonym walcu:

6
Orp = Az F; (#) cos v8 cos (az4-wi) ,
i=1

5
4.4 Typ == Z Ay Gy (¢) sin 20 cos (az-Fwl) ,

i1
6

Tpy = 2 Az Hy () cos v8 sin (az+4-cwf)
i=1

dla v = 1 oraz

4
Ty = Z A; Fy (r) cos (az+of) ,
45 =
Tyg = Z Ag Hy (¢) sin (0z |-wi)
i

dla » = 0, gdzie

‘12 C12 ,
Fi() = —— Ui+ Vil te We ) +en U (),

@6 Gi () — cos [— AU — V) (r)],

Hy (1) = ess [—al () + W5 ()] -

W przypadku walca pelnego wzory sa analogiczne do (4.4) i (4.5), a sumowanie
przebiega od 1do 3dlav > 1iod 1 do 2 dla » = 0. Spetniajac warunki brzegowe
(4.1) otrzymujemy réwnania charakterystyczne dla czestosci.
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Dla walca wydrazonego maja one postaé

Fi(a) Fa(a)... Fsla)
Fi(B) Fy(b)... Fs(b)
Gi(a) Ga(a) ... Gs(a)
@.7) =0
G (D) Ga(b) ... Gs(B)
Hi{a) Ha(a)... Hs(a)

Hi{b)y Hy(d) ... Hs(H)
dla v = 1 oraz
Fi(a) Fa)... Fs(a)
Fiyy Fb)...

48) 1By Fa(b) ... Fs(b) —0
Hi(a) Hy(a)... Hg(a)

Hi(b) Hy(b)... Hg(b)

dla » = 0.
Dla walca pelnego otrzymujemy

Fi()) F(b) F®)
(4.9) Gi(B) G (b)) Gy(d)|=0
H @) H (B H@®)

dia » = 1 oraz

(4.10)

Fip) F (5)} B
Hy(b) Hy(b)
dla » = 0.

Interesujacy jest przypadek a = 0, tzn. gdy ruch nie zalezy od z i w walcu pro-
paguja sig nieskoriczenie diugie fale. W tym preypadku a5 = g = by = ¢; = ¢ =
= ¢5 = 01 uklad réwnan (2.9) rozdzela si¢ dajac uklad czterech réwnan dla funkcji
215 22, 74, 25 1 uklad dwéch réwnan dla z; i zg pray » = 1 oraz dwa uktady dwéch

réwnan odpowiednio dla z1, z4 1 23, 75 gdy » = 0 (6). Zatem rozwiazanie (4.2) i {4.3)
moze by napisane w postaci

b

U= Ay Ug (r) cos v0 cos wt |

=

—

2
li
N\

(4.11) Ai Vi () sin 20 cos wt |

=
I

Ai Wi (r) cos v8 sin wt
i=1

(%) Uklady te moga byé prredstawione w postaci réwnan roiniczkowych Bessela,
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oraz
2
H= 2 A; U (#) cos et
 (4.12) =t

W= As Wi (¥) sin et .

.

i

Il
-

Kazde réwnanie charakterystyczne dla czgstoéci odpowiadajace (4.7)-(4.10) moze
byé przedstawione w postaci iloczynu dwoch wyznacznikow
DiDy=0, D3Dy=0, DsDg=0, DiDg=0,
gdzie '
Fi(a) Pyl Fi(a) Fsla)

Fi(h) F(b) F(b) F.(b) Hs(a) Hs(a)

Ta@ 6@ 6@ G@| T H®) H®)
Gi(B) G:(B) Gi(B) Ga(d)
_|R@ R@ _|H@ Hi(@ _|F®) R®)
Tlae Rel T me Lol T [ae ael

Ds=I;(B), Dy—F (), Dy= ().

Gdy D, = 0 lub Ds = 0, otrzymamy ruch plaski, gdyz w = 0.

Gdy D=0 lub Ds=0, ma miejsce ruch w kierunku osi z, gdyz wtedy u=v=0.

W przypadku, gdy D3 = 0 lub D7 = 0, ruch odbywa si¢ w kierunku radialnym,
gdyz w = 0, a dla Dy — 0 lub Dg = 0 wzdluZ osi walca, poniewaz u = 0. W ostatnich
dwéch przypadkach towniez v =0, gdyz » =0(7). " :

5. Whrioski

Najogélniejszym przypadkiem anizotropii walcowej, przy ktorej propagacja fal
sprezystych typu (1.1) jest mozliwa, jest przypadek ortotropii. Rozwigzania dla
poszukiwanych funkcji U; (r), Vi (r) 1 Wi () zostaly otrzymane w postaci nogdlnio-
nych szeregéw potegowych zbieznych dla kazdego » # 0, a w niektérych przypadkach
dla wybranych wartoéci stalych sprezystych przy ustalonym » uzyskano rozwigzania
majace w r = 0 osobliwos¢ typu logarytmicznego.

(7) Migrsky (5) popetnia blad sadzac, ze drugie wyznaczniki we wzorach (4.7) i (4.10) w pracy
[5] odpowiadajg dowolnemu ruchowi walca, gdyZ w tych przypadkach Ay = By = A3 = B3 =0,
tzn, g = v == w = 0, poniewaz n =0,
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W przypadku nieskonczonego spreZystego ortotropowego walca kolowego
warunki brzegowe (wolna od naprezen pobocznica walca) mogg byé zawsze spelnione
dla walca wydrazonego, dla walca pelnego natomiast jest to mozliwe tylko dla
nicktérych materialéw ortotropowych, dla ktorych e (6,7 = 1,2, ..., 6) spelniajg
dodatkowe nieréwnoéci zalesne od ».

Okreflone zostaly rownania czestoSci w przypadku ogélunym oraz dla pewnych
interesujacych przypadkéw szezegolnych.
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Pezwome
PACITPOCTPAHEHUE BOJIH B VIIPYIOM KPYTI'OBOM IHWIIHMHIPE

B paGote obGeyxpacTcs BOUPOC PACHPOCTPAHEHAS YIPYIHX Bond THH2 (1) B Geckomeyrom
OPTOTPOTHOM KPYrOBOM WUAMHApe. DTO MBIgeTcs caMbIM OOIMEM ClIygaeM HEMHIPAMECKOH
OPTOTPOIHHE, IPH KOTOPOM BOSMONHO PACHPOCTPAHCHHS TAKOro THIa BomH. Mckombie dyyxmma
U{r), V() u W () onpenemmoTes B Briie 0BOOIUSHHBIX CTEIGHHELE PEHOB CXOAUMEIX /ST KAXKIOTO
F 3£ 0. Jma ¥exoTopsIX 3HAYCHHH NOCTOSHHBIX YOPYIOCTH H JSHHOIO #, BO3MOXHO TONIYYHTH
peniense, mMmesoniee A r = { TOTAPAOMITECKYIO CHHTYILAPHOCTD.

KpaeBbie YCIOBUS — IHOBEPXHOCT, LIMIHHAPA cBOBONHA OT HATDY3KH — MOTYT BCELIa VO
BHETBOPSTE HYCTOTEHOMY LIETMHAPY, TOTNA KaK I8 IOAHOIC NHIHHAPA 5T0 BOIMOXKHO SNHH-
CTBEHHAO I HCKOTOPSHIX OPTOTPOIHEIX MATEPHANOB, IS KOTODPHIX TOCTOSHHEIS YIIPYFOCTH YOO-
BICTBOPAIOT DOGABOYHLIM HOPABEHCTBAM 3ABHCHIAM OT ¥,

VPaBHEHWA MACTOTH, BEBSACHEE ¥ak B obiiem ciyvae, Tak M B HEKOTOPEIX HHTEPECHEBIX
ocoDBIX Cyyanx,
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Summary

WAVE PROPAGATION IN ELASTIC ORTHOTROPIC CIRCULAR CYLINDERS

Inthe following article the propagation of elastic waves of the type (1.1) in an infinife orthotropic
circular cylinder is investigated. That is the most-general case of cylindrical anisotropy, for which
the propagation of waves of this type is possible. The solutions of the unknown functions U (),
Vi), W(r) are determiped in the form of generalized power series, convergent for every
r # 0. For some meanings for the elastic constants by given v it is posshile to receive solutions,
having logarithmic singularities for + = 0.

The boundary conditions -— the cylindrical surface to be free from Joading, can always be
satisfied for a hollow cylinder, whereas by a solid cylinder that is possible only for some orthotropic
materials, for which the elastic constants satisfy some additional inequalities, depending on v.

Determined are the frequency equations in the peneral case as well as some interesting particular
cases, -

Praca zostaly zlozona w Redakcji dnia 18 Intego 1969 r.






