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PEWNE ZAGADNIENIA USTROJOW SIATKOWYCH
O PRETACH ZAKRZYWIONYCH

P. KLEMM (LODZ)

W pracy [1] przedstawione zostaly podstawowe réwnania ustrojow siatkowych,
poddane dziataniu dowolnych obeiazefi i wplywowi temperatury. W ustrojach tych
prety taczace sgsiednie wezly sa dowolnie slabo zakrzywiome w przestrzeni.

Otrzymane w pracy [1] réwnania fizyczne sa ogllnymi liniowymi zwigzkami
migdzy skladowymi stanu napi¢cia i odksztalcenia, natomiast réwnania ruchu
i réwnania geometryczne sa takie same jak dla ustrojéw siatkowych, w kiérych
prety faczace sasiednie wezly siatki sa proste, a obciazenie realizowane jest przez
weely siatki, przy czym nie uwzgledniamy wplywow niemechanicznych [4].

Celem tej pracy jest przedstawienie podstawowych wzoréw oraz rozwiazan dla
ustrojéw siatkowych, w ktérych przekroje poprzeczne Iacznikéw majg jedna gléwna
of bezwladnosci zawsze réwnolegly do danej plaszezyzny, a osie tych lacznikéw sa
tukami kotowymi (rys. 2). Uwzgledniamy ponadto wplywy termiczne w lgcznikach
siatki.

Cecha charakterystyczng rozwaZanego przypadku jest sprzgzenie zagadnienia
plytowego z tarczowym [2 i 3]. Jesli zalozymy, Ze siatka ustroju jest ksztaltowana
w obszarze m plaszezyzny parametryzowanej prostokatnym ukladem wspohrzednych
x¥ (1), to przedstawione w pracy [1] zwiazki migdzy skfadowymi mapiecia p*-,

25, ™ mX i skladowymi stanu odksztatoenia yagy, Vass %aw, % Maja postaé
TpKET) [T AKLMN  KIM pELMN rpKIMTY|S,, | KL
pK AKMN AKM HBKMN BKM Vas (IK
(1.1) L || pMNEL 1gMRL CKLMN -KiM Yo + oKL |
N
__mK _ —rBMNK BMK 'CKMN CKM B __”M B HCK
w kibrych AN, gKEM BEIMN - gfh g¥ oKL K 53 skladowymi tensordw

charakteryzujacych wlasnodci geometryczne 1 fizyczne ustroju siatkowego oraz
mechaniczne i niemechaniczne wplywy dzialajace na Iaczniki tego ustroju. Réwnania
geometryczne majq znang postaé [4]
Yaaw = Uy, e tEna 0,
(1.2) Yar =% yrteam o
Marn = Un, M> Mpag = U s

(1) Wskazniki X, I, M przebiegaja ciag liczb 1, 2.
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a réwnania ruchu sprowadzaja si¢ do postaci [4]
pKL'K_l_bL - QI'EL+8LMQM ':';+SNL 03 N,
a3 2 xb = gi-boyg ¢ 6
ety pM = oy 3 WM ey @V — 0™ B 403 50 10" eyt 8" g

K MN N AL 3 L=
P gl P m = ey 0N w0 — 0" 0y o'y @

Korzystajac z [1] podamy w p. 2 postaé réwnan (1.1) dla plaskiego ustroju siatko-
wego, ktorego osie fcznik 6w sg hukami kolowymi, a jedna ich gléwna oé bezwlad-
nosci przekroju poprzecznego jest nachylona do plaszezyzny @ pod katem ¢ (rys. 1).

LI ez

Rys. 1

W p. 3 podane zostang dla powyzszego ustroju siatkowego skladowe tensoréw
charalteryzujacych wplywy temperatur dzizlajacych na kczniki ustroju. Wreszcie
W p. 4 przedstawione zostanie rozwigzanic ogdlne dla pasma siatkowego o zakrzy-
wionych lacznikach.

2. Wlasnosci sprezyste

Przedmiotem rozwazai jest plaski ustréj siatkowy zloZony z pretéw sztywno
polaczonych w weztach, ktérych cieciwy (odcinki proste ograniczone koncami
osi pretéw) tworza T rodzin linii lamanych (rys. 2). Zaimieny sie najpierw jednym
tacznikiem, ktdérego cieciwa osi jest odcinkiem dowolnej rodziny A. Wielkosci
dotyczace tego tacznika bgdziemy odnosié do kartezjafiskiego ukladu wspdlrzednych
Xeqy (gdzie @ =1,2,3, a4 =1, 11 lub A = 1,1, I1I), ktérego poczatek przyjeto
w Srodku cigeiwy osi preta (rys. 1). Powyzszy uklad wspéirzednych X{ry PrIyjomzjemy
dla kazdego tacznika niezaleinie oznaczajac p.zez & baze wektorowa. Réwnanie
osi preta napiszemy w postaci

xF ==yl (5), k=1,2,3.
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Rys. 3

Wprowadzamy nastgpnie ortogonalna bazg wektorow &5 (s) (1) (s oznacza dhugosé
osi nicodksztalconego preta), w ktérej wektor o skladowaych & jest styczny do osi
preta, a dwa pozostale wektory sg skierowane wzdhuz gléwnych centralnych osi
bezwladnoscl przekrojow preta (rys. 3).

(1) Wskazniki ozﬂaczone przez. A, B, C przebiegaja ciag liczb 0,1, 2.
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Okredimy wlasnosci sprezyste pojedynczego lacznika rodziny (4), korzystajac
ze wzoréw podanych w [1], ktére maja postaé:

KLMN __ K M " L) —1
% = Z feay 10y €y o @y 5 AL Ty 1235
A

KLM . \7 .k .M L 3 -
AT = 2_, iy 1ty Gy a €0y g AL hay Tty »
A
KM _ N1 gk mo3 3 8 71
A = Z Iy Hay €en o €omp Al Ty I »
pa|
KLMN _ —
¢ = 2 1 1 ey a € p CE iy Ty »
RLM
= 2 ) 1 € a €ty 5 CE leay Ty »
@)
KM
= Z tay 1y iy a € p CCy Ly T »
KLMN _ KE M _L N o3 j—1
B = 2 f(d) feay € €y s Blay lay 1y »
%)
' pRLM K M L 3 8 j—!
BT = 2 Teay Ty €y o €y 5 Bay Iy by »
¥
repEMN M 3 N aff —
B = Z 1y (0% € a € p B Tty Lty
@
KM _ 1 K M 3 3 8 —1
B = _Z fn 1ty €iaya €ay 5 Bemy by T -
%)
Wystepujace w (2.1} wielkoscei A(“f), B( s C( 4 Otrzymamy przez odwrécenie ma-
cierzy
aff i Taft fhag -1
2.2) AG  Bin| _ [ B
* B aff | T B a ap 4
Gy @ G

gdzie skladowe tensoréw A%, B i €24 wyznaczamy ze wzorbw

i — i)
gf} = fR?g) ds—l—aaﬁv Sﬁyvfs(g) Iw{d} QP:A) dS,
L L
@3 B =&, f SE ity ds,
L
b = f Seé ds.
L

We wzorach tych wystepujace wielkosci R, 1 S maja postaé
RE =g of o
@.4) W = €y s Enntia

— = - B
Sth = @y a elnn sih,
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Przy czym (r( A})” = (8¢ A))_l = 0dla 4 # B oraz (r A))_l (r( A))‘ i (r( ma ! sq kolejno
sztywnoscig podiuing i gléwnymi sztywnodciami écinania przekroju poprzecznego
preta, (s é,})‘1 (s( A))‘ i (.s'(A))" s3 kolejno sztywnofcia skretna i gléwnymi sziywno-
Sciami zginania przekroju poprzecznego Igcznika. Przez é§ oznaczono iloczyny
skalarowe baz wektorowych &, 1 ef,. Wyznaczajac sktadowe & dla tacznika prred-
stawionego na rys. 3 otrzymamy

cosf 0 sind
2.5) ég = 0 oo |,
—sinf 0 cosf
A=0,1,2, a=1,23.
Oznaczajac prezez
= EDG, ™M =Gl . = (G4,
© = (Glaay, M =ERG, 7= (ERG
i wyznaczajac postad funkcji ¢}, dla tuku kolowego
O Sin 0
(2.6) '4’2;1): 0 »
O (cos O — cos B, 4)

~mozemy okresli¢ - wielkosci A, B i G, Korzystajac ze wzordw (2.3), (2.4),
(2.5) oraz (2.6) otrzymamy

il o o
g&ﬁ) =10 A(A) 01.
o 0 A( )
it = k@ (Beay+sin Oy €08 8} | oy (Osy — sin By cos By)
o (EA)(A) (GAa2)(A)
4 0cay Oy — 3 sin B4y cos 04 -+-cos2 64,20, )
(BT ’
i = 2 By @eay g?d) cos2 84y (6.4) — sin 0.4y cos O 4)) 4
“@ = (G4, ) (B2 ,
+ QEA) (2 B(A)+(COSZ O(A)) 0(11) — 4/3 Sin3 G(A) COS B(A) — 1/3 COS?’ B(A) Sin B(A)) o

(GJGI)(A)
—8/3 sin 8, cos Oy,
(Gakay ’
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0y By — sin By, cos 9(,2) 0egy (Begysin B4y cos O4)

AR =
“ {(EA) (GAu )ty
n 9{11) (Ocay — sin Oy cos B4)
A1z (ET )iy ’
0 Bz O
27 B = B, 0 o |,
0 00
B2 ot (2 Oy 08 By — 2sin Oy)
@ = Ee ,
2= Q(A) cos 0( 2y Oy — sin G(d) cos 0(;1))
“= (EJZ)(AJ
4+ 0y (113 cos? O, sin Oy 4473 sin 84y 42/3 sind O — cos B4y Oiy)
(GJd.)(A) >
¢4 00
Ch=10 & o],
0 o ¢
o = da (O +cos Oy sin 6)  0ony (O — sin Gy cos B )
h = (GI g (ET3) ’
2 9(41) &

C22 = ,
DT (B

Oy Oy — sin Oy cos Oy gy (Brgy+sin O cos O
(GI (EJ sy

Wielkosci A?Aﬁ), B oy 1 C(d) otrzymamy zgodme z (2.2), korzysta;qc 7 nastepujacych
zaleinofci:

433 _
Cin =

[Ch) = [[C'Ff) {ij;} L4811 (B 1)1,
B = — [CEh LB 1Ae 1,

(Bl = — [4g]1 B ICET,

BT = T4 — LI BRI [CE)

2.8)

mianowicie
A(A) 0 0
A?ﬁ‘. : 0 A(A) VAN
Lo o 4%
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(EA)ery

Ay = (Ed)y [Q(A) BuayF5in Beay 008 i)+ T ey 20 Cer —

)(A} Q(A)
(B

HET Yy (GALNsy (BAYiay {200ay 0y — (BEAY oty (GA )ity Oy (204, cOS Ocay —
— 2 sin 4))? [y (Bray+sin Oy cos O) (GA, )iy (ETp), 0+

~+0e (Oqy — sin B4 cos Beay) (EA) ) (EJ1)(A)+

AHEA) 1y (GAy iy €y By — 3 8i0. 0,4, c0s Gy +c0s? G4 2 6,411} 1 %

% gty (2 Oy €08 Bgy — 2 510 9) [004y (O 4y 5in G4, cOS O 10) (GA )y *

% (EJ )0y 00y Bty — sin Oy cos Gys) (BT )y (EA) oy +

+00ay (Opa — 3 sin Oy €08 Opgyt-cos? Oy 2 O.4)) (EA) sy (GA D)) 2

-1
— sin O 4 cos B(A))-I— {84y - 3 5in Oy cOS Oy -cO82 0, 4y 2 0(_4))] +

(& 2)(4 )

@ ety e Ty (GA, ) +

29 AT = (BT, [Q?A) €082 Oy (Orgy — sin B4y cos B,)+2 6

{EL)an .
(Efd)(d) Q(gd) (2 8(.4) “+cos2 6(41) H(A} — 4/3 sin3 9(4) cos G(A) _

-1
— 1/3 cos? 6(4} sin B(A) — 8§/3 sin 6(4) cos 0(,4)] + (do)(d)(GAﬂ)z -«

( Jd)(A)
% 3004y (OpayF-sin Oy cos O )+ AN 0cay (Bray — sin Oy cos b)) —

— (GAy sy WET )y 0y (113 €082 04 sin o 0 ++4/3 sin 6 4, +2/3 sin3 Oy —
€08 B4y Oay) — (G 08y €08 gy (Bgy —SiD B4y €08 B 1) 12 %
x [Ty (ETDay (Gadeay 2 Ony ey H(Gllagay (Gladiay €y €052 sy By —
— sin Oy cos O n) HG A, ) n (BT, iy (20, ayH0eay €052 Oy —

—1
— 4/3 sin3 0 4y cos 04 — 1/3 cos3 Oy sin Oy, — 8/3 sin 64, cos O(A))}—i} <

X [(ELy)ay 084y (1/3 082 B4y i B, -+4/3 sin 6, +2/3 503 Oy — cos By, 6sy) —
= (Gdg) 4 gé) €08 Gy () — sin Oy, cos O4)12 %

x [261y 0cty CET )0y (GI ey 0y €082 Oy (Bgy — sin O cos O 4) %

X (GA )iy (GI )y HGA, )i (EJ Yeay QE;A) (2 0 4y+cos? 64y 0,4, —

— 43 sin3 b4 cos By — 1/3 cos? B, sin Ocsy — 8/3 sim 4y cos 0,4)172,

(EJE)(A)
AL = (BN [9(34) (Ocay — sin G4y cos O )+ G 0y By +

(BT )y . -1
— sin B4, cos B )+ =00 (01, — sin B, ,, cos 8 )] .
(7)) (A)) (E A-)(A) Q(A)( [EN [E) (4

+
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0 B O 0 Bl 0
B =BG 0 0|, [BSI=|B5 0 0 |,
0O 0 0 0 0 O

By = — (GA )y (BT EAY {2 By 00y —
— (Ed)eay (GAu )y €ty (2 Bay €08 Biay — 2810 842 [y (Bay+
+sin by cos ) (GAu )y BTy 00 By —
— sin By €08 Oi4)) (Ed)ey (B gy +(EA 4y (GA )y 0ay Oy —
— 3 sin Oy cos Oy +c0s? B 2 8D 111 08y (2 Oy c0S Oigy — 28in B 4) x
X [(GA )y CE sy 00ay By F5in Oy, 008 Bay) HEDay (BT Yoy 004y Oy —
— sin G4y €08 01y} -H(EAY 4, (GAL) y 084y By — 3 5in By cos B, A)—I—COSZ Bn 200171,

@9)

c.d.

ti)(d)
Biay = — (Gdo)isy (GI)sy {Q(A) (B +sin Oy, cos B(A)H' A 0Oy —
. (GA,)
—sin G e 08 6,,)) — (EJ 2)1 D [(ET )y 08y (1/3 €08 B4y 8in By +4/3 5in Oy -+

+2/3 Sin?’ B(A) — Yy COS B(A)) -—_ (GJd)(A)Q%A) COS 6(4) (B(A) —_ Sil’l G(A) COSs 6(4))]2 X
® [(EJ2)(A (G-Id)(zs) 2 B(M Q(A)+(GAa1)(A) (G‘]d,)(d) 93.4) cos? B(A) (O(m —
— sin H(A) CO3s B(A))_!_(GAGI)(A) (EJZ)(A) Q?A} (2 6(4)"‘(‘032 3(4) B(A} —

—1
— 4/3 sin? b 4 cos B4y — 1/3 cos? O, sin Oy — 8/3 sin O 4 cos B(A)]-l} e

X (BT 4y 021 (1/3 cos2 Oy 810 4y +4/3 sin Gy +2/3 sind B4y — c0s b4y Opy) —
— (G gy 9(24) cos 84, (0(4y —sin Oy €08 B [2 By 004y (BT D)y (G-Id,)(zs)+
+0¢s) €052 0,4y (O(4y — sin B4 €08 Ors) (G )y (GAg deay -

HGA sy (BT Doy 000y (2 Oy +c052 0.4y Bay — 4/3 5in3 G4y o8 64y —

— 1/3 cos? By sin 4, — 8/3 sin b4y cos 6,11,

1
Ca 00
[chi=1o0 ¢cg o |,
0 0 C

(GJ, d)(d)
C(Ll) = (G ) {0(41) (Ocaysin Oy, cos Ou) + —7 EDen — 0 (Bu —

(GAa;)(A)

— gin 6(41) cos B(A)) B m

[(EJZ)(A) Q(zdj (1/3 COSZ B(A) Sin B(A) +4/3 Sin 6(4] ‘“i"
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+2/3 sind 04y — cos B,y O) — (GJg) g8y cos Oty (Brgy — sin B 4y cos 6, ) Px
X [(EL)ay (Gakay 2 Oy 00y TG AL ) 1y (GI sy 04y €052 By (B sy —
— 8in 6{4) COs 6(41)) +(GA01)(A) (EJQ)(A) Q?A) (2 0(4)‘4“(‘052 G(A) B(A) -

-1
—4/3 sind G 4y cos Oy — 1/3 cos? 4 sin 04, — 8/3 sin By cos OM)]-J} ,
ij) = (ED( {2 Ocay 0y — (EA) ¢ ay (G4,) Q?m (2 0 gycos B 5y — 2 sin Oy
X {Q(A) (9(4}+Sin 9(4) cos 9(4)) (GAaz)(A) (EJ1)+Q(£) (0(4) -
— sin Oy cos ) (Ed) s (EJI){A)+(EA)(A) (G4,,) Q{Sﬂ) (9{4) -
— 3 sin Gy cos Oy +cos? O, 2 0] 131,
Cly = (B 4 {QM) (8 4y--sin 04y cos G ,) +

(£ }_1
+ == 0, ;, — sin 8, ., cos @ .
(GThn 0y By () €08 O )

Oznaczmy przez i’(’Z) skiadowe wektora jednostkowego normalnego do wekiora
o skladowych i,y (rys. 2); tworzac iloczyny skalarowe el — .ol znajdziemy

i 2
fa) iy 0
(2.10) [e9] — iy cos @ Iycosg singl,
Iy sing — iZysing cosg

e=1,23 k=123

Podstawiajgc wyrazenia (2.9) i (2.10) do wzoru (2.1) oraz wprowadzajac oznaczenia

1)

Ay lll —1 (4y 22 J—1 A 33 —1
R = Al iy, RO =451, 10, RO = 43, I Iy
N iz —1 d; — p2l —1
{2.11) BYW = By Iy i(zl) , Bs= By by by »

9y 11 T—1 A 22 —1 Ay 33 ¥—1 -
SO = Cayla Iy, ST = CH U I, 880 = B iy T,

It

ostatecznie otrzymamy

— K M L N A L N ¥ A4Y
AN = Nl 18, Ul RO+ I (RS cos? g+ RE sin? ),

A
_ ; M L ) (A .
AKLM = Z f{Ifl) f(A) f(zl) (Rgn) — R(z))) sin @ COs ),
()
— N1.x Ay " pid
P 2‘ 18 toay (REY sin? p+-RGY cos? ),
2.12) @ |
— N7 LK M oL Ay gL N ) o
CREMN = N 1 85 iy 16y SOty 18y (S cos2 o+ S(5) sin2 )],

&)

M _ K M L g A o
CRUM = Z Ty Ty Yoy (S((l)) - S((z))) S @ COS @,
(4}

Rozprawy Inzynierskie — 8
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(2.12) KL = E r{f,) ) (S((f’)) sin? r;o-{—S((f)) cost p),
e.d. (4}
_ . A
B = MU 18y 18 (G 2 B cos? -+, iy B cos? ),
{4
TRELM — Z t{ﬁ) 104 tny Sin @ B,
(4
e RMN K M N _: A
BRMN = Z 18 1y 10y Sin @ BEY,
(4)
BXM = q,

3. Wplywy fermiczne

Zaldzmy, e taczniki ustroju siatkowego sg poddane wylacznie wplywom termi-
cznym. Niech rozklad temperatury 7w przekroju poprzecznym dowolnego lacznika
bedzie okreSlony limiowa funkcja T = Ty-+AT) Z14+AT, 72, gdzie T, ATy i AT,
sg funkcjami wspélrzednej tukowej s (lub kata 0).

Korzystajac z [1] okreflimy wielkosci a%%, o,

X, CKL V4
temperatury zgodnie ze wzorami

¢ uwzgledniajace wplyw

at = 2 t(f;) ey a (s i(?:% > afg) = 2 t(lfh egd)a @y Ky
(3.1) @ “@
= Z t(‘g eél)a €(ay i@;a c&; = Z zL(IZ) "’?A)u CCay Z(_41§=
gdzie “ “
(.2) [“?4)] = [A?f) Bgdﬂ)] [ﬁ(d) ﬁ] ,
ol 188 <Oiléas]

a wielkoSci dyyp 1 64y 4 53 okreslone przez wzory
(3.3 = [ Reds — &3, [ Stayvtnds, & = f Stay ds.
. I I L
Wystgpujace w (3.3) wyraZenia podcatkowe R® i $® okreflamy zgodnie ze wzorami
a sa — A
(3.4 Ripy = & atlns Sty = & a5
gdzie 0 = aTy, 1l =12 = 50 = 0 oraz sl = adTl,, §2 = aAT); przy czym a jest

wspolczynnikiem rozszerzalnoéci termicznej.
Zgodnie z (3.3), (3.4), (2.5) i (2.6) otrzymamy

v

- B(J . ﬂ(d) -
f CcOs 6 GL(A) (TO)(A) Q(A} d@ — f a(A) (ATZ)(A) Q(ZA) (COS 6 —_—
— ¢ —0()
— cos O} db
je 1 — 8ay :
(35 [ds] — f -~ sin. f ag, (ATl)(A) Q(ZA) 08 O r, d ’
—Oay
by by .
f Sin 6 Cl(A) (TD)(A) Q(A) de"i“ f a(A) (ATQ(A) Q(A) Sin 6 dﬂ
—~fa) ' —0d) -
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(3.5) %)
e.d. f a(A) (ATl)(A) Q(d) sin 0 d6

)

fca)
[Cin] = f Uy (ATZ)(A) 001 d0

—fa

Biay
f e ay (AT1)s) €04y 005 B B
%)

Wykorzystujac zaleznoSci (3.2), (3.5) i (2.9), znajdziemy
[ Aty Gay B Cns |

lagn] = | A% Ay 2+BGh €

-

| AL deys
(3.6)

11 =~ 7
[ By Ay 2+Ciay €y 4

- 2% A
[t = | B deay1-+CEhy G2

| C by i
Wreszcie wzory (3.1) oraz (2.10) i (2.9) prowadza do formul nastgpujacych:

KL _ Kol o1 7—1 N L oo 3 7-1
= Z Xty aia Ty -+ cos p agyy Iy — By sin o @l 1)),

(G .
af = E i, (sin @ a(d, I +cos ¢ aly 1)),
@
G.7) .
KL .. K r.L 1 L 2 aI, : 3 —1
& = E % (tay Cay iy €08 @ oy — Iy sin @ &) I,

)

—_ K H 2 3 —1
X = Z 15 (sin @ ey Hoos p 20) I,
)

4, Przykiad. Pasmo siathowe o pretach zakrzywionych

W dalszym ciggu zaloZymy, Ze rozpatrywane przZez nas ustroje siatkowe sa.
jednorodne [tj, wszystkie skladowe (2.21) sa stalymi w kazdym Kkartezjanskim.
ukiadzie wspélrzednych] i tworza jednokierunkowo obceiaZone pasmo o brzegach
x' =01 x1 = L (rys. 4). Skladowe przemieszczenia zaleZa od jednej zmiennej x?..
Réwnania geometryczne, z ktérych korzystamy dalej, sprowadzg sie wtedy do postaci.
nastepujacej:

Y=L, Y= % ya=79 y=#1+0% pp=—ol

(4.1)

%= 01,1, X2=1Uy1, M =#0p=0, wu =0, 2 =0
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Réwnania réwnowagl (3.1) beda mialy postad
p“'i =0, pu"l = 0) mj-‘ 1+p12 ~p21 ={,

4.2
@2 pa=0, mpr =0, m¥, —pt =0,

Jm=(1)

AR Y S A A L
AR SR S S SN Y S B A A
[y

NAKARARATA]

[y
(¢
R AR R
I
(LA {000 0000y
N
({00000 ((
(L0000 (({ w=m
(00 ({1000
(R R R
VAT A A A
(LI 0000
(000000 eggy %

)

Rys. 4

a zwigzki fizyczne, po wypisaniu ich w formie rozwinigtej zgodnie z konwencja
sumacyjng 1 uwzglednieniu (5.1) — sa okreslone przez nastgpujace formuly:

Pl = AN ) | A2 gy o AT120 g 4 41T ) - AT12 pp -
BT 54 - B2 5515 "BIN 5, +qlt,

P12 = A1211 g L A1212 9915+ A1220 g 4121 g A2 5
“.3) FB1211 5 -} B1212ygy 5 4 BI2L 5 2,

P2 = A2 gy AZN2 o |- A212L ) |- A21T 9y 44212 o
B215L g¢ | B2112 55 B211 5¢) 21,

ml == "BULyy 4+ BI2E 54" B2U yp; - C11 2671 CH2 25 +-C 221 ¢,

Pl = ANZ 5 1 A12E gy AU gy o AL gy ARZ py B 5 -
+""BU12 y5+al,
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(4;-3) P2 = A2 2y 15 AR oy A2y - A2y 422 g,
B sy B2 g5 a2,
m12es BI212 1y B2 gy 4 BILZ gy 12 BUI2 g o B2 gy 4
' FCI21 500y - C1212 5215 | C121 3 {12,
mtl— BI211 yy5 [ B2UIL pyy L BU gy /B ) 4 MR2IL g, .
' AL gy 4 Cl12p0, - (1 3, e,

Przy rozwigzywaniu powyzszego zagadunienia bedziemy sie wzorowaé na pracy [5].
Zatozmy, %e kat g, jaki tworzy z plaszezyzng = jedna z gléwnych osi bezwiadnodci
przekroju poprzecznego pretéw, jest téwny zeru. W przypadku tym ASEM — CKLM _
= 'BEM — "BEMN — 0, a skladowe (2.12) i (3.7) upraszezaja sie do postaci

KLMN — (d) L, A)
A D i i Ui ty RO+15, 1) R,

)
KL ..

A% = Z &y Ten R(z)’

~ @

KLMN VLK L N old) gL N A

(4.4) = Z ty 100 (el 1y S“O-100y 1 S,

)

KL _ K L ()

C = M il 1y G,
%)

KLMN _ (N L N pld)ny.
B = D i, f(d)((zf) y B G 10 BY));
(_/[) X

KL _ f—1 I, 2 j-1
&= i, (f(n) alay ki i oty T,
i

K 3 7=1
Z 1y ey Yy
@
KL K L 1 L2 N f—1
= 3l cloy iy ) I
&

K 3 —1
2 &y ey by

() i

=
Il

(4.5)

Il

&
b
il

Ulkdad réownan (4.1)—(4.3} musi by¢ spelniony dla 0 < x1 < L. Poszukiwane skia-
dowe stanu przemieszczenia i napigcia musza ponadto spelniaé po sze$¢ warunkow
brzegowych na kazdym z brzegdéw x! =01 x1 =L.

Rozwigzanie ogdlne uktadu réwnan (4.1)-(4.3) zalezy od dwunastu statych cal-
kowania, ktore wyznaczymy 2z warunkéw brzegowych. Skladowe stanu napigeia
P11, p12 i pl wyznaczymy bezpofrednio z réwnah réwnowagi (4.2), otrzymujac

plt(x1) = plt,  ptl = pll (0,
“.0 . pR2(x) = g2, P2 = pl2(0),
prxy=pl,  pt=pl(0).
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Korzystajac z (4.5) i (4.2)s wyznaczymy takze skladowa mi?:
&7 mi1z (x1) = pl x1-4ml2, A2 = mi2 (0).

Skladowe stanu napiecia pli, p12, pl i m!2 traktowaé bedziemy jako znane. Ko-
1zystajac z odpowiednich réwnan (4.1) i zaleznosci (4.3) oraz (4.6), otrzymamy

AN gy 4 A2 (4 | — 0)4-AN2L g BT 0y, 1 --BIL2 0 1 +all = plL,
AL211 g | 4 AT212 (1y g — 0)-}-A1221 9-BI2I1 gy, +B1212 9y (412 = L2,
AU (u, ) +02) — A12 ol-fal == pl,

B1212 (4 | — v)-+B212 o f-BII2 gy +C121L gy 1+

(4.8)

4 C1212 gy | +el2 = P2 1,
Z pozostalych réwnan réwnowagi (4.2)s,s i zwiazkéw (4.1) i (4.3) znajdziemy
[C111 g | +CU12 gy | +B121 (3 ¢ — ©)+B2I 0
FBUL gy g 4-el1] ¢ +421 (1,1 +22) — A2 vlfa2 =0,
(4.9)  (CW o, 1+cl), 1 AN — 42110 gy g +-(A1212 — APVT) (g, 4 — W)
(41221 — 42121} o4 (B1211 — B2111) gy ¢ +(BI22 — B2112) 9 1+
+al2 — 21 =10,

Réwnania (4.8) i (4.9) stanowia uklad szesciu réwnan rézniczkowych dla szesciu
skladowych przemieszczenia u, y, v i vg. Korzystajac z pierwszych trzech réwnan
(4.8) wyrazimy funkcje #,q, #3,1 i tz,; przez @, vy 1 7, uzyskujac kolejno

1
U= E(Alz al — al—l—-ﬁl) — 1}2’

1 AL112 (41211 BI112 __ B1212 A1111)
1T T (Bmz-}— y 92,1+

A2 (41211 BHIL . BI211 A1111)
+ (31111+ 4 )?)1,1+

A2 (41211 41121 o 1113 A1221))
v —_—

(4.10) _ +- (A1121 + 4

ALz 41211 Al112 41111
— {1+ MA——) (p11 — all) — T—(ﬁlz — alZ)] ,

w1 = v+ _i_ [(41211 B1112 — B1212 1111) gy 5+

A (AI211 BI1T . BI2UL 41115) g 4 (41211 1120 — 41221 f1111) o

ANIL(p12 — g12) — 41211 (Bl — gl1)),
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gdzie ozpaczono
4.11) A = AU 41212  gin12 g1211)

przy czym A > 0. Wynika to z dodatniej okreslonosei formy kwadratowej, przedsta-
wiajacej energie spreZysta ukladu (por. [4]). Pochodna v, 1 wyznaczymy z réwna-
nia (4.8)4 '

(4.12) U2, 1 =
A1i11

T [Ciatz 1111 4—1(B1Ziz 411111112 1112) (B1112 41211 B1212 41111)—(B1112)2] %
BI212 41111 _. 1112 41112
X (31211 - |
A Al
Bl112 gl B1212 41111 _ BIlI2 41112
A1111 11 A
A1211 41321 Bz 41121
At T Pt Bzl o +

Bl212 41111 — BU12 41112 [ 41211
y Ann(pn —all) (P12 — q12)| —

Alanl Bllll)

X

— (C1z11 —

e (A1221 —

B2
T (Pl — all) — cl24-pl4/mi2 xl}.

Podstawiajac wyrazenia na u,1-+92, 1), 1, %2,1 — v 1 v9,1 do réwnan (4.9}, otrzymamy
uklad dwéch rownan réZniczkowych dla dwoch funkeji » (x1) i o1 (x1) w postaci

(413) koo o,11oo 2tkor vi,1 = o, kv, th vt v =11,
gdzie oznaczono
k()(} ECH, :

Azl — 42111
—{— 4qu2 —

A2 (1211 f1121 — 41221 41111
ho = —i1 A )

Al212 . 42112
— (A1211 41121 . 41221 41111) 4 (41221 — 42121) 4

CA12Ar 42111 A1112
R | . ) B i
+ 41111 BU12 y (B1112 g1211 . g1212-41111) | -

A1z qmiz
L (AT211 Bl112 . B1212 41111) | B1212 . B2112¢ X

(B1212 41111 — BI112 41112)
A4 4un
(B1212 41111 — BIUZ 41112) (1111 41221 — 41121 41211)
X[ A . Aun o

(B1112 41121 — B2112 41111)
4.14) o Al ’

B1112\2]-!
(B1112 41211 — B1212 A1111) — ( ) ] %

X 1012124» R
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(4.14) A1211 42111
ea RorE g | — B

AMI2(BI2IT 1111 41211 g1
A )+ '

Al212 - 42112 :
——————(B1111 41211 _ B1211 A1111){(BI211 .. B2111)

A
A1211 . 42111 1112
+ {—Auu [_Bmz_ [ (Buz 41211 — pr212 -Ann)] +
Al212 42112 )
(41211 BlII2 — BI212 AUI) 4 B12N2 - 32112} X
s [C1212+ (B1212 A1111 — Bl112 41112) (BUI12 41211 — 1212 41111
A A1t
(BUIZR|1[(B1212 41111 — BITI2 A1112) (BI211 41111 . 41211 Bl111)
o Alllll] [ Py, Al *
(Bl glii2 . cizit Allll)]
41111 -

BI2U1 (BII1L 41211 —_ RI211 41111)  (BIHI1)2

kll = Cuit+

A Aun
A1112 (41211 UL _ BI211 41111)
— - 4+ { iz —
BI211 (41211 BU2 — R1212 41111} 31111( . A2 41211 Bi112
— e {—piz —
A Al A
B1212 41111 _ pi112 41112 Bl112 41211 — B1212 41111
— gzl |2z : —
A 41111
(B1112)2]-1[(B1212 41111 — B1112 41112) [B1211 41111 — 41211 gLl
oo A A1111 )
(B1112 R1111 — (1211 41111)
41111 B
- A2 412
111 = — A2+ A1 Ty
Bl2n (Aizu AUz g1 Al BT 41121
= — 5} R
‘1o A +‘3' Al

A2 (A1211A112i — 41221 1111)
— - = | 01112 —

. B2 (41213 Blli2 _ RI212 41111y  piill All12 41211 gutz
— i o R1112 e e
A Am:( A
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(B1212 41111 __ BI112 41112) BII12 41211 _ B1212 41111

— 31212)] [sz -+ ' —
A Al

(B2~ [(B1212 41111 — B2 A1112) (1221 4111 . 41121 g1211)
ETIT A Al -
' Bll12 41121 _ goi1z Aun’l

AL 17

o, ARl A2 41211 _
fo= et = |l T e — |+

A1212 .. 42112

+ _H_A_g [(F12 — al2) AN — (pIT — glL) 41211] | 12 — 2% 4

A1211 42111
- e | . 31112 —

A2 (41211 g1ii2 L p1212 Allll)]
— |+

A'1111 A

(A1212 — 42112)
A

(B1212 A1111 — Bill2 41112) Bil12 412111 — BI212 41111 (Bll2p]—1
A - oAU T4t

i
+

{AL’&II pBu2z 31212A1111]+B1212 _BZIIZ} l:C1212+

(4.15) +

Bl212 4111 BILIZ 41112 [ 41211
T — ﬁ'iﬁ(ﬁn — all) — (g2 — psz)) _

B2 o
— cl2 - ki_'[ll] (p — all).,lm.ﬁl_l_]ﬁlz_xl s

B2t

fi = [(p12 — ,5!12.)‘,41111 — ( pll — qg11) A1211]4+C“,1+

pun[ L4111z 41211 A1112 41111
T (P all) I _WT) TP —a 7A¥],1 +

B A21( ) CAs2 BI211 (41211 . R1212 41111)
2+t (p—a — 4

An A
Bl | |

A1111

A11iz Al211 1112
. A
Bizlz A1111 . B1112 41112 B1112 41211 _ gI212 41111 (31112)2]
A . T Ann SR S b
Bl1212 41111 _ B1112 4i#112] 41211
X{ A -[;;11"11—1

+

(_ Btz — — 31212)] [01212_;_'

(_p_]l - a_’tl) —_ alz — ’512] — (_112 —

: B2
e E{‘l (1511 — a11)+151+;ﬁ12 xl .
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Powyzsze wspolczynniki ukladu réwnan (4.13) spelniaja  nieréwnoéei zgodnie
ze wzorami (4.4)
koo >0, ki1 >0, <0, I <0;

pozostale wspolczynniki maja byé rézne (dodatnie, ujemne, lub réwne zeru).
Roéwnanie charakterystyczne ukladu (4.13) ma postaé

(4.16) aré +bA2+c =0,
gdzie
(4.17) a = k()[} klb b= ko() 111+[0{) kn —_ le l@la C = I[m llla

prey czym a >0, b <0 oraz ¢ >0,
Wyréznik réwnania (4.16) moze byé dodatni, ujemny lub réwny zeru,
L. Gdy wyréinik 4 >0, to z uwagi na ~& > /4 > 0 mamy
v = Ae™ +-Be™ % J-CeP?-| Do b7 ¥,
2) = Ay 4B e +Cy 1Dy e P 0],

0¥ i o oznacza calki szczegdlne ukiadu réwnan (4.13). Stale A4, By, Cy 1Dy w przy-
padku ogdlnym moina wyrazi¢ preez stale 4, B, C i D. Po podstawieniu (4.18)
do jednego z réwnan (4.13) otrzymamy

Ay (akor)+4 (a2 koo +loe) = O,
— By (ako) -+B (a2 koo-+oo) = O,
Cy (o) +C (82 koptloo) = 0,
— D1 (B} +D (82 koo +go) = O.
2. Gdy wyrdinik A4 = 0 to rozwiazanie ukladu (4.13) ma postaé '

(4.18)

gdzie

{4.19)

9 = Ae?®1-Be " - Cxe?® LDxe ?* Lo¥,
{4.20) + * T _
v = A & +B, e O xe® Dy xe*”mqtvi',

gdziey =V —b/2a.
Zwigzek pomigdzy stalymi catkowania Ay, By, C1, D1 a 4,...,D otrzymamy
po wykorzystaniu (4.20) i (4.13):

Ay ykoy +Cy koy -+A4 (koo y2-+Hoe) +2Cpkge = 0,
4.21) —By vko1+D1 ko1 +B (koo y2+loe) — 2Dykoo = 0,
Cy yho1+C (2 koo o) =0,  —Dy koy y+D (2 kgo-+log) = 0.
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3. Gdy wreszcie 4 <0, to po wprowadzenin dodatnich liczb rzeczywistych

i
3 ll/fb_i—]/bT:—Aa g
= a - a(— b+|/b2--/l’

znajdziemy rozwigzanie ukladu (4.13) w postaci

“.22) v = Ae" sin 'px+Be”f" cos »x+Ce™#% sin vx+De™** cos vx-+o¥,
= Ay e*” sin vx-+-By 7 cos vx+Cy e sin vx 1Dy e cos vx-}-of,
przy czym miedzy stalymi catkowania zachodza zwiazki
Ay koy g — By koy v+A (koo (42 — v2)+-log] — 2Bkog pv = 0,
Ay ko1 v+By Koy p+-2A4koo pv +B Tkoo (u? — v2)+-Ipp] = 0,
— Cy kgy p — Dy koy v+C koo (@2 — #2)-+lgo] +2Kkoo Dpv = 0,

Cy ko1 v — Dy Koy p-+D Thoo (42 — #2) +lggl -— 2C kgo v = 0.

(4.23)

P;J wyznaczeniu ogdlnej postaci funkeji o (x1) 1 v; (x1} mozemy obliczyé funkcje
o2 (x1) 2z (4.12):
1 ,
@24 n6h)= [C1212 41111 41 (B1212 41111 %
-~ B1112 41112) (B112 41211 — BI212 41111) — (B1112)2]

(41111 B1211 . 41211 Biti1) —

fl {[(31212 AL — p1112 41112)
X

A
¢

' : 1212 41111 — B1112 41112
— {41111 Cl1211 . Bii2 311‘11)] 21,1+ [B 4 y

x (A11T 41221 — 41211 41121)}(B1112 41121 — BleZAllll)] o+

Bl212 41111 .. 1112 41112
A

[41211 ( pl1 — gl1) — AN (p12 . g12)] —
—BMZ(F11 i) AT (5L 12 xT 012)} dEtvy, vy =v3(0)

Pozostale funkcje # (x1), 2y {x1) i #p (x!) wyznaczymy z (4.10);,2,1:

412 1
u(xl) = f (E pl — 92 — :ﬁfa )tffrf—i—““““l?I x14i,
§ (

@ A2 (41211 B1112 — 1212 41111

1
u(x) = — Eﬁf [(31112+ 4 )"”2,1+
0
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4.25 A1112 (AIZII B1111 _ pin A1111
Eld.z ) 4"'(31”&Jr A g & 29,1+
’ A2 (1211 41121 1111 41221) Alt12 41211
-+ (A1121+ Y )v+(1+7—)(ﬁ11 — gy

A1z 41111
-E -—-.-.-—kA-*wu (p12 — gIZ)] df+”1
o= u (0), . :

il

" 1 —
1y (x1) == f {@+Z [(41211 g1z ﬁBuu.A‘ml)pzll_;_

-

H(A1211 BLILL  BIL Q1111 Yy | (41211 41121 — 41221 J1110) gyt

+A11.11 (Ij12 . gl.’Z) — 41211 (pl] —_ (111)}} d§+ﬁ2,'
Hy = (0)

Obliczajac v (x1) i 01 (x1) w zaleznosci od znaku wyroznika A 7z jednego ze wzo-
16w (4.18)(4.20) lub (4.22) oraz korzystajac ze wzoréw (4.24) 1 (4.25),, 5, 3, otrzymamy
ogolne rozwigzanie rozpatrywanego zagadnienia. Rozwiszanie to zalezy od dwunastu
stalych calkowania A4, B, C, D, vy, #, @1}, iy, 11, p12, p1 1 m1?, ktére wyznaczymy
7 szeSciu warunkéw na brzegu x! = 01 x! = L. Po wyznaczeniu skladowych stanu
przemieszezenia obliczamy w znany sposdb’ skladowe naprezenia (por. [4]).
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_ Pealome
HEKOTOPASE 3ANAYA, KACAKIALCS CETHATBIX CHMCTEM
C JAKPHUB/IEHHBIMW CTEPKHAMMA

B pafote npencrasncHa Hexoropas 34448, KACAIONAACH [IOCKHK CETYATEHIX CCTEM, B KOTOPBIX.
CTEPOKEHH COCOEHANOINNG COCCHHES Y3MbI 3QKPHBICHLI M TQABEPIAIOTC HCMEXAHWYECKHN BITHSA-
maM (1). B stom Cilydae HMEeeT MECTO CONpPsEHAe INIOCKOH 3alavl ¢ NIACTHEIATON, DPopMyIIsL
AU COCTABIIMOUIAX FTeH30POB YHPYTOHR JKECTKOCTH, XAPAKTEPH3YIOIIHE TeOMETPHYECKYIO CTPYK-
TYPY X qmspmecme CBOMCTBA CHCTEMBI JAHBL AJIL COeRANATENSH, OCH KOTOPHIX IIPECTAaBIAIOT
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00O KpYTORLIE aDKH, 2 OAHA TNABHAK OCb MHEPIME KAK/OIO TONEPSTHOTO COICHMA, HAKIO-
HEHEA K THIOCKOCTH CHCTEMBbE NOJL HOCTOAHAERIM yritom. JaeTcs Taike, BEIPAXCHHE I COCTARNSEO-
X TEHIOPOB, XAPAKTEPAIVIOMEX TOPMHUCCKOe BITEAHHE.

B saxmovenme maevcy OOMIGE PEINCHHe A COTYATON LOJIOCH € 3AKPHENEHHLIMI COEHHHM-
TEJISMH,

Summary
SOME PROBLEMS OF GRID SYSTEMS WITH CURVED BARS

In the paper some of the problems of plane grid systems have been presented, in which the bars
connecting neighbouring nodes are curved and subjected to non-mechanical effects (1). In this case
there occurs the elastic disk problem with plafe, The formulae for the tensor components of elastic
rigidity characterizing the geometrical structure and physical propertics of the system were given
for links whose axes are arcs of a circle, and one main axis of inertia of each transverse cross-section
is inclined to the plane of the system al a constant angle.

The expression is also given for the tensor components characterizing thermal influences,

At the end the general solution is given for a grid band with curved links.
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